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Abschnitt IV. 
Grundlagen der Integralrechnung. 


Kapitel I. Das unbestimmte Integral. 


1. Der Begriff des unbestimmten Integrals. Ist die Funktion f(x) 
in einem abgeschlossenen Intervalle a < x < b eindeutig, stetig und diffe- 
renzierbar, so gibt es in jenem Intervalle eine eindeutig bestimmte Funk- 
tion p(&), welche wir als die „abgeleitete Funktion“ oder die „Ableitung“ 
f(x) von f(x) bezeichneten: 

G) ya) = Fa), 

und welche wir nach den I, 108*) ff. entwickelten Regeln durch „Diffe- 
rentiation der Funktion f(x)“ berechneten. Nach I, 107 konnten wir die 
Ableitung (1) auch als „Differentialquotienten der Funktion f(x)“: 


(2) 9a) = fa) = “E 


darstellen, eine Formel, welche auf der Erklärung des „Differentials der 
Funktion“: 

(3) afla) = f (a)da = g(a)de 

beruhte (s. I, 106). 

Die Umkehrung der Differentiation einer Funktion f(x) führt auf 
folgende „Grundaufgabe der Integralrechnung“: Ist in einem endlichen 
abgeschlossenen Intervalle a < x < b eine eindeutige, stetige und abteilungs- 
weise monotone Funktion p(x) gegeben**), so soll in diesem Intervalle eine 
Funktion f(x) angegeben werden, von welcher g(x) die Ableitung ist. 

Die Lösung dieser Aufgabe kann man in der Art einleiten, daß man 
aus der gegebenen Funktion p(x) das zu einem beliebigen Argumente x 
des Intervalles und einem Differential dæ gehörende „Differential df(x) 
der gesuchten Funktion f(x)“ berechnet, nämlich zufolge (3) in der Ge- 
stalt des Produktes df(x) = p(x)dx. Dieses Differential der gesuchten 


*) I, 108 heißt „Band I, Seite 108°; Seitenangaben ohne Bandzahl beziehen 
sich auf den vorliegenden Band. 

*) Die Ausdehnung des Intervalles bis + © oder — œ bleibt vorbehalten, 
ebenso die Zulassung von Unstetigkeiten der Funktion p(x) im Intervalle. 
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Funktion ist demnach eindeutig bestimmt. Die weiter zu lösende Aufgabe 
ist dann die, daß wir den Übergang vom Differential df(x) zur gesuchten 
Funktion f(x) selbst finden. 

Welche Mittel wir haben, diesen Übergang wirklich zu vollziehen, 
ob überhaupt eine Funktion f(x) existiert, welche unserer Aufgabe ent- 
spricht, ob es vielleicht mehrere derartige Funktionen gibt, sind Fragen, 
welche die nachfolgenden Untersuchungen'zu entscheiden haben werden. 
Vorbehaltlich derselben wollen wir aber schon hier folgende Bezeich- 
nungen einführen: Wir nennen den Übergang von df(x) zu f(x) „Inte- 
gration des Differentials df(x)“ und bezeichnen f(x) als „Integral des 
Differentials df(x)“; als symbolische Schreibweise eines Integrals aber be- 
nutzen wir ein langgezogenes S, dessen eigentlicher Sinn später aufge- 
klärt werden wird: 


(4) fa) = faf) = J pa) dr. 


Diese Gleichung, welche aussagt, daß f(x) ein Integral des Differentials 
p(x)dx oder kurz ein „Integral von p(x)dx“ sei, bedeutet also im Grunde 
nichts weiter als eine der Formeln (1), (2) oder (3); denn der Sinn der 
Formel (4) ist einzig der, daß f(x) eine Funktion sein soll, deren Ablei- 
tung die gegebene Funktion p(x) ist. 

Das „Integralzeichen“ ih und das „Differentialzeichen“ d erscheinen 
hiernach in der Art einander entgegengesetzt, daß sie, wo sie in einer 
Formel unmittelbar aufeinander folgen, sich gegenseitig aufheben. Wenn 
wir f(x) differenzieren und hernach das Differential df(x), wie wir sagen 
wollen, „integrieren“, so gelangen wir zu f(x) zurück; aber auch wenn wir 
umgekehrt df(x) integrieren und hernach das Integral f(x) differenzieren, 
gelangen wir wieder zum Ausgangspunkte df(x) zurück, so daß sich 
beide Zeichen auch in der Anordnung d J "aufheben. Es ist demnach sehr 
leicht, eine etwa vorliegende Formel (4) der Integralrechnung auf ihre 
Richtigkeit zu prüfen; man hat vor die rechte und linke Seite der Glei- 
chung (4) die Differentialzeichen zu setzen und muß unter Aufhebung 
der Zeichen d und Ji auf der rechten Seite der Gleichung zu einer rich- 
tigen Formel (3) der Differentialrechnung gelangen. 

Auf der anderen Seite ist einleuchtend, daß jede Formel (3) der 
Differentialrechnung, welche wir bereits als richtig erkannt haben, ein- 
fach durch Vorsetzen der Integralzeichen zu einer Formel (4) der Inte- 
gralrechnung wird, die eine Lösung unserer Grundaufgabe für die beson- 
dere Funktion p(x) ergibt. Wir lesen demnach aus bekannten Regeln 
der Differentialrechnung hier sogleich folgendes wichtige Formelsystem 
der Integralrechnung ab: 
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Die hier zusammengestellten Integrale wollen wir als die achtzehn 
„Grundintegrale“ bezeichnen und mit ihren angegebenen Nummern zitie- 
ren. Das Grundintegral 1) heißt auch das „Potenzintegral“; es gilt für 
jeden von — 1 verschiedenen Wert des konstanten Exponenten m. Ebenso 
nennt man die Grundintegrale 2), 13) und 14) auch wohl „Logarithmus- 
integral“, „are sin-Integral“ und „are tg-Integral“. Man wird die Richtig- 
keit der vorstehenden Formeln leicht aus den in Betracht kommenden 
Regeln von Bd. I bestätigen. Betreffs des doppelten Vorzeiehens beim 
Grundintegral 16) erinnere man sich, daß die Funktion Xr Cos x für alle 
der Ungleichung 2 > + 1 genügenden Argumente zweideutig ist. Den 
Darstellungen der letzten vier Grundintegrale durch den natürlichen Lo- 
garithmus liegen die Relationen (2) I, 75 zugrunde. 

Wir wenden uns nun zu der Frage, ob es für jede unserer Funktio- 
nen g(x) auch wirklich ein Integral f(x) gibt, sowie weiter, ob vielleicht 
neben einem schon gefundenen Integrale f(x) des Differentials p(x)dx 
noch ein zweites von f(x) verschiedenes Integral g(x) des gleichen Diffe- 

1* 
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rentials p(x)dx existieren kann. Die zweite Frage, welche wir zuerst 
behandeln, ist leicht mit Hilfe des in I, 134 aufgestellten „besonderen“ 
Mittelwertsatzes zu beantworten. Nehmen wir an, daß die beiden im In- 
tervalle a <&<b eindeutigen, differenzierbaren und damit stetigen 
(s. I, 135) Funktionen f(x) und g(x) daselbst ein und dieselbe Funktion 
y(x) zur Ableitung haben, so wird ihre Differenz: 


(8) F(s) = 9(&) — f(@) 
im Intervalle eindeutig, stetig und differenzierbar sein; und zwar wird, da 
f(©)=g (2)=y(x) ist, die Ableitung F’(x) der Funktion F(z) im ganzen 
Intervalle konstant gleich 0 sein. Die Gleichung (9) in I, 135 des Mittel- 
wertsatzes liefert demnach für irgend zwei dem Intervalle entnommene 
Argumente x und z: 
(6) F(x) — Fix) = (x, —z)F(e + 9a, — v) = 0. 
Es gilt also F(z,) = F(z), so daß die Funktion F(x) im ganzen Inter 
valle mit einer Konstanten, die wir C nennen wollen, identisch ist. Aus 
(5) ergibt sich somit, daß die zweite Funktion g(x), deren Existenz wir 
annahmen, aus dem Integral f(x) einfach dureh Addition der Konstanten 
C entsteht: 
(D gla) = f(e) + C. 
Andererseits ist einleuchtend, daß, wenn wir aus f(x) und einer willkür- 
lich gewählten „additiven“ Konstanten C nach (7) die Funktion g(x) her- 
stellen, diese Funktion g(x) dieselbe Ableitung wie f(x) hat. Die Ant- 
wort auf unsere Frage ist also diese: Gibt es überhaupt ein Integral f(x) 
des Differentials p(x)dx, so ist jede mit einer „wülkürlichen Konstanten“ 
C aus f(x) hergestellte Funktion (fx) + C) auch ein Integral von y(x)dx, 
und hiermit erschöpfen wir zugleich die gesamten Integrale von p(x)dr. 
Die -unsere Grundaufgabe lösende Funktion, das Integral f(x) von 
y(x)dz, ist also insoweit „unbestimmt“, als in dieser Funktion noch eine 
additive Konstante C, die sogenannte „Integrationskonstante“ willkürlich 
wählbar bleibt. Man spricht in diesem Sinne von einem „unbestimmten“ 
Integral und schreibt, um das gewonnene Ergebnis durch eine Gleichung 
zum Ausdruck zu bringen, an Stelle von (4) ausführlicher: 


(8) fa) = | pæ@dz + 0, 


wobei das im ersten Gliede rechts stehende Symbol eine speziell gewählte 
Funktion bedeutet, deren Ableitung gleich p(z) ist. 

Die andere Frage, ob es überhaupt ein Integral f(x) des Differen- 
tials p(x)dz im Intervalle gibt, beantworten wir sofort auf Grund der 
Ausführungen in I, 104ff. über die damals näher erklärte „Inhaltsfunktion“ 
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f(x). Die gegebene Funktion (x) sollte im Intervall a < x < b eindeu- 
tig, stetig und abteilungsweise monoton sein. Es hat demnach keine 
Schwierigkeit, für die Kurve der Funktion g(x) die Inhalte der im Kur- 
sivsatz I, 104 näher bezeichneten ebenen Flächenstücke eindeutig zu er- 
klären, wobei, was die Vorzeichen der Maßzahlen der Flächeninhalte an- 
geht, an den damaligen Vorschriften festgehalten werden soll. Grenzen 
wir die auszumessende Fläche rechts und links durch zwei Ordinaten der 
Kurve ein, die zu einer im Intervalle beliebig, aber fest gewählten Ab- 
szisse &, und zu einer ebenda variabelen Abszisse x gehören, so ist die 
Maßzahl der Fläche eine Funktion f(x) der veränderlichen Abszisse x, 
von der wir in I, 105 erkannten, daß sie differenzierbar ist und als Ablei- 
tung unsere Funktion p (x) liefert. In dieser „Inhaltsfunktion“ f(x) haben 
wir demnach ein Integral von p(x)dz tatsächlich gewonnen. Die Unbe- 
stimmtheit des Integrals kommt bei dieser Betrachtung dadurch zum 
Ausdruck, daß die konstante Abszisse x, im Intervall willkürlich wähl- 
bar war; aus den Darlegungen von I, 104 ist nämlich einleuchtend, daß 
ein Wechsel in der Auswahl von z, die Inhaltsfunktion f(x) um eine 
additive Konstante ändert. 


2. Integration von Aggregaten und von Vielfachen eines Differen- 
tials. Den in I, 117 entwickelten Sätzen der Differentialrechnung stehen 
entsprechende Sätze der Integralrechnung gegenüber, die unmittelbare 
Folgen jener Sätze sind. Eine Summe oder Differenz (p(x) + vade 
zweier Differentiale p(z)dx und y(x)dx wird integriert, indem man beide 
Glieder einzeln integriert und die Integrale addiert bzw. subtrahiert: 


6) So + vio)de = fylde + fv(e)de. 

Indem man nämlich die rechts stehende Funktion nach I, 117 „gliedweise“ 
differenziert, ergibt sich als ihre Ableitung p(x) + y(x), wie es sein 
muß. Die Regel überträgt sich sofort auf irgend welche Aggregate von 
Differentialen, d. h. endlichgliedrige Summen oder Differenzen solcher. 
Ein Aggregat von Differentialen wird integriert, indem man jedes Glied 
im Aggregate durch sein Integral ersetzt, oder, indem man das Aggregat 
„gliedweise“ integriert. 

Das Produkt einer Konstanten e und eines Differentials p(x)dx 
wollen wir der Kürze halber für den Augenblick auch dann ein „Viel- 
faches“ vom Differential p(z)dx nennen, wenn c keine positive ganze 
Zahl ist. Es besteht der Satz: Ein Vielfaches ep(x)dx vom Differential 
p(z)dx wird integriert, indem man den konstanten Faktor mit dem Inte- 
gral des Differentials p(xz)dxz multipliziert: 


(2) fJep(æaz = cfo(z)dz. 
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Differenziert man nämlich die rechts stehende Funktion nach der Regel 
(8) in I, 117, so ergibt sich, wie es sein muß, als ihre Ableitung die 
Funktion cp(x). Man kann den Satz auch so aussprechen: Folgt auf das 
Integralzeichen ein konstanter Faktor des zu intergrierenden Differehtials, 
so darf derselbe als Faktor vor das Integralzeichen gesetzt werden. 

Durch Vereinigung beider Sätze und Heranziehung des „Potenz- 
integrals“ finden wir als Regel für eine ganze rationale Funktion p(#): 
(3) J (a + ags 4 az? t-o H aada = at H > az? + C 

on = Hatte). _ 
Auch sind wir imstande, irgend ein Aggregat, welches aus Differentialen 
der 18 Grundintegrale mit Hilfe irgendwelcher konstanter Koeffizienten 
zusammengesetzt ist, zu integrieren; ein Beispiel sei: 


f2- ee be z'+atgx—bin(c+y1+ 2). 


Aufgaben: Der Leser wolle die in den folgenden Gleichungen links stehen- 
den Integrale selbständig berechnen; die Ergebnisse sind rechts zur Kontrolle 
beigefügt. 
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_ *) In Formeln dieser Art sehen wir der Kürze halber gewöhnlich von der 
Hinzufügung einer Integrationskonstanten ab. 
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3. Einführung einer neuen Variablen in ein Integral. Die „Ketten- 
regel“ der Differentialrechnung (I, 127 ff.) führt uns zu einer Methode, durch 
Einführung oder Substitution einer neuen Variablen in ein bereits be- 
rechnetes Integral zur Kenntnis eines neuen Integrals zu gelangen. Es 
sei bekannt, daß das Integral des Differentials p(2)dz gleich f(z) ist: 


0) Joode =f, F'O = gp 
An Stelle von z werde eine neue Variable x eingeführt, welche mit z 
durch die Gleichung: 


(2) z = y(x) 
zusammenhänge. Hierdurch wird f(z) zu einer „zusammengesetzten Funk- 
tion“ von x: FO = FO, 
deren Ableitung in bezug auf y sich nach der Kettenregel so darstellt: 
d f "7 EZ f 
WO _ fw) e) = pa) (a). 
Umgekehrt ist demnach f(2)=f(y(@)) das Integral des Differentials 
pm) y (z)dz: : s 
(8) SW) vejde = fow). 
Aus der als bekannt geltenden Gleichung (1) folgt demnach durch Einfüh- 
rung der mit z durch die Gleichung (2) zusammenhängenden neuen Varia- 
blen x die Gleichung (3), so daß aus dem bekannten Integrale (1) wegen 
der willkürlichen Wahl der Funktion y(x) sofort unendlich viele weitere 
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Integrale folgen. Wie man sieht, geht die Gleichung (3) aus (1) einfach 
dadurch hervor, daß man: 
(4) z = ylz), de= yŅ (æ)dz 
in (1) einträgt. 

Um die Methode an einigen Beispielen zu erläutern, wollen wir für 
(1) der Reihe nach das 1., 2, 3., 5., 13., 14., 15., 16., 17. und 18. Grund- 
integral eintragen und gelangen auf diese Weise zu folgenden zehn An- 
sätzen: 


© Jeev oiz jt, (m+ 1) 
5 p’ (x) dr 

(6) J u (æ) vo In y(x) ? 

(1) Sey (oda = w, 


(8) Sin way (e)de = — cos (pa), 

(9) nj A L =E = are sin (9), (Vw 1), 

ao SEE, are tg v(a) 

C en = In (ve) + VI F væ), 

(12) m En = n (vie) + VEF — I) Bw), 
a Se ehEo (meld, 
u) aa (meil>n 


Tragen wir z.B. in die Formeln (5) bis (8) für y(x) die lineare 
Funktion (ax + b) ein, so ergeben sich die vier Integrale: 


Am (an + "+! dx -F 1 1 an a i 
(fir +» dz = rn 5 rap ax + bi, 


(15) z 
| feas = e f sin ee = — .. cos (ax + b). 


Für die Auswahl y(x) = = liefern die Ansätze (9) bis (12): 


(16) yes” ansa (>); SF» = : 29 ts (2), 
110) var Fiz — =In(x+ Va Eu). Hz Eat Va) 


w.rcin.org.pl 
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Weiter ergeben die Ansätze (9), (11) und (12) für y(x) = - e, 
i f __ 2a M 
Jam- 7 aresın (=); 
è dæ _ tn eVa] 
J: yz Fa? & | z | ý 


Ja de ipl tV 
x 


yat — z? a 


(17) 


Unter 4a, b, c, d irgend vier Zahlen verstanden, die die Bedingung 
ad — be + 0 befriedigen, setzen wir ferner: 


b tr y d— b 
vo-e VO- gpi 


und gewinnen aus den beiden Formeln (5) und (6): 


(az + b)"dx 1 ac +b \m+! 
| Catat? T3 ERN Bee E 


dz -ie Bl In | + |, 
(ax + dest d)  ad—be " |extd 


Leicht beweisbare Spezialfälle der ersten Formel (18) sind: 
= da ac a dæ Ig- 
19 ma T m) ee A HMH sti. 
19) J @+1ya—ı 2 av . ai 
Setzen wir in (6) für y(x) der Reihe nach cos z, sin x, 608 z, Sin x 
ein, so ergeben sich die Integrale: 


(18) 


[Jigs dæ = —In cos zj, [eotg x dz = In jsin z|, 

20) 2 > 
|./&s2 dx = In os z, ‚Sotg x dx = In | Sin «|. 

Durch Addition der beiden ersten Gleiehungen (20) mit Benutzung 

von (1) 8.5 ergibt sich: 


2dx 
en) Sn [a u ige, 


und ebenso folgt durch Subtraktion der dritten Gleichung (20) von der 
vierten: 


z dx y ədæ } 
(22) Smatra.) cimas M | T9 rl- 


Aus (21) ziehen wir noch die weiteren Folgerungen: 


(23) S-n 8} , JE- In |tg (> +5) 


/‚.rcin.org.pl 
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Die erste Gleichung entsteht aus (21), wenn man x’ = 2x einführt und 
hernach den Index bei x’ fortläßt; die zweite Gleichung folgt aus der 
ersten durch die Substitution z = x’ + Be - 

Unter a und b zwei positive Zahlen verstanden, setze man: 


iu p 7 
A 1 
v@=-VYytn wa- ye cost’ 
die Quadratwurzeln sollen hier und in der sich anschließenden Rechnung 


durchweg positiv genommen werden. Die Eintragung der gewählten 
Funktion y(x) in den Ansatz (10) liefert: 


dæ 1 ı/a x 
(24) Jr Fb cos? æ = Vab mo ig (v3 tg 2) 2 
Weiter ziehe man (13) oder (14) heran, je nachdem |y(x) < 1 oder >1 
ist; die Ergebnisse lassen sich in den Ausdruck zusammenfassen: 
fi as E ‚Ya sin æ — yb cos æ | 
J asin? z — b cos? g 2 yab ” | Vassing + yò coss | 


Andere bemerkenswerte Gestalten dieser Gleichungen erhält man durch 
Benutzung der Beziehungen: 


(25) 


2 sin? g = 1 — cos 2g, 2 cos? g = 1 + cos 2x 


und Übergang zu x’ = 2x bei nachheriger Fortlassung des Index. Bei 
Umrechnung der Gleichung (24) benutze man die Abkürzungen a+b=«, 
a—b=Bß, so daß « und 8 irgend zwei der Bedingung «> |ß! genü- 
gende Zahlen sind; es ergibt sich: 


x 


(26) Ss Vans s(V <5 tg a («>|ß|). 


Auf dieselbe Art findet man aus der Gleichung (25): 


VBH asing — VYß— «cos- = 


Verein. + Vu co, 


| 


2 


Die Methode der Substitution einer neuen Variablen kann man 
auch umgekehrt in der Art anwenden, daß man ein zu berechnendes In- 
tegral auf ein bereits bekanntes zurückzuführen sucht. Handelt es sich 
z. B. um das erste Integral (15), so hat man den Ausdruck (ax +- b) als 
neue Variable einzuführen und demnach zu setzen: 


z=ax+b, de=d(ax+b)=ader, de= } de. 


(B > |æ). 


8 
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Das auszurechnende Integral geht hierbei über in das „Potenzintegral“: 


m 1 m Wa 
fer +9 da—1[: ni er 


Indem man im Ergebnis z wieder durch (ax + b) ersetzt, gelangt man 
zur ersten Formel (15) zurück. Ist ferner z. B. das Integral: 

z’dz 

(a +52’) 
zu berechnen, so führe man (a + bz°) als neue Variable u ein und hat 
zu setzen: 
u=atbe, du=d(a+be)—Bbrrds, adz = ;,du. 
Das Integral ergibt auf u umgerechnet: 
2?dz 1 zo E 1 
CESTO 30.) R o 3bu 3bla +b: 

Der Leser wolle die Gleichungen (15)f. auf diesem Wege erneut 
bestätigen. In den folgenden Übungsaufgaben sind die Ergebnisse (wie 
auch späterhin stets geschehen wird) zur Kontrolle beigefügt; auch sind 
die zur Berechnung geeigneten neuen Variablen angegeben. 

Aufgaben: 


1) So+3 24-64 3?)5, (z =5 + 32°). 


3z°dz 1 ap 
5 Img: 107 + 525)’ w=T+52N. 


3) [as sr En g=5+43n2). 

4) f cos (m + nv) dv = a sin (m + no), (t= m + nv). 
dy inf? a: Y 

5) r = arc sin (%) E 5 = 3) . 

"y E 1 z? zA 

8) Sue (S). (=): 


7) re el re 
(=, baw. t= 32+ 2) 


arc tg y 
1+y’ 


9 f pen sin Faa Z (Varo sina)’, 3 (z = arc sin z). 


8) dy =- 5 (arc tg y)?, (ë = arc tg y). 
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10) J e”? t3orte Caw t b)de= = e EON (z = ax? + 2b + o). 
* yay ees - a 
11 -E —— Yar—y? = a? — yĵ. 
er, Fed 


12) J Vaim ir) t= i 4z. 


æ dæ 5 
p Vipo =a Vi Fe), @=1+:. 


Z Z 
14 = = =— je 
) T + cos z 8 = )» (i = 
- dz Z Z \. 
7 J: reaz otela) 5) 
16) J + ße a = x — SH ln!y+ o”. Anleitung: Man setze: 
4 o 


dz 


z= y ` 


2=y+6e”, dz = ôe de= (gs — y)da, dx = 


worauf sich das zu berechnende Integral in die Summe: 


Dron- 
ESTA 2@—y) 


zerlegt. Das letzte Integral rechts ist nach der zweiten Formel (18) zu berechnen. 


17) 17 de= 2 Vat+ e -aln parras, („= Var+ e). 
Verte+a 
18) Ir yı-a my i—2:—hı er) . Anleitung: Man erweitere 


den Ausdruck unter dem Integralzeichen mit Y1 — x, worauf sich das Integral 
in die Differenz zweier bereits bekannter Integrale zerlegen läßt. 


da 1 1/a 'a ) 

19) z Snae F 7 Cose yab arc tg qa Tg a), (+ ne Tg 5 
I dæ 1 .|Yesne = Vseue |, =$ ) 
20 - a = == T ms, 

: i: Sinx — b oe oya $ "|ya Ginz + yb toa!’ og” 


Bemerkung: In den beiden letzten Aufgaben seien a und b zwei positive 
Zahlen; übrigens vgl. man die Gleichungen (24) und (25). 


"An a)” sr m+1 = = 
21 J = rn Uno) s (m +— i, z=1na). 
dz 4 
an ane In (In), (2 = in z). 


www.rcin.org.pl 
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23) Ir nn dr = — Z (arc sin v)”, (w = arc sin v). 
x w 
24 - =a z = arc tg G . z 
l Se (a! + a°) ve- Fa ayate ( a )) 
25) =e -- I (: = are sin (2y) 
(a? an a? ya? — s? \ \a)} 


4. Regel der partiellen Integration. Die „Produktregel“ der Diffe- 
rentialrechnung (I, 121) versieht uns mit einer Formel, welche in vielen 
Fällen die Zurückführung eines zu berechnenden Integrales auf ein schon 
bekanntes ermöglicht. Das Produkt der Funktion (x) und des Inte- 
grales vom Differential y(2)dx werde durch f(x) bezeichnet: 


0) f(a) = y(a) [w(@) de. 
Die Ableitung dieser Funktion ist nach der Produktregel durch: 


f (0) = H@)be) + 9a), Jrla)de 
gegeben; hieraus folgt umgekehrt: 


fo) = | (pa) + 92) Jvla)dz) dz. 
Integriert man die Summe rechts „gliedweise“ und setzt den dadurch 


entstehenden Ausdruck von f(x) gleich dem in (1) gegebenen, so folgt 
nach Transposition eines Gliedes: 


2)  Ipladvia)ds - ya) feadar — (pe) To) ax)az. 

Die durch diese Gleichung gegebene Entwicklung des links stehenden 
Integrales wird als die Regel der „partiellen Integration“ bezeichnet. Die 
Benennung rührt daher, daß zur Berechnung der rechten Seite das Diffe- 
rential p(z)d(e)dx zunächst nur „teilweise“ zu integrieren ist, indem 
erstlich f v(x)dx zu berechnen ist; der berechnete Ausdruck ist dann in 


(2) einzusetzen, womit das erste Glied rechter Hand fertig berechnet ist, 
während im zweiten'Gliede noch das „äußere“ Integral zu bestimmen bleibt. 
Als einfachste Beispiele für die Regel (2) mögen dienen: 


feeda =x feds — (fe da) dr = ze — feds, 
(3) freds = (Ye. 
Jzwszde=wfeosade— [| fcoszds)dz=asing— | sin sdz, 


(4) fe cos £% dg = g sin £ + cost. 
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fin x dg = ln afdz - SE fax) ax -ılhz — fax, 


(5) . Snade=-zinz-2. 
Sereigrar-aretge fa e (= da)da— xarctgxr — an 
(6) [are tg zdz = zare tgs — ș In (1+29. 
+ d ” u ss 1 ss 
J= sin z dæ = arc sin g f dz = (a da )da 
ade 
=zarcsinz — 

yi-a®’ 

(7) Jarc sin z dx = z arc sin z + V1 — 2. 


In manchen Fällen gelangt man erst nach wiederholter Anwendung 
der partiellen Integration zum Ziele. Um z. B. die beiden Integrale: 


(8) f(a) =f cos bz dg, g(x) = fez sin bg dae 
zu berechnen, schreiben wir für f(x) unter Anwendung der Regel (2): 
f(x) =e] cos bx dg — af (e2 feos bg dæ) dz, 
o= pet sin bg — 5 erz sin be da. 

Da das im letzten Gliede stehende Integral gleich g(x) ist, so folgt: 
bfix) +ag(x) = e” sin bg. 

Durch Anwendung der Regel (2) auf das Integral g(x) folgt entsprechend: 
afix) — b g(x) = e°" cos bx. 

Die Auflösung der beiden letzten Gleichungen nach f(x) und g(x) liefert: 


fe cos bg dx = e? a, 
(9) 4 
fe sin bg dg = er en = 
Istn irgend eine positive ganze Zahl, so folgt durch partielle Integration: 
(10) fee da = ne — nfe- edas. 


Wir haben hier ein erstes Beispiel einer „Rekursionsformel“ vor uns, 
welche uns gestattet, von dem links stehenden Integrale auf ein entspre- 
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chend, jedoch einfacher gebautes Integral zurückzugehen, nämlich auf 
dasjenige des Differentials 2°"! e dx. Wenden wir auf dieses Integral die 
Rekursionsformel erneut an, so folgt: 


freds = ent 4 nen — 1)far-teda. 


Entsprechend gelangt man durch »-malige Anwendung der Formel (10) 
zum Integral von edx, das gleich e” ist. Hiernach ist das Integral (10) 
für jeden positiven ganzen Exponenten n berechenbar. 

Ebenso findet man, v in der gleichen Bedeutung gebraucht: 


| fr cos z dx = + x“ sin z — afar- sin sdr, 
(11) e e 


d 
| fa" sin z da = — e” cos g + n/a"! cos gdz, 
. “ 


zwei weitere Rekursionsformeln, welehe uns gestatten, die links stehenden 
Integrale für jeden positiven ganzen Exponenten n zu berechnen. 

Ist m irgend eine, von — 1 verschiedene Zahl, und wird » in der 
bisherigen Bedeutung gebraucht, so folgt mittels der Regel der partiellen 
Integration: 

: giti 
(12) J a” (In 2) de = z Fi (In 2)" — „er 1. 
Die n-malige Anwendung dieser Rekursionsformel führt auf das Potenz- 
integral zurück, so daß auch das Integral (12) für irgend einen positiven 
ganzeahligen Exponenten n berechenbar ist.”) 

Unter f(x) und g(x) die in (8) und (9) angegebenen Funktionen ver- 
standen, folgt durch die Regel (2): 


Í: 2" (In 2)! da. 


Je e*® cos bx dx = z” f(x) — n fæ- f(a) dax 


und also, wenn wir im Integral rechter Hand für f(x) den Ausdruck (9) 
einsetzen: 


(13) d x” e7 cos ba dz 


= æ” fæ) — se) ar ler? cosbrdx — | a" 1 err sin badze. 
In ähnlicher Weise findet man weiter: 
(14) fa er: sin bz dax 


an 


= z”g(x) — FER fe- ter: sin bg dg + aF 3: = gr tee cos brda. 


Durch wiederholte re dieses Paares von Bremen ge- 


”) Für m——1 ist das Be (12) bereits in Aufgabe 21) S. 12 gelöst. 
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lingt es, die in (13) und (14) links stehenden Integrale für jeden positiven 


ganzen Exponenten n zu berechnen. 
Wir notieren ferner die beiden Gleichungen: 


= Zt 1 "yat 
u gy a en es ae See 
JE arc tg x dx mpieg a ar ferne, 


(19) £ xttl 


| s hti 1 f p 
= are sin y dy = ~- art sin z ——— — da 
a” are sing dx mp are T TE en, 


in denen wir unter m irgend eine von — 1 verschiedene ganze Zahl ver- 
stehen wollen. Die rechts stehenden Integrale „algebraischer Differentiale* 
kommen unten zur Behandlung. 

Gewöhnlich behandelt man an dieser Stelle auch das Integral des 
Differentials sin” x cos" sdz, unter m und n irgend zwei ganze Zahlen 
verstanden. Durch Einführung der neuen Variablen z=sin® nimmt 
dieses Integral die Gestalt an: 


(16) R Í sin" x cos" wde = Í z" (Vi — ia’ de. 


Wir gewinnen damit wieder das Integral eines „algebraischen Differen- 
tials“ und könnten uns auf die Entwicklungen im übernächsten Para- 
graphen beziehen, wo diese Integrale allgemein behandelt werden. Um 
jedoch die Art, wie man die fraglichen Integrale der partiellen Integra- 
tion zugänglich macht, wenigstens an einem Beispiele zu erläutern, neh- 
men wir m und v als nicht-negative ganze Zahlen an und wollen » > 2 
voraussetzen. Indem wir cos z dg = d sin x setzen, ergibt die Regel (2): 


“Í cos" -'x sin" d sin & 
= cost'z J sin“ æd sin & Te Í (ia — 1) cos”~? z sin z f sin” æ d sin z) dx, 
woraus sich leicht weiter berechnet: 
(m +1) sin" g cos” zda—=sin"+tix co z+(n—1)j sin” +2 geost-!g da. 
Unter dem letzten Integral spaltet man vom ersten Faktor den Bestand- 
teil sin’z = 1 — cosê x ab und findet, indem man „gliedweise“ integriert: 
(m + 1) sin" eos" x dx 
= sin" tig cos” ig + (n— 1) / sin"x cost rd — (n—1), Í sin”g cos"x.der. 


Das letzte Integral ist wieder das zu berechnende, auf der linken Seite 
der Gleichung stehende Integral. Unter Zusammenfassung beider Glieder 
und Teilung der Gleichung durch den links auftretenden Faktor (m + n) 
folgt die erste der beiden Rekursionsformeln: 
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» nm+1 -Iy 
. sin x cos" 
| IE costs da = + — ——— aE for cost-?grdz, 


m+n m r 
(17) \ 
i sin” le cos“*! mo Pyn = 
sin” g costz dg = -— h Em p sin"”?g COR” dz, 
% m+n m- aJ 


deren zweite durch eine analoge Rechnung gewonnen wird. Die Expo- 
nenten werden hier immer um 2 Einheiten reduziert, so daß man durch 
wiederholte Anwendung auf eines der vier Integrale: 


» :- + - u k i 2 
(dı=z, [sinzde=—eosa, [eos&da=sinz, [sinzeosadx- sin®z 
[2 . . “ 


geführt wird; jedenfalls ist das Integral (16) für irgend zwei nicht-nega- 
tive ganze Zahlen m und n durch wiederholte Anwendung der beiden Re- 
kursionsformeln (17) berechenbar. 

Bemerkenswerte Spezialfälle der Formeln (17) sind: 


f » 
u u, m= i1 5 
Í sin” x dx = — — sin™- lg cosg + —- l sin”-? g dg, 
Y: m m o 


(18) 


1 at 
| fors dt = er — „, in x cos”! g +" 7 cos? -?x de. 


Bereits ohne die partielle er iron kann man die Integrale der 
beiden Differentiale tg” g dx und cotg”" x dx für alle ganzzahligen Expo- 
nenten m berechnen, nämlich mittelst der Rekursionsformeln: 


ir N $ 
Ser: dg S tg"-tz fer da, 


— Í 
coto” eS —— otg- J x m 2, a 
| "i ote" zdz = q tg — f eotg”" "rd, 


(19) 


die man ohne Mühe bestätigen wird. Wir brauchen nur positive ganze 
Zahlen m zuzulassen und haben übrigens in den Gleichungen (19) m> 1 
anzunehmen; für m=1 und m =Q sind die Integrale bereits bekannt. 


Aufgaben: 1) | ze dzr= e (x? — 2x 4-2). 
3) fz dz=e k n” Fna 1 AGR). 
3) Jy’ oos ydy = (y°— 6y)sin y + (3y°— 6) cos y- 
4) fo +sD1nz dx= (5x 442°) ln 2 — 5x — 2x”. 
5) Ste rar = 5 tgv + In jooso. 


6) Srts‘2 42 = u eotg’ æ + cotg r+ z. 


Fricke, Differential- u. Intogralrechnung. II. 2 
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N) Ser zsin'2d2- 50 ein æ cos æ + Leintzcosm. 
y +1 Jona 
3 fy myay= my - ar 


cos (u HV)x __ COs (p—r)e 
uF) un) 


Die Aufgabe ist am leichtesten auf Grund der Formel: 


9) sin ug cos væ de= — - Bemerkung: Es gilt ur. 


2 sin ux cos yg = sin (p+ r) g -+ sin (u — v)z 


zu lösen; man bestätige das Ergebnis, indem man die Aufgabe mittelst zwei- 
maliger partieller Integration löst. 


sin (u —v)æ sine +v)g h 
2(u — v) 2(p + v) 


sin (p — v) sin (p +o) 
11) f oosuzcosva de= E) +- a) 


10) j sin pg sin vg dx = 


> F £i. 
12) f cos? y dy = sin y — — sin? y. 
e 8 


Te 3 3, 1% 
13) : sintz dz = „2 — g n2 coss — y sin? z cos2. 


F 
Li 


i'wdu 
14) er = w tg w + in cos wj. 


15) [i zx) dæ = z (ln m’ — 5 (ln x)*-+ 20 (In 2)? — 60 (In æ)?-- 120 In æ — 120). 
16) f sin (b - In g) dg = er (sin (b -In x) — b cos (b -ln æ), (e=l1n x). 


GA . X : 
17) fo (b-na)dz= Ipo? (cos (b - In æ) -+ b sin (ù - ln m). 


aaro na In u r ayı—ı! wen Sau 


10 € Pr (z =arc sin g). 
5 1 e 1 ri 
ee eat (n=1). 
dx — cos n—? dx 
20) Eee n=1). Anleitung: Man setze: 
es en sin” te ta e Por nr Š 
yes -L = re - T + fosa Z and wende auf das letzte Integral die 
sin” x sin 


partielle Integration an. 


21) da sin © ıRn-—2 da (nt 1) 
cos” x =) cos? lg ' n— 1f cos""?x' 5 “ 


š] Beispiele zur Regel der partiellen Integration 19 


dy Sope y "de sin z 2 
22) peš zm ie(} Alg 23) u u 
Sa, - y 2siny u Tu cosie Boosts Tg ieh 


24) f Sina dx =x" Co r —n ha Tl Gogg de. 


gr a Čo8 b2— b Šin inbe 


25) fe Co8 be de = 


a 
» 1 =LA z ER 
26) J Tg’ x da = — m, + f Tg" a de, (m1). 
27) ["Sotg: z dz = — > Eotg?z + In |Sinz!. 


5. Integration aller rationalen Differentiale. Während in der Dif- 
ferentialrechnung für jede elementare Funktion f(x) eine gleichfalls ele- 
mentare Funktion p(x) angegeben werden konnte, die die Ableitung von 
f(x) war, ist, wie wir weiter unten noch ausführlicher darlegen werden, 
keineswegs jedes Integral f(x) =, [$(z)dz, dessen Differential mit einer 
elementaren Funktion g(x) aufgebaut ist, eine elementare Funktion f(x), 
d. h. eine einfache oder zusammengesetzte Funktion der Art, wie wir sie 
in der Einleitung aus den bereits in der Blementarmathematik vorkom- 
menden Abhängigkeiten aufbauten. Es tritt demnach die wichtige Frage 
auf: Kann man vielleicht der unter dem Integralzeichen stehenden Funk- 
tion g(x) von vornherein ansehen, ob das Integral des Differentials y (x) dx 
eine elementare Funktion ist oder nicht? Wir können diese Frage wenigstens 
insoweit bejahend beantworten, daß wir einige Gattungen von Funktionen 
g(x) anzugeben vermögen, für welche das Integral p(x)dx unter allen 
Umständen eine elementare Funktion ist. 

Um einen ersten hierher gehörigen Satz aufzustellen, wollen wir, 
falls p(x) eine rationale Funktion R(x) von x ist (I, 80), das Differential 
R(z)dx als ein „rationales Differential“ bezeichnen. Es gilt dann der 
wichtige Satz: Das Integral jedes rationalen Differentials ist eine elemen- 
tare Funktion. Entsprechend der Beschränkung unserer bisherigen Ent- 
wieklungen beziehen wir diesen Satz natürlich nur auf rationale Funk- 
tionen mit reellen Koeffizienten, obschon der Satz auch für rationale. 
„komplexe Funktionen“ gültig er 

Die Möglichkeit, ein rationales Differential zu integrieren, Ferubt 
auf der Ze nung der Funktion R(x) in Partialbrüche*). Falls R(x) eine 
„unecht gebrochene“ Funktion ist, hat man sie zunächst nach (3) in I, 82 


+) Es ist dem Leser zu empfehlen, hier zunächst die Entwicklungen in 
I, 77£., insbesondere diejenigen über Partialbruchzerlegung, zu wiederholen, ebenso 
die sich anschließenden Entwicklungen in 1,135 ff. 
3% 
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in die Summe einer ganzen Funktion G(x) und einer „echt gebrochenen“ 
yEunktion zu zerlegen. Da die Integration von G@(x) dx durch die Glei- 

chung (3) S. 6 bereits geleistet ist, so bleibt nur noch die Integration 

des echt gebrochenen Bestandteils übrig. Die echt gebrochene Funktion 

zerlegen wir in ein Aggregat von Partialbrüchen, deren einzelner eine 

der beiden folgenden Gestalten hat: 

A B+ 
@— a” + 

Die hierbei auftretenden Partialnenner werden von der Faktorenzerle- 

gung (9) in I, 85 der im Nenner von R(x) stehenden ganzen Funktion 

geliefert; («—«) ist ein reeller „Linearfaktor“, die reelle Funktion zwei- 

ten Grades (2°+ßx+-y) entspricht einem „Paare konjugiert komplexer 

Wurzeln“ der durch Nullsetzen des Nenners von R(x) entstehenden Glei- 

chung, so daß die Koeffizienten $ und y die Bedingung: 


0) eir E ia 
erfüllen. Endlich ist der Exponent » eine positive gauze Zahl. Da die 


A, B, C konstante Größen sind, so besteht die noch zu leistende Auf- 
gabe in der Berechnung der drei folgenden Integrale: 


9) a akeri e ore 
a) (@— a)" (+ pety)" J @+Pße+n" 
Das erste Integral ist sofort berechnet; denn wir haben: 
dz ~ da 1 
(C 2, hir], Ed ei reger 
Das zweite Integral können wir so entwickeln: 
ads u l Re+ pde Bars ds : 
E 3.) E oJ (+ pe Hy) 
Indem wir uns zur Berechnung des ersten Gliedes rechter Hand der 
Variablen z = x°+ ßx + y bedienen, folgt für n = 1: 


Te s e SS 7 dæ 
O: Seren rer 
"während sich für n >1 ergibt: 


(r>1). 


AR gdo er —1 en dæ 
++ Sm) (wH pety) eJ wpet? 
so daß nur noch das dritte Integral (2) zu berechnen übrig bleibt. 

Wir formen dieses dritte Integral zunächst durch Einführung der 
neuen Variablen: ; 


= 2c+B 
(5) u 5 Fe 


"= yir- 
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um, wobei wegen (1) die im Nenner stehende Wurzel reell ist und posi- 
tiv genommen werden mag. Die neue Gestalt des Integrales ist: 


i dæ 2 \2r-1 P d 
(6) a EC 
2 an 2 n 
Sey er) Jen 
Im niedersten Falle n=1 haben wir rechts das arc tg-Integral. Ist dagegen 
n>1, so führen wir nochmals eine neue Variable z ein, indem wir: 


z=aretgy, y-igz 


. ? dy = 4 22 —2 
setzen; es folgt: i aeaa J cos”? -2e dg, 


so daß wir Anschluß an die zweite Rekursionsformel (18) S. 17 gewinnen. 
Auf y umgerechnet lautet diese Formel: 

> 1 y , 2n—3 f dy 

(7) fer T2n—2 aty" 1 T9n—2 apy i 

Rechts steht im ersten Gliede eine in y und also auch in æ rationale 
Funktion, während sich im zweiten Gliede ein mit dem links stehenden 
gleichgebautes Integral findet, bei dem jedoch der Exponent im Nenner 
um eine Einheit verringert ist. Somit gelangt man durch (a—1)-malige 
Anwendung dieser Rekursionsformel nach Abspaltung >, Anzahl ratio- 
naler Glieder zum are tg-Integral zurück. 

Die Integrale (2) sind also durchweg durch „elementare“ Funktionen 
darstellbar, und wir haben den wichtigen Satz gewonnen: Das Integral jedes 
rationalen Differentials R(x) dx läßt sich als elementare Funktion in der 
Gestalt: 

(8) | Rla)dz = R(2) + 3A ln |«— aj + IA In (a’+ pr +y) 

1 ” 2% + Ë 

+A" arc te( r) 
berechnen. Im Ausdrucke R, (x) haben wir alle im Laufe der Rechnung 
sich einstellenden rationalen Glieder zusammengefaßt; die logarithmischen 
Glieder der ersten Summe rühren von den linearen Partialbrüchen her, 
und die weiteren logarithmischen Glieder und die arc tg-Glieder können 
nur dann auftreten, wenn die durch Nullsetzen des Nenners von R(x) zu 
gewinnende Gleichung Paare komplexer Lösungen besitzt. 

Ein Beispiel, bei dem nur lineare Partialbrüche auftreten werden, ist: 


227 —b2°+ 2? — Ic-+8 e 
22° — 4r — 20 +4 À 


Die unter dem Integralzeichen stehende Funktion R(z) zerlegen wir zu- 
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nächst durch Division des Nenners in den Zähler in die Summe einer 
ganzen Funktion und einer echt gebrochenen Funktion: 


(9) Ob mer 

Wie in I, 82 möge die im Nenner der echt gebrochenen Funktion stehende 
ganze Funktion g(x) heißen und der Zähler mit h(x) bezeichnet werden. 
Um die Faktorenzerlegung der im Nenner stehenden Funktion g(x) zu 
leisten, haben wir nach I, 77 ff. die Gleichung: 


gl£) = 2# — 2 — s +2 =0 


zu lösen; dieselbe hat die drei einfachen Wurzeln « = 1, «= — 1 und 
&, = 2, so daß nach Gleichung (4) in I, 79 die Zerlegung gilt: 
(10) 9a) = 2 — 2° — x + 2 = (21) (£+ 1) (2). 


Wir haben demnach die echt gebrochene Funktion in die Summe dreier 
linearer Partialbrüche von folgender Gestalt zu zerlegen: 


an ha) A, RR 


ga g E vti > 
Für die Berechnung der konstanten Partialzähler haben wir drei 
Wege zur Verfügung. Erstlich können wir nach der allgemeinen Vor- 
schrift von I, 82 verfahren. Wir haben dann die Gleichung (10) in die 
Gestalt zu kleiden: 


gla) = (2-1) (@— 2—2) = (e)p, ge) = -ea 
und finden auf Grund der Gleichung (1) in I, 82: 
_ Ma) _ R) Toi 1 


Ern Oen 


Nach derselben Methode gewinnt man 4, = 2, A,=—3, so daß die Par- 
tialbruchzerlegung der echt gebrochenen Funktion geleistet ist durch: 


z—i 


= 
(12) we — apa = E de 


Ein zweiter Weg, unmittelbar zu diesem Ergebnis zu gelangen, wird 
dureh die Gleichung (7) in 1, 170 eröffnet, nach welcher die fertige Par- 
tialbruchzerlegung im vorliegenden Falle lautet: 


gw) gl) u © ge) s— o | de) e—a? 


a3 @L te), 1 Ma), 1 yhe 
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unter g'(x) die Ableitung von g(x) verstanden. Da in unserem Falle: 
nd. 

ka) ie eig 

ya) 3% —4r—i 
ist, so hat man hier der Reihe nach z = 1, — 1, 2 einzutragen und ge- 
langt so in der Tat zu den angegebenen Werten der Partialzähler zurück. 

Drittens kann man so verfahren, daß man die drei in (11) rechts 

stehenden Brüche wieder addiert: 


4, — A,+4+ A) + A—3A)E+— 2A, +2 A—A,) 
2 —2 v2 — ax 4- 2 


i 


und die Forderung stellt, daß man auf diese Weise zu der in (11) links 
stehenden rationalen Funktion zurückgelangt. Da der Nenner bereits die 
Funktion g(x) ist, so muß die im Zähler stehende Funktion mit h(x) 
identisch sein. Es müssen also die A,, Az, A, so bestimmt werden, daß 
die im Zähler des letzten Bruches stehenden Klammerausdrücke bzw. mit 


den Koeffizienten — 3 ‚- = , 6 von k(x) gleich werden: 
A+ Py eE 
PETE WE - 5, 
—24,+24,-4= 6. 


Wir erhalten also auf diese Weise ein System von drei linearen Glei- 
chungen für die drei zu berechnenden Größen A. Die Auflösung dieser 
Gleichungen führt auf die schon bekannten Werte der A zurück. 
Das Ergebnis der Integration ist endlich: 
Er 
32’ —Art— 20 +4 


de=; 04 3 In|a—1|+21n|c+1|3n|a—2]. 
Als zweites Beispiel diene die Berechnung des Integrales: 


> 22 —Ar’-+1 
Ja Ba’ 9r — 7c-+ 2 dz. 


Die hier unter dem Integralzeichen stehende Funktion R(x) ist bereits 
echt ‚gebrochen. Da die durch Nullsetzen des Nenners entstehende Glei- 
chung die dreifache Wurzel 1 und die einfache Wurzel 2 hat, so gilt 
nach (3) in I, 83 der Ansatz: 

ia) a EA EA + A + A 

9) K-Na—2) K-i "a T 2-1 Taxe 


Um den Zähler des ersten Partislbruches zu berechnen, verfahren wir 
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nach I, 82, verstehen also unter g(x) die Funktion (y— 2) und schrei- 
ben zunächst die identische Gleichung an: 


ad—4n’+1 A AR +i — Ale), 


19) Een Rt ea 
Bestimmen wir nun A der Gleichung (1) in I, 82 entsprechend aus: 
Aw -a 
Sr A 


so muß sich nach den Darlegungen von I, 82 der im letzten Gliede der 
Gleichung (14) stehende Bruch um den Faktor («—1) heben lassen; in 
der Tat ist: 
x — 42° ++ 1 -— 2(&— 2) = (2 —1) (#32 —5), 
so daß der erste Schritt der Partialbruchzerlegung zum Ergebnis führt: 
a — Ar’ +1 2 g?— 3g —5 
w=} ei T eea 
Die Anwendung des gleichen Verfahrens auf das weiter zu zerlegende 
zweite Glied der rechten Seite dieser Gleichung führt auf: 
2?—32—5 7 T? 2 —9 
@-W@-9  (-1) T œhe?) 
Das zweite Glied rechter Hand ist nach einer der im ersten Beispiel 
benutzten Methoden in zwei lineare Partialbrüche zu zerlegen. Unter 
Zusammenfassung der Einzelergebnisse erhalten wir als fertige Zer- 
legung der vorliegenden Funktion: 
2 7 8 7 
wo ra tazita-e 
so daß sich das gesuchte Integral so darstellt: 


£— 4a 1 Te —6b b Ś 
y po A R E Y a Er Y dz = — Gy +8 lInjz—i|— Tlnır—2|. 
Als drittes Beispiel betrachten wir das Integral: 
z+3c+1 z 
aiis pop AR. 


Die quadratische Gleichung z? — 4g + 5 =Q hat die komplexe Lösung 
« = 2 +i, so daß die Partialbruchzerlegung nach der allgemeinen Vor- 
schrift von I, 83ff. zu geschehen hat. Unter Gebrauch der damaligen Be- 
zeichnungen haben wir, da die Funktion g, (x) mit 1 identisch ist, zu setzen: 


h(a) = R2 +i) = (2 + +32 +) +1=D+iE, 
woraus sich D == 9 und E = 14 berechnet. Die Koeffizienten B und C 
des ersten Partialzählers berechnen sich daraufhin aus (6) in I, 84 zu 
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B=14 und C = — 19. Für diese Werte muß demnach die Funktion 

h(2) — (Bx-+0) den Faktor x*— 4x +5 bekommen; in der Tat ist: 
h(x) - (Be + CO)=2?4+ 32 + 1— (142 — 19) = (a —4r+5) (2 +4). 

Wir haben damit folgende, dem allgemeinen Ansatze (8) in I, 84 ent- 

sprechende Partialbruchzerlegung gewonnen: 

+30 41 „12-19 2-4 

mw — 4a 5): (æ — 4a +5) ! Mt —Ant5 


Das Integral des ersten Gliedes rechter Hand ist nach Vorschrift von 
S. 20 weiter so zu entwickeln: 


riss 
(4) 


i4e— 19 g Je TER j x£ 
mats CE = er er 
f 142 —19 


9 d x é 

aa S mt Iir 19 Jrz (y-r—2), 
Das rechts noch verbleibende Integral ist auf re der Formel (7) zu 
reduzieren. Durch entsprechende Behandlung des letzten Gliedes in (15) 
gelangt man zum Schlusse. Unter Zusammenfassung der rationalen Glie- 
der sowie der beiden im Laufe der Rechnung sich einfindenden are tg- 
Glieder ergibt sich: 

DOETE] A 9x — 32 e ; 

@ 425 dz = e Acts B) T3 Lin (2° — 4g 5) + = arctg (@— 2). 


"t— 1 6 
Aufgaben: 1) Ja zzdæ— ln e|+ „inja—7 
‘ [i 
» $ 
dz 1 1 t s—b 
2 = — Inle—-5:— ha — 3i =— — 
en zmie ð zmiz ] zn |- 3 
Su’du 
3 a er aan ln u+1 +8m!u—2 
Beer FE ee 


af TE esist sr 3lnjet1+10l]e42]. 
í 


dy 1 t 2 1 i 3u 
Li 


5) = In iyi — „in inan AER mN 


J 2y—3y° 2 


"ta ati 1 
6 au: a ze 2 224 njæ—t +2881ni2— 7]. 
J ee dz zarte z+ mje + 288 In ;x— 71 
TA i dv 1, |®—5 
t ce an a e . 

e) v”— 8v + 15 2 ly—3 

a r, 2 ; 

8) [ dx = 1 m ax +b— Yb!’— aè Oai. 


Jar +2bcrte ayb’—ac amt+b+Yb—aec| 
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9) m d - Mola are tg ( ToT ): W< ao). 


asp bme  Vae—b' Yac—b’ 
10 Alles 
az oai 


3 x’ — 4z ti $ a 
11) Be: “ze +in, A 


(b?= ae). 


s er ae 1 E 


13) Je! ln EHli- ge —at Dt we EC) 


y3 
14) JEE —- ‚= FH +2 are tgz. 
15) n = 3 jr 5 Fil +a™ TEA v arete (#27) 
s= are te ("N ) 
16) Se elet meet tjai g): 
o See) 


62°—402°41220— 132 
18 2 un ee n =: 
fa Toe ea ETA 3 In (æ x+ 5) — 2 arc tg (x — 2) 
y 


+ 5arctg 7) 


19) at — 21 BER 23 I. areig g= 
J Gaspe” 2(@*— 2+6) 2y5 ( y5 } 
w+ e 186°- 449z — 336 2 T 1 3 
20 = er men 
) f si— 5gp 4 ren re ee 
| gl 
er 


6. Integration einiger algebraischer Difterentiale. In I, 86 wurde 
im Anschluß an die damalige Gleichung (3) der Begriff einer algebraischen 
Funktion y = (x) erklärt; das aus einer solchen Funktion gebildete 
Differential (x) dx heiße ein „algebraisches Differential“. In der allge- 
meinen Theorie der algebraischen Funktionen wird dieser Ansatz insofern 
erweitert, daß sowohl das Argument x als „komplexe Variable“ voraus- 
gesetzt wird, als auch in der die Funktion erklärenden Gleichung (3) in 
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1, 86 ganze Funktionen g(x), 9,(2),- : : mit beliebigen komplexen Koef- 
fizienten zugelassen werden. Die genannte Theorie hat zu dem Ergebnis 
geführt, daß die Integrale der algebraischen Differentiale im allgemeinen 
(d. i. von besonderen Fällen abgesehen) Eigenschaften besitzen, welche 
bei den „elementaren“ Funktionen einer komplexen Variablen*) noch 
nicht vorkommen können. Diese Integrale stellen also nicht mehr elemen- 
tare Funktionen dar; wir nennen sie deshalb „höhere transzendente Funk- 
tionen“ oder sprechen von einem „nicht-elementaren Integrale“. 

Diese Sachlage bleibt auch dann noch bestehen, wenn wir uns im 
Sinne von 1, 86 auf „elementare“ algebraische Funktionen beschränken, 
d. h. auf Funktionen p(z), die aus x und gegebenen Konstanten durch 
eine Kette „algebraischer Rechnungen“, d. h. rationaler Rechnungen und 
Wurzelziehungen, berechenbar sind. Jedoch gibt es in diesem Gebiete 
besondere Fälle, in denen wir zu einem elementaren Integrale geführt 
werden. Jedenfalls ist das Integral des Differentials p(x) dx stets dann 
elementar, wenn es gelingt, durch Einführung einer neuen Variablen z 
vermöge einer Gleichung x = (2) das Differential auf ein in z rationales 
Differential umzurechnen: 


(1) g(x)dz = o(p) y’(z)dz = R(2)de. 
Vier hierher gehörige Fälle sollen ausführlich betrachtet werden. Wir 
beschränken die Untersuchung dabei wieder ausschließlich auf reelle Werte 
der Variablen und Funktionen. 

I. Das Integral habe die Gestalt: 


(2) J Ra, Vas + p)dz, 
d. h. die Funktion unter dem Integralzeichen sei aus x und der n®" Wurzel 
der linearen Funktion (x+ B) durch eine Kette von rationalen Rech- 
nungen berechenbar; n sei ganzzahlig und > 2. 


Der Koeffizient « gilt als von O verschieden, da sonst in (2) das 
Integral eines rationalen Differentials vorliegen würde. Die Funktion 


(«2+ß) hat bei of - einen Nullpunkt; für z >e hat sie das Vor- 


zeichen sgn (œ), für x <e aber — sgn («). Ist n gerade, so ist x auf das- 
jenige Intervall zu beschränken, für welches («x + ß) > 0 ist; dabei werde 
das Vorzeichen der Wurzel beliebig gewählt. Für ungerades v tritt in- 
dessen keine Beschränkung von v ein. 

Die Transformation auf ein rationales Differential gelingt nun durch 
folgende Substitution: 


. #9) Vgl. über die Erweiterung unserer elementaren Funktionen auf solche 
einer komplexen Variablen die Ausführungen am Schlusse des vorliegenden Bande». 
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(3) =) ax + B, an a, de= I #-1de; 
denn wir erhalten; 
(9 Rhe, Var +p)de = R(4 e — £,2). 4 #102. 


Jedes Integral der Gestalt (2) ist somit elementar. 
II. Das Integral habe die Gestalt: 


(5) fr (= ] m=) de, 

d. h. die Funktion unter dem Integralzeichen sei aus x und der n®" Wurzel 
einer gebrochenen linearen Funktion von x durch eine Kette von rationalen 
Rechnungen berechenbar; n sei wieder ganzzahlig und > 2. 

Die vier Koeffizienten «, 6, y, Ô sind nicht völlig willkürlich wähl- 
bar. Zunächst ist einleuchtend, daß « und f (und ebenso y und ô) nicht 
zugleich verschwinden dürfen. Auch « und y dürfen nicht zugleich ver- 
schwinden, da sonst in (5) ein rationales Differential vorliegen würde. 
Wir dürfen aber sogar voraussetzen, daß weder « noch y verschwindet, da, 
wenn einer dieser Koeffizienten gleich O sein würde, offenbar der schon 
erledigte Fall (2) vorläge. Demnach sind: 


a ö 
(6) -2a -je 


zwei endliche Zahlen, die die Nullpunkte des Zählers und Nenners der 
linearen Funktion festlegen, und mit deren Hilfe sich diese Funktion in 
die folgende Gestalt setzen läßt: 

3 ax+ß a«a x —: 

x tet ame 

Zufolge dieser Gleichung muß, damit die lineare Funktion nicht mit der 


Konstanten = identisch ist, die weitere Bedingung erfüllt sein: 


Y @ 


Es sind also «, ß, y, Ò irgend vier endliche Eh, die den Ungleichungen 
«xy + 0, ad — By #0 genügen sollen. 

Im Innern des durch & und &, eingegrenzten Intervalles hat die 
lineare Funktion das Vorzeichen — sgn («y), außerhalb desselben aber 
+ sgn (@y). Ist n eine gerade Zahl, so ist hiernach x auf solche Werte 
zu beschränken, für welche die lineare Funktion positiv ist; das beim Aus- 
ziehen der Wurzel verfügbare Vorzeichen mag beliebig gewählt werden. 
Für ungerades » liegt eine solche Beschränkung der Werte æ nicht vor. 
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Die Umrechnung des Differentials (5) auf rationale Gestalt wird 
geleistet durch die Substitution: 


Y ð" — i= 
Be Vater ae e 


denn wir erhalten: 


l TES FEN ;, eh \ ah n- 
(9) RV et ) dse RE 0) ee hane- 
Jedes Integral der Gestalt (5) ist somit elementar. 
IH. Das Integral habe die Gestalt: 


(10) I Ra, Vaa®+20x+ 0) de, 


d. b. die Funktion unter dem Integralzeichen sei aus x und der Quadrat- 
wurzel einer rationalen ganzen Funktion zweiten Grades von x durch eine 
Kette rationaler Rechnungen berechenbar. 

Der Koeffizient a gilt als von O verschieden, damit nicht der Fall I 
vorliegt. Durch Nullsetzen der ganzen Funktion erhalten wir eine 
quadratische Gleichung, deren Wurzeln £, und e, zunächst als reell vor- 
ausgesetzt werden mögen, was für b?— øc > 0 eintritt. In diesem Falle 
können wir unter Benutzung der Zerlegung a(x— &) (£ — £) der ganzen 
Funktion die Quadratwurzel so schreiben: 


Var? + 2bx + c= (æ — &) A 


æ — £ 


und haben also in (10) für s, = c, (d. h. für b?— ac = 0) ein rationales 
Differential, für & + &, (d. h. für b?’— ac> 0) ein Differential der schon 
erledigten Gestalt (5). 

Wir haben demnach nur noch den Fall b?— ac < 0 zu betrachten. Aus: 


az? + 2b + e= = (ax +b? + (ac—b’)) 


folgt jetzt, da der Ausdruck in der Klammer für alle Werte x größer als O ist: 
sgn (ax? +2bx+c) = sgn (a). 


Damit die Quadratwurzel reell ausfällt, ist somit a > 0 vorauszusetzen; 
æ unterliegt keiner Beschränkung, und das Vorzeichen der Quadratwurzel 
mag beliebig gewählt sein. 

Die Umrechnung des Integrales (10) auf rationale Gestalt geschieht 
im vorliegenden Falle durch Einführung der Variablen: 


(11) z =gVa +Var + 2bx +e, 
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wo rechter Hand das Vorzeichen von Ya heliebig gewählt sei. Aus (11) 
ergibt sich: 

(12) (e—gy a) = az? + 2bx +e, 2—2gvg Va = ?2bs + ce. 
Durch Auflösung der letzten Gleichung nach æ und Differentiation folgt 
weiter: x EEE, 

13 = _ "tt, de= de. 

8 a a, 
Andrerseits ergibt sich aus der ersten Gleichung (12) nach Eintragung 
des inzwischen berechneten Ausdrucks von z in z: 


Va+2be+cYVa 
2(zVa +b) 


(14) VarfFlatıe=" 


Somit folgt für unser Differential: 


en ee z*—e a'ya+2Bsteya\ z’Ya+2bz+eYa qy, 
Ria,yax'+2bxr+e)da Ryan 2@yarı) ) aayat am 


dasselbe ist also in z in der Tat rational geworden, so daß auch die Inte- 
grale (10) in allen für uns in Betracht kommenden Fällen als elementar 
erkannt sind. 

IV. Das Integral habe endlich die Gestalt: 


(15) [Ríe Vax +ê, Vr® "u ö) dx, 


d. h. die Funktion unter dem Integralzeichen sei aus x und den Quadrat- 
wurzeln zweier linearer ganzer Funktionen von x durch eine Kelle ratio- 
naler Rechnungen berechenbar. 

Die Koeffizienten « und y haben als von O verschieden zu gelten. 
Wir schreiben dann, e, und & wieder im Sinne von (6) gebraucht: 


(16)  YVart+B=Veala—a),  Vre+ò=Vp(s— 8). 

Damit wir nicht auf den Fall I zurückkommen, haben wir die beiden 
Nullpunkte s, und z, der linearen Funktionen als voneinander verschieden 
vorauszusetzen und nehmen etwa an, daß s< £ sei. Je nach den Vor- 
zeichen von « und y ist alsdann z, wie man leicht feststellt, in folgender 
Art zu beschränken: 


ee Bel, il 
u <R< e, mfg >> 0 0, 
ze Ne NM, rl. 
Die Annahme «< 0, 7>0 ist auszuschließen, da dann für keinen Wert x 


beide Wurzeln zugleich reell ausfallen. Die Vorzeichen der Wurzeln 
mögen beliebig gewählt sein. 
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Man führt nun die neue Variable z = Vax + ß ein und findet: 


z=Vas+ß, = a Par de= = dz, Vye+ò =y” g+ man 
so daß sich das Integral (15) auf die Gestalt: 


J Ele VarFb, Vrat) az= [Ri 2- £, a, 2a) 2 saa, 


und damit auf ein Integral der Gattung (10) umrechnet. Also haben wir 
auch das Integral (15) in allen für uns in Betracht kommenden Fällen als 
elementar erkannt. 


7. Zweite Integrationsmethode von Differentialen mit der Quadrat- 
wurzel einer ganzen Funktion zweiten Grades. Eine zweite Methode, 
ein Integral: 


(1) J R (x, Vas?+ 2bx + c)dx 


zu berechnen, behält die Quadratwurzel bei und sucht durch Zerlegung 
und E icderhölle Einführung neuer Variablen zum Ziele zu kommen. 
Wir schreiben zur Abkürzung: 


(2) w =V Var + 2br +c 

und denken R(z, w) in der normalen Gestalt des Quotienten zweier ganzer 
rationaler Funktionen von æ und w dargestellt (vgl. I, 95). Da zufolge (2) 
jede gerade Potenz von w in æ eine ganze rationale Funktion ist, jede 
ungerade Potenz von w aber das Produkt von w und einer ganzen ratio- 


nalen Funktion von x darstellt, so können wir R(x, w) in folgende Ge- 


stalt setzen: 
Ra, w) to gla) +w g2) 


OHV HR)? 

wo die y ganze rationale Funktionen von x sind. Erweitern wir den 
rechter Hand stehenden Bruch mit (g, — wg,), so folgt: 

Ja — W°, 9: Ww — gun 1 

Rz, w) T en) Sr o= eo ee 

wo in beiden Klammern rechter Hand rationale Funktionen R, (x) und 
R(x) stehen. Auf diese Weise ist das Integral (1) dargestellt als Summe 
von zwei Integralen : 


fra, w) dx -f| Ræ dg TECE , 


von denen das erste Integral eines rationalen Differentials hier als erledigt 
2u gelten hat, während das zweite der weiteren Entwicklung zu unter- 
werfen ist. 
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Man zerlegt jetzt R,(x) in Partialbrüche und stellt auf diese Weise 
das noch zu bereehnende Integral als ein Aggregat von Integralen der 
drei Typen dar: 


L ae ji [ ds IH {| (Be+C)da | 


(2 — gj” w? “ J (+ Pc + yw)? 
in I ist » eine nicht-negative ganze Zahl, in Il und III eine positive ganze 
Zahl, die Koeffizienten $ und y befriedigen die Bedingung: 
(3) 4 >PR 

Indem wir die Behandlung des Typus I hinausschieben, reduzieren 
wir zunächst den Typus II auf I. Dies gelingt leicht durch die Substitution: 

1 Ca di >. dz 

ee, Be tree N ee et 


(4) 


[ó =la + 2ba + 0)? + 2 (ax +b)z + a = w. 
Das Integral II geht hierbei in der Tat in die Gestalt: 


deut e Fa as 
G= a) w, 


über, welche dem Typus I angehört. 
Auch der Typus III ist auf I reduzierbar, freilich durch eine weit 
umständlichere Rechnung. Wir üben zunächst die Substitution aus: 


’ rA , E ui 
(5) #+£=s Vr-£, dad Yy" 
und gelangen auf diese Weise zu einem Integrale der Gestalt: 
ay i (B'r 4+ 0)da 
s) SerHrVesrwere 


das wiederum den Typus Ill, aber mit der Vereinfachung 8 = 0, y = 1 
besitzt. 

Ist 5-0, so führen wir zu weiterer Vereinfachung die Substitution: 

p g—E e!-1 

Gi en r741) 
aus, wobei wir uns die Auswahl von e vorbehalten. Man berechnet leicht, 
indem man der Kürze halber die oberen Indizes der Koeffizienten B’, C’, 
a,b, č fortläßt: 


de = (1483) ne 4i, (+1) 


| (BEE On H y G 
(8) ez+1 spi ? 


| w(se+1)=V (a+ 2he +c2°)2?—2((a—GEc+HEe?—1)b)z-Hae—2be+c)=w,. 


Bz 4+0= 
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Abgesehen von dem vortretenden konstanten Faktor (1+82)!-” nimmt 
das Integral (6) die neue Gestalt an: 


ro (Bis+ 0) les H1 
(9) GESTEN 


Die Auswahl von e treffen wir so, daß: 


de. 


a—c a — c\2 
(a— c)s +b(—1)=0 und also e=-— ler 


wird, wobei wir von den beiden zur Verfügung stehenden reellen Werten 
& einen beliebig wählen. Der Erfolg ist, daß im Radikanden von w, das 
lineare Glied ausfällt: 


(10) w, =V42+ B. 
Die im Zähler von (9) stehende ganze Funktion (2n—1}™® Grades 


schreiben wir unter Sonderung der geraden und ungeraden Potenzen von 
z in die Gestalt um: 


(Bie + C) (e2 +1)? = g, (2°) + 22). 

Wir haben dann in g, und g, zwei ganze Funktionen (n — 1)’ Grades 
von 2°, die wir unter Benutzung der Taylorschen Formel (I, 172 ff.) auch 
nach Potenzen von (2?+1) anordnen können: 

ne) = at U de u DEE EEE a 

9(2°) = ba + b, (e’+ 1) m Be + le ir 
Tragen wir diese Ausdrücke in (9) ein, so spaltet sich das Integral (9) in 
ein Aggregat von Integralen der beiden Gestalten: 

"de ed ah 

S (@’+1)% VAz®£B’ (@+ 12%. YAz+B’ 
wo n die bisherige Bedeutung hat oder eine kleinere ganze Zahl ist. 


Beide Integrale (11) sind jetzt durch je eine weitere Substitution 
auf den Typus I reduzierbar. Für das erste Integral setzen wir: 


an) 


nt anni de= we 
und finden: 
(13) I Ca E 2 ae 7 
ee A+ B V(4—B) v+ B 
Beim zweiten Integral bedienen wir uns der Substitution: 
(14) A = : P= Z —1, zdz = — n 


Fricke, Differential- u. Integralrechnung. II. 3 
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und gewinnen: 


(15) 2dz AR EuT du 1 du 
BR Jess VE VB-A),u’+ Au en 


Das letzte Integral hat unmittelbar den Typus I, aus (13) aber gewinnen wir 
nach Entwicklung des Zählers ein Aggregat von Integralen des Typus I.*) 

Es bleibt demnach jetzt nur noch die weitere Behandlung des Inte- 
grales I. Dieselbe gründet sich auf eine „Rekursionsformel“, welche man 
am kürzesten durch Differentiation des Produktes 2""!.« gewinnt, w in 
der Bedeutung (2) gebraucht. Es ergibt sich nach einer einfachen Rech- 
nung: 


dia" tw) a” IR ai ge? 
a na +@n—1)b m -+ (n— Ne T 
Durch Integration und Auflösung nach dem ersten rechts auftretenden 


Integrale folgt: 


de NAE Sn—d eW da age. a r 
y = — L” 1w SNN . —_ : = “ 
HR na n BT n u), w 


Mittelst dieser Rekursionsformel führen wir jedes Integral des Typus I auf 
die beiden schließlich noch zu berechnenden Integrale zurück: 


17 zdz dr de Ze T s 
ciki S nJ yep? J: J Vast zoz+e 


Für das erste dieser Integrale folgt leicht: 


(18) J=- i P b dx 
so daß letzten Endes nur noch das zweite Integral (18) zu berechnen 
bleibt; dasselbe wird sich unter den gleich zu betrachtenden Beispielen 
vorfinden. 


w a a) i e 


8. Beispiele und Aufgaben zur Integration algebraischer Differen- 
tiale. Zur Berechnung des eben noch übrig gebliebenen Integrals setzt 
man für a >Q: 


(1) f m Mar e TEE 
(t) er : e —s 
Var? + 2br+e Va , by? /ac— b* 
AVE 4 a) + ( at } 


+) Übrigens kommt man für B= A in beiden Fällen einfach auf Potenz- 
integrale zurück. Das zweite Integral (11) läßt sich auch durch die Substitution 
u = z? auf ein Integral der in § 6 unter I behandelten Art zuräckführen. 
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und gelangt vermittelst der Substitution z + > = g, dx = dz zum dritten 
oder vierten Integrale a S. 8 zurück: 


STE" 


Bei Wiedereinführung von x folgt: 

e4 et ("5 )- (aa +b+ yayar + 20240). 
Für das Integral (1) ergibt sich dadurch bei Fortlassung des konstanten 
Gliedes — Z In a®): 


+ Ya+ (5) - 


G £ 1 E M a | 
= 1 2 | 
O) Nena ya ar +b + Va Var + a + el, (a>0). 


Für a < 0 haben wir b? — ac > 0 vorauszusetzen (S. 29); wir schrei- 
ben dann: P da 1 Ar 


(3) e a a ya V=- Te 


+ 


a 


wo alle drei Quadratwurzeln mit positivem Vorzeichen genommen sein 
mögen, und erreichen durch die soeben angewandte Substitution das 
erste Integral (16) S. 8: 


J dz wA 2 N 
Teer) 
va vr) 

Rechts sei der Hauptwert der are sin-Funktion genommen, und die im 
Nenner des Argumentes stehende Wurzel ist mit dem positiven Vorzeichen 


zu versehen. Man hat also, wenn auch Yb?— ac positiv genommen wird, 
wegen a < Q: 


y — ac yb — ac 


a? —a 


zu setzen und findet bei Wr o von g: 


= ax +b 
(4) I 0. ee arc sin (y Ta an (a <0). 


Bedienen wir uns wieder der Abkürzung pa F-2bx + c = w, so ist 


Sea [VF iena [rn fir ea, 


*) Alle unsere Integrale sind nur bis auf die additive „Integrationskonstante“ 
bestimmt (s. 8.4). 


3t 
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wie man durch Erweiterung mit w unter dem Integralzeichen leicht findet. 
Durch Heranziehung der Formeln (16) und (18) 5.34 kann man das 
erste und zweite Integral rechter Hand auf das dritte zurückführen; man 
gelangt auf diese Weise nach kurzer Rechnung zu: 

Qi 2 a> 
fvir=; srwth w" =“ r, 


Das letzte rechts noch verbleibende Integral bestimmt sich nach (2) 
bzw. (4). Es ergibt sich schließlich für a > 0: 


(5) Svar + 2bz + c dz 
= GEH De ai = ee n ļaz+ b+ yayar + 2bx+ce], 
aya 
woran sich für a < 0, b? — ac > 0 anschließt: 
k ee (ax +b)Vax®+2bx+e, b’—ac . f ac+b 
6 2 ; 7 x ae ; |. 
( y) Vazr?+2br+cedz = ein) 
In dem Integral: e Zr 
0) o 
@’+1)yA@’+B 


sei die Quadratwurzel als reell und positiv vorausgesetzt. Ein besonders 
einfacher Weg zur Berechnung dieses Integrals beruht auf der Substitution: 


8) VAr’tBean, -AB 41-5 
{ : z — A 


Durch Differentiation der zweiten Gleichung folgt nach Forthebung von 2x 
(2 — A)dx + zz de = 0 


und also durch Benutzung der ersten Gleichung (8): 


ar e N 
yA4xr?+ B Zu A 


Das Integral (7) rechnet sich daraufhin in z auf das Integral eines ratio- 
nalen Differentials um: 


(S dz ME. u: 
J @ + VAs + B Een 
Nach früheren Entwicklungen ist das rechts stehende Integral gleich: 


1 1 IZB) 
— — arc tg (—---) oder ——— l 12 VA-B 
vB—A en, 2yA—B Matyi 3 
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je nachdem B — A >O oder < 0 ist*). Wir gelangen also zu dem Er- 
gebnis: 
2 TE PE arc tg In) B>A, 


o f Er -A er. f 


VAx®+B+zyA—B 


TE B 
1— 3z 


z 
Aufgaben: 1 = g= —-— ŝarct æ — 1 
uig ) Tr 3 xzys—1ı gv J 
3) en 
2? 


8,7 

d = 3 = = =. 

3 (FE 5 YotayarsVa+sVatemlı-Vel. 
A Ve We 


Bemerkung: Unter dem Integralzeichen steht eine rationale Funktion von 


ya: — 3 
=. Vaa =S t are tg (1 vs )- 


0, i 
Væ, so daß die Substitution x == z° ein in z rationales Differential ergibt. 


4) 5 ee =3Wy rı-sYyHri+rsnli+fy+il. 
Vr+i4+Wy+1) 


ydy 
ý NT 
- (Vaa) We) +2 (Yyrı) — Yy+1)+- Wen)’ 3 Vy) 


1 a 1 E 
6) [varza yr? — s’ +- r? arc sin (>) . 
=, 2 2 


1) PATEE syp a+ > aln|e+ ya Fal: 
æ dæ i nn b f dx 


8) f Var? -4 2bx + c— — en, 
yasi 2bæ}e a a J) Vax? + 2b +e 


9) J- Vax’ Fabs Fede= + (Vaz Fra SVF a 


10) ed = arc sin il) . 
J Vier z en 
a „da= —ayirz—a°+ (ar + b) arcsin (“7 EN 
V?rz—. j / 
12) a (#4 37) Yarz— 2° + 3r? are sin (* = 
Verso r 


» Der Fall B = A führt auf das in Aufgabe 24) S. 13 gelöste een (für 
a = 1) zurück, 
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+, +W Fr Hi 

EN en = mfy Vs Fy Fil. 

D | a E E tr]. 
V+y+i 3 x 


m e #220 - 
15) [Vra : @—r)Yarz—2+gr "are sin (* = ): 


16) EU martin Du, u >> sresin (+2), 
Vi —4v— 5v y5 a 


Fad a n E 
17) en A ER 
æy2x? 6x +1 
18) Ze Ae = t arc sin er) s 
gyep te—3 y3 \ eyi 
* z6dz ETE 5 
19) re (z -} P” +32) + garen. 
a m oi, en d3 3 5 
20 a (z — $e) + mla 4y1 +e ji 


AP l le E — g? 
(æ F er E b ya?+b? Po \eVar 4o? 
a f MERON O E 
I er MER e rd: lepa" a ae 
Bemerkung: In Aufgabe 21) und 22) führt die Substitution æ =bz zum 
Integral (9). 


dx E 
23 = 2 — | = 
A een En Tea ii 
24) CE CH nn > Se a 


VeVi—x 


9. Notizen über nicht-elementare Integrale. Unter den algebraischen 
Differentialen, welche „nicht-elementare“ Integrale liefern, haben die ein- 
fachste Bauart die Differentiale R(x, Vg) dx, wo g(x) eine ganze ratio- 
nale Funktion dritten oder vierten Grades von x ist und das Symbol R im 
bisherigen Sinne gebraucht ist”). Zu einem Integrale dieser Gestalt: 


(1) SE Von) dx 


*) Der Vollständigkeit halber möge bemerkt werden, daß sich auch solche 
Differentiale noch „in vereinzelten Fällen“ durch Einführung geeigneter neuer 
Variablen in rationale Differentiale transformieren lassen. 
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werden wir unten bei der Ausmessung der Bogenlänge („Rektifikation“) 
der Ellipse geführt werden; auch die Ausmessung der Bogenlänge ande- 
rer elementarer Kurven, so der Hyperbel, der Lemniskate, der verkürzten 
und verlängerten Zykloide usw., führt auf Integrale der Gestalt (1), und 
man gelangt darüber hinaus bei der Behandlung vieler Aufgaben der 
Mechanik zu solchen Integralen. Wir werden hierauf bei Gelegenheit 
zurückkommen. Der Beziehung zur Rektifikation der Ellipse verdanken 
die fraglichen Integrale ihren Namen „elliptische Integrale“; ihre viel- 
seitig entwickelte Theorie ist in zahlreichen besonderen Lehrbüchern 
behandelt. 

Die bekanntesten nicht-elementaren Integrale, die elementaren „trau- 
szendenten Differentialen“ entsprechen, sind die folgenden vier: 


(2) De Sa, Seis, fotas 
x gz x 


Das erste dieser Integrale kann man durch die Substitution z = e” auch 
in die Gestalt überführen: x 


(8) J € da =) ur 

Unter den vier „höheren transzendenten Funktionen“, welche durch die 
Integrale (2) erklärt werden, sind es namentlich die erste und die vierte, 
welche wichtige Anwendungen gefunden haben, jene innerhalb der Zahlen- 
theorie, diese innerhalb der Wahrscheinlichkeitsrechnung; wir kommen 
auf diese Funktionen unten nochmals zurück. 

Der Beweis, daß die vier Funktionen (2) „höhere transzendente Funk- 
tionen“ sind*), ist im Jahre 1833 dureh Liouville geführt**). Ein nähe- 
res Eingehen hierauf verbietet sich wegen der Umständlichkeit des frag- 
lichen Beweisverfahrens. Demgegenüber ist es sehr leicht, Potenzreihen für 


die vier nicht-elementaren Funktionen (2) anzugeben; wir gewinnen für 
die zweite und vierte Funktion: 


“ang s T am u 
(4) J a aa Pas T N ST, 


ee x? > æl x? 
d f®=: omae ea ae. 


*) Über den Begriff der „elementaren transzendenten Funktion“ vgl. man 
I, 87ff. Die Aussage des Textes bedeutet, daß es unmöglich ist, z. B. die erste 
Funktion (2) aus æ durch eine endliche Anzahl von Schritten zu berechnen, deren 
einzelner eine rationale Rechnung oder eine Wurzelziehung oder die Berechnung 
einer elementaren transzendenten Funktion ist. 
. =) 5. dessen Abhandlung „Mémoire sur l'intégration d'une classe de fonc- 
tions transcendantes“ Journ. für Math. Bd. 13 (1835). 
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während wir an Stelle der ersten und dritten Funktion die mit ihnen 

nahe verwandten treten lassen: 
s eE Ti g? x? x* x’ 

(6) | re me er oz er 


1 — cosg TA Ta gË x 

m) S u N ee er 

Die hier rechter Hand stehenden Reihen sind alle „unbeschränkt konver- 
gent“ (I, 221), wie man leicht auf Grund der Entwicklungen von I, 176. 
feststellt. Sie stellen also in jedem endlichen Intervalle eindeutige, ste- 
tige und differenzierbare Funktionen dar; und zwar wird nach I, 228 
in jedem Falle die Ableitung gewonnen, indem man die Reihe „glied- 
weise“ nach x differenziert. Hierbei ergeben sich dann eben in allen vier 
Fällen die bekannten Reihenentwicklungen der linker Hand unter dem 
Integralzeichen stehenden Funktionen, woraus die Richtigkeit der Dar- 
stellungen (4)ff. ersichtlich wird. Soweit die Reihen (4)ff. „gut“ konver- 
gieren, was jedenf@lis für absolut ausreichend kleine Werte von x zu- 


trifft, sind diese Reihen auch für „numerische Berechnungen“ unserer 
vier höheren transzendenten Funktionen brauchbar. 


10. Graphische und mechanische Integration. Fig. 1 erläutert eine 
Methode, ein Integral: z 
0) fæ) = | p(a) de 
angenähert auf graphischem Wege zu gewinnen. Wir nehmen an, daß 
die Variable x auf ein der Zeichnung auf dem Reißbrett zugängliches 
Intervall beschränkt sei, und daß auch die Funktionswerte p(x) sich 
innerhalb eines Intervalles bewegen, so daß die Zeichnung der Kurve der 
Funktion p(z) auf dem Reißbrett möglich ist.**) Wir wollen diese Kurve, 


*) Auf die Funktionen (4) und (5), deren erste „Integralsinus‘ Si (x) heißt, 
während die zweite, abgesehen von einem konstanten Faktor das „Gaußsche Fehler- 
integral“ ist, kommen wir in $ 8 des dritten Kapitels zurück. Führt man in (6) 
eine neue Variable z durch die Substitution æ = ln z ein, so folgt: 


7 x b 
[Ep u f deine fl am) 
~ £ æ lnz 


die im ersten Gliede rechter Hand stehende Funktion heißt „Integrallogarithmus“ 
und wird durch li(z) bezeichnet. Endlich steht die Funktion (7) in naher Be- 
ziehung zum „Integralkosinus“ Ci (æ). 

**, Diese Voraussetzungen hängen natürlich wesentlich von der Wahl der 
Längeneinheit ab. Übrigens mag man dabei, falls es für die Zeichnung zweck- 
mäßig erscheint, für die Ordinaten eine andere Einheit benutzen wie für die 
Abszissen. Das läuft für die Rechnung offenbar darauf hinaus, daß man in (1) 
die Funktion g(x) durch ugp(x) ersetzt, wo u ein geeignet gewählter konstanter 
Faktor ist; an Stelle von f(x) tritt dann einfach auch uf(@). 
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insofern sie vom gegebenen Differential p(x) dx herrührt, als „Differen- 
tialkurve“ bezeichnen; die Kurve der gesuchten Funktion f(z) heiße ent- 
sprechend „Integralkurve“. In der Figur tragen diese beiden Kurven dem- 
nach die Be- 
zeichnungen 
D und J. 

Daessich 
in (1) um ein 
unbestimmies 
Integral han- 
delt, so ist die 
Funktion f(x) 
nurerst bisauf 
eine willkür- 
lich wählbare 
additive Kon- 

stante be- 

stimmt. Es ist 
demnach er- 
laubt, etwa für 
den Punkt Q 
der x-Achse(®. 
Fig. 1*)), den 
wir nahe dem 
linken End- 
punkte der ge- 
zeichneten Ditferentialkurve.D wählen, die Ordinate P Q der Integralkurve J 
willkürlich zu bestimmen. Durch die Auswahl dieser Ordinate PQ ist 
dann aber über die Integrationskonstante verfügt, so daß die durch den 
Punkt P hindurchlaufende Integralkurve J eindeutig bestimmt ist. 

Es sei nun g die Abszisse des Punktes Q, und es sei x, > x, jedoch 
von x nur sehr wenig verschieden; dem Argumente x, entspreche der 
Punkt P, der Integralkurve. Aus der Gleichung (1) in I, 102 und dem 
Mittelwertsatze (9) in 1, 135 folgt: 


4 
sii 
pet 
1 
1 
1 
47T 
t 
t 
+ 
+ 
reei 
1 
[i 
i 
t 
{i 
i 
i 


Bi 


RIES ZH3n Se ass nearindin 


Fig. 1. 


(2) igp- Of e+ mt), (0<8<1), 


£ — £ 


wo ß der Winkel zwischen der nach rechts gerichteten Sehne PP, der 
Kurve J und der positiven x-Achse ist. Als Näherungswert der rechten 


*) Zum richtigen Verständnis der Figur sei bemerkt, daß Q der Fußpunkt 
der Ordinate des Punktes P der Integralkurve J sein soll. 
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Seite der Gleichung (2) wählen wir nun denjenigen für è = rn und da- 
mit die Ordinate p(x,) der Differentialkurve D für den in der Figur mit 


Q, bezeichneten Mittelpunkt x, = < = a 


Intervalles. Diese Annäherung des Wertes p(x,) an den Wert tg ß wird, 
die Stetigkeit der Funktion g(x) vorausgesetzt, im allgemeinen um so 
besser sein, je weniger x, von x abweicht. 

Die Konstruktion des Winkels 8 und damit der Richtung der Sehne 
PP, ist bei diesem Näherungsverfahren dann einfach da- 
durch zu bewerkstelligen, daß man den zu x, gehörigen 
Punkt P, der Kurve D mit dem auf der x-Achse ge- 
legenen Punkte R der Abszisse (x,— 1) verbindet”). 

Zu RP, ist also von P aus’ die Parallele PP, F- 


des durch x und z, eingegrenzten 


bis zum Punkte P, der Abszisse x, zu ziehen, f 
womit dann eben die Sehne P P, der Integral- N A y 
kurve J gewonnen ist. Die Figur erläutert i 4 
näher, wie dureh Fortsetzung dieses Ver- fer Lo: 
fahrens eine Sehnenkette der Integral- i 
kurve J zu konstruieren ist. Be- 
reits diese gebrochene Linie gibt 
ein Näherungsbild vom Ver- d 
laufe der Kurve J, so daß } 
wir es unterlassen haben, 
einestetig gekrümm- fii 
te Kurve durch die At 
Ecken der ge- fii 
brochenen F: i 
Linie hin- 4 
durchzu- 


art 


Fig. 3. 


*) In Fig. ı ist als Einheit 1 cm gewählt. 

**) Man veranschauliche sich, daß die Kurve J Extremwerte f(x) an den bei- 
den Stellen liefert, wo D die x-Achse schneidet, und daß ein Wendepunkt der 
Kurve J dem höchsten Punkte der Kurve D entspricht. 
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Nach diesem Verfahren ist in Fig. 2 die Integralkurve des Differen- 
tials 22dx, in Fig. 3 diejenige des Differentials V1 — z? dx gezeichnet. 
Als Längeneinheit (gemeinsam für x und y) ist beide Male 5 cm gewählt. 
Beide Zeichnungen beziehen sich auf das Intervall 0 < æ < 1; für z = 0 
ist als Funktionswert f(x) jedesmal O gewählt. Im ersten Falle gelangen 
wir einfach zur Parabel *): A 

y= Rai 


Im zweiten Falle handelt es sich um die transzendente Kurve der Gleichung: 


y= yı = #ds = ayi- t + = arc sin ®. 


Im übrigen sind die Figuren für sich verständlich. **) 


Fig. 3. 


} *) Hier gilt für den in (2) gemeinten echten Bruch & stets $—=4, so daß 
in Fig. 2 eine genaue Konstruktion der Sehnen der Parabel vorliegt. 


”) Für g= 1 ist y= 7 = 0,785...; die Zeichnung liefert etwa 0,778. 
2 140, g 
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Wie schon bemerkt wurde, liefert die Sehnenkette ein um so ge- 
naueres Bild der Integralkurve J, je kleiner wir die Intervalle wählen, 
die der Konstruktion der einzelnen Sehne zugrunde gelegt werden. Die 

Integralkurve J wür- 
den wir demnach ge- 
nau erhalten, wenn 
die Intervalle sämt- 
lich verschwindend 
klein werden. Hier- 
bei gelangen wir zu 
folgendem,durch Fig. 
4 näher erläuterten 
" Bilde: Wir denken 
den Punkt P der Ko- 
ordinaten x,y etwa 
im Sinne wachsen- 
der z die Differential- 
kurve D stetig durch- 
laufend. Dem Punkte 
P entspreche der 
Punkt P, der Inte- 
gralkurvemitdenKo- 
ordinaten &,Yı; Pi 
hat dieselbe Abszisse 
wie P (d. h. es ist 
Fig 4 x, =?) und wird also 
die Integralkurve J 
im Sinne wachsender x beschreiben. Dabei bewegt sich der Punkt P, in 
jedem Augenblicke parallel zur Geraden RP, die wir (wie schon in 
Fig. 1 geschah und in Fig. 4 an drei Stellen ausgeführt wurde) als 
Hypotenuse des rechtwinkligen Dreiecks PQR der Katheten PQ = |y | 
und QR = 1 zeichnen. Wir sind demnach zu dem Ergebnis gelangt: 
Der Punkt P, beschreibt die Integralkurve J, wenn: 

1) seine Abszisse x, stets gleich der Abszisse x von P ist, und wenn 

2) die Bewegungsrichtung von P, in jedem Augenblicke parallel zur 
Hypotenuse RP des genannten Dreiecks ist. 

Der „Integraph“ von Abdank-Abakanowicz liefert einen die 
Punkte P und P, verbindenden Mechanismus, der bei Bewegung von P 
über die Kurve D den Punkt P, den beiden eben genannten Bedingun- 
gen entsprechend mitbewegt, so daß also P, die Integralkurve J von D 
beschreibt. Die schematische Figur 5 erläutert das Prinzip des Appa- 


16] Mechanische Integration 45 


rates, Fig. 6 (S. 46) stellt die von Coradi (Zürich) ausgeführte Kon- 
struktion (älteren: Stiles) dar.. 

Gegenüber Fig. 4 liegt hier der einzige Unterschied vor, daß die 
beiden Kurven D und J auf zwei verschiedene Koordinatensysteme mit 
parallelen Achsen bezogen sind. Ein 
in Richtung der x-Achse (der durch 
die Punkte R und Q laufenden Ge- 
raden der Figur 5) fahrbares recht- 
eckiges Rahmengestell trägt zwei längs 
seiner großen Seiten verschiebbare 
Wagen W und W’; die vier 
kleinen Kreise des einzelnen _ 
Wagens denke man als vier en 
kleine Rädchen, welche in 
Nuten längs der Seiten des „Ü) 


Rahmens eingelassen sind. Be 


W trägt bei P eine Hülse, 
in welche der Schreibstift 
derDifferentialkurve eingesteckt wird, 
W” bei P, eine solche für den Schreib- 
stift der Integralkurve J. Der Ab- 
stand dery-Achsen der beiden Koordi- 
natensysteme für D und J ist also 
gleich dem in Richtung der x-Achse 
(Linie R Q) geschätzten Abstande der 
beiden Hülsenmitten. Es ıst klar, 
daß bei jeder Bewegung des Appa- 
rates P und P, in ihren Koordinaten- Fig. 5. 
systemen beständig gleiche Abszissen 
behalten, so daß der Bewegungsbedingung 1) des Punktes P, genügt ist. 
Die Lage der zur x-Achse parallelen x,-Achse wird nicht weiter fixiert, 
was zur Folge hat, daß die Integrationskonstante unbestimmt bleibt. 

Die Forderung 2) erfüllen die übrigen Bestandteile des Apparates. 
Um einen in der Mitte des Wagens W. angebrachten Zapfen ist eine 
Schiene drehbar, welche mittelst eines Schlitzes auf einen etwa in der 
Mitte des Rahmengestells angebrachten Zapfen verschiebbar aufgesetzt 
ist. Der in Richtung der x-Achse geschätzte Abstand der beiden Zapfen 
ist die Längeneinheit Sie tritt auch als Strecke RQ der Figur in die 
Erscheinung, und wir erkennen in RP und damit in der Schienenrich- 
tung die augenblickliche Bewegungsrichtung, welche der Punkt P, haben 
muß. Die Nötigung, daß P, parallel zur Schiene fortschreitet, ist nun 
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durch zwei weitere wesentliche Bestandteile des Mechanismus erzielt. 
Hierzu dient erstlich das Gelenkparallelogramm A, B, C, D und zweitens 
ein am Wagen W” links angebrachtes scharfkantiges Rad R’, das auf 
der Papierebene steht. Die Seite CD ist in ihrem Mittelpunkte um einen 
senkrecht über der Radmitte angebrachten Zapfen drehbar; die Gegen- 
seite AB läuft senkrecht zur Schiene und ist längs derselben mittelst 


Fig. ô 


des Wagens W” verschiebbar. Die Achse des Rades R’ läuft parallel 
zur Seite CD unterhalb derselben (Fig. 6 zeigt die Anordnung). Es ist 
hiernach einleuchtend, daß die Ebene des Rades parallel zu RP verläuft. 
Die Wirkung der scharfen Schneide des Radkranzes ist es nun, daß bei 
jeder Bewegung des Mechanismus R’ nur in seiner Ebene fortrollen 
kann. Dadurch aber verläuft die Bewegung von P, entsprechend der 
zweiten Bedingung, d. h. P, schreitet in der Tat parallel zu RP fort. 
Der wirklich ausgeführte Apparat weicht von den Angaben der 
Fig. 5, die nur das Grundprinzip darlegen soll, in mehrfacher Hinsicht 
ab, enthält auch noch eine Reihe von Einrichtungen (so z. B. eine solehe 
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zur Veränderung der 
Längeneinheit), auf die 
wir nicht weiter einge- 
hen können. Übrigens 
wird die Konstruktion 
der Fig. 6 jetzt nicht 
mehr hergestellt, ist 
vielmehr durch die in 
Fig. 7 wiedergegebene 
Konstruktion ersetzt, 
die eine Reihe tech- 
nischer Vervollkomm- 
nungen besitzt. Wir 
haben die Einrichtung 
des Integraphen im 
engeren Anschluß an 
die ältere Konstruktion 
der, Fig. 6 besprochen, 
weil in derselben die 
Rolle, welche das Ge- 
lenkparallelogramm 
spielt, deutlicher her- 
vortritt. Neben dem in 
Fig. 7 abgebildeten Ap- 
parate wird noch eine 
kleinere Konstruktion 
mit einigen unwesent- 
lichen technischen Ab- 
änderungen gebaut. 
Der Apparat der Fig. 7 
beherrscht in der nor- 
malen Größe eine Ordi- 
natendifferenz von 52 
cm,derkleinereApparat 
eine solche von 27 cm. 
Die Längeneinheit ist 
beim größeren Apparat 
zwischen 5em und 20 
cm, beim kleineren zwi- 
schen 4cm und 121, cm 
wählbar. 


t'I 
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Kapitel II. Das bestimmte Integral. 


1. Begriff des bestimmten Integrals. In dem endlichen und abge- 
schlossenen Intervalle a <xz<b sei eine eindeutige und gleichmäßig 
stetige Funktion g(x) gegeben. Wie Fig. 8 zeigt, sei das durch a und b 
eingegrenzte Intervall durch (7 — 1) 
Werte 7,,2,,...%,_,, die der Größe 
nach angeordnet sind (x,_, < 7,), in 
n Teilintervalle zerlegt, unter n irgend 
eine positive ganze Zahl verstanden. Die Länge des %® Teilintervalles ist 
durch die Differenz A£, = £, — %,_ı gegeben; der Gleichmäßigkeit wegen 
ist hierbei z, für a und x, für b geschrieben. 

Ein beliebig aus dem A*°* Intervalle herausgegriffener Wert des Ar- 
gumentes sei z,, so daß alsoa, ‚,<2, <x,gilt. Man bilde alsdann die 
folgende Summe: 


(1) ya) tr) an) Ho (En) (An Zai) EDRIH) I, 
*k=1 


-Dhd 2 
To EN is Zu b 
Fig. 8. 


welche offenbar für jede Auswahl der Anzahl n, der Werte x, und der 
x, einen bestimmten endlichen Wert hat. 

Ist &> 0 beliebig klein gewählt und sollen alle 42, < e sein, d. h. 
soll keine Intervallänge die positive Zahl & übertreffen, so muß die An- 
zahl n natürlich die Bedingung n > (b — a)-s7! erfüllen. Je kleiner & 
gewählt wird, um so größer wird demnach diese für die Anzahl n gül- 
tige untere Schranke; und es ist einleuchtend, daß für lim e= 0 die 
Schranke der Grenze œo zustrebt. Eine grundlegende Tatsache der Inte- 
gralrechnung ist nun, daß bei diesem Grenzübergange lim e = 0 unab- 
hängig davon, wie wir beim einzelnen e die zulässige Anzahl n, die Teil- 
punkte x, und die den Teilintervallen angehörenden x, wählen mögen, die 
Summenwerte (1) einer bestimmten endlichen Grenze zustreben. 

Den Beweis dieser Tatsache gründen wir auf die Endlichkeit der 
Intervallänge (b — a) und die gleichmäßige Stetigkeit von p(x). Wählen 
wir ô >O beliebig klein und berechnen 6’ aus ô = (b — a)ð’, so ist 
nach I, 17 eine positive Zahl A angebbar, so daß 


pa) — pæ) | <8” 
für alle dem Intervalle entnommenen Wertepaare qz, x’ erfüllt ist, die der 
Ungleichung |z’ — x, < 4 genügen. 
Wir schreiben nun 4 = 2e und bestimmen, daß nur noch solche 
Summen (1) zugelassen werden, bei denen Ax, <e ist. Irgend zwei 
dieser Summen, die n bzw. m Glieder haben, mögen kurz &, und Zp 
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heißen. Um dieselben zu vergleichen, knüpfen wir an &, an und nehmen 
für diese Summe die Darstellung (1) in Anspruch. Wir wollen nun zu 
der zugehörigen Einteilung des Intervalles durch die Punkte &,,2,,..., 
£,_, auch noch die Teilpunkte der Summe Z, eintragen, so daß beide 
Teilungen übereinander getragen erscheinen. Finden sich im Innern des 
durch 2,_, und x, begrenzten Teilintervalles als neue, von links nach 
rechts aufeinander folgende Teilpunkte x, x9,..., 2@7®, so können wir 
das zugehörige Glied der Summe (1) so entwickeln: 


(a) — %_ı) 
= EA) + p2p) (1—2) ++ Pla) — aD). 
Nehmen wir diese Entwicklung mit allen Gliedern von Z, vor, so läßt 


sich, falls die übereinander getragenen Teilungen l Teilintervalle erzeugen, 
die Sumnte Z, in die Gestalt kleiden; 


(2) 2 E D T Ea p ÉNE Sia) 
Hier sind also die &,,&,... die in die richtige Anordnung gebrachten 
Teilpunkte beider Einteilungen, und es sind speziell ,— a und &=b; 
$, liegt aber nicht notwendig im Intervall &_, < x < $, wohl aber in 
demjenigen der ursprünglichen Teilintervalle von &,, dem das neue Inter- 
vall £ Sz < E, angehört. 

In eine entsprechende Form: 


8) ar Et + PEN) 5) 
können wir die Summe 2, kleiden und haben auf diese Weise erreicht 
daß beide Summen sich auf dieselbe Einteilung beziehen. Dabei sind £,” 
und &/ Punkte aus zwei Intervallen der ursprünglichen Einteilungen von 
2%, und Zp, welche ein endliches Stück (nämlich das von &,_, und &, 
eilgeschlonsene Intervall) gemein haben, und welche demnach zusammen- 
genommen ein Intervall <2z bilden. Somit gilt |&,”— £; | < 2z oder 
E” —&|<A und also zufolge der gleichmäßigen Stetigkeit unserer 
Funktion: 

(4) PEN) PED. 


Zur Vergleichung von &, und Æ, bilden wir nun die Differenz: 


Da > = (p — p E)E — Eo) t PEN- FEN) EEE) + 
+ PEN -PEIN)E-5_1) 

und finden, da die (&, — £), (&, — &,),... alle positiv sind, mit Benut- 

zung der Ungleichung (4): 


DI 3 ed re- D+ + Hi) #9 
4 


Fricke, Differential- u. Integralrechnung II. 


’ 
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oder, da die rechte Seite gleich ô ist: 
(5) - PERAR 


Hieraus folgt die Existenz der Grenze unserer Summenwerte für 
lim = 0 auf Grund einer bekannten Schlußweise. Bei einem zunächst 
gewählten ð sei X, eine speziell ausgesuchte zulässige Summe. Alle 
Summen &,, bei denen die 4x, kleiner als das zugehörige & sind, liegen 
dann zufolge (5) in dem durch die beiden Zahlen (2, + ô) eingegrenzten 
Intervalle der Zahlenlinie von der Länge 26. Bezeichnen wir die untere 
Grenze dieser Summenwerte mit &,— 0’, die obere mit &, + ô”, so sind 
die beiden nicht-negativen Zahlen ð und ô” < ô, und dem Intervalle von 
&,— ð bis X,+ ð” gehören alle noch zugelassenen Summen an. 

Bei Verkleinerung von & werden nun stets Summen 3 ausgeschaltet, 
während keine neu hinzukommen. Das Intervall zwischen der unteren und 
der oberen Grenze der zugelassenen Summenwerte wird sich also bei Ver- 
kleinerung von & nicht ausdehnen können, sondern entweder unverändert 
bleiben oder sich zusammenziehen. Lassen wir also e von dem eben vor- 
liegenden Anfangswerte aus irgend eine monoton abnehmende Reihe 
E, &s &,. mit der Grenze © durchlaufen und bestimmen jedesmal das 
Intervall zwischen der unteren und der oberen Grenze der noch zuge- 
lassenen Summenwerte, so erhalten wir eine Reihe von Intervallen, von 
denen jedes folgende ganz dem vorhergehenden angehört. Die Längen 
dieser ineinander geschachtelten Intervalle bilden eine nieht zunehmende 
Reihe positiver Zahlen, die also eine Grenze haben. Letztere kann nicht 
von O verschieden sein, da wir einem beliebig kleinen ô mit jedem aus- 
reichend kleinen & entsprechen. Die Intervalle ziehen sich somit auf einen 
bestimmten Punkt zusammen. Der gleiche Punkt ergibt sich aber bei 
jedem anderen Grenzübergange £, &,', &,,: - , da das einem beliebigen z; 
zugehörende Intervall stets im Intervalle von &, liegt, sobald z; < &, ist. 
Der Grenzpunkt der Intervalle liefert die Grenze der Summenwerte (1). 

Den eindeutig bestimmten endlichen Grenzwert der Summen (1) 
bezeichnen wir durch das Symbol: 


(6) lim Do) An; = || p(x) dz. 
k=1 a 


Hier hat also das Symbol J den Sinn eines Summenzeichens; es soll zum 
Ausdruck bringen, daß auf der linken Seite von (6) Summen von Glie- 
dern stehen, die einzeln genommen die Bauart eines Differentials p(2)dx 
haben, insofern ja bei unserem Grenzübergange die 4x veränderlich sind 
und die Grenze O haben sollen. Man nennt den in (6) rechts stehenden 
Grenzwert das „bestimmte Integral“ des Differentials p(x) dx mit den 
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„Grenzen“ a und b; die letzteren sind am Integralzeichen unten und oben 
angebracht und werden als „untere“ und „obere Grenze“ des Integrals 
unterschieden. Das durch a und b eingegrenzte Intervall heißt das „Inte- 
grationsintervall“, die der Gliederanordnung in (1) zugrunde liegende 
Richtung des Intervalls von der unteren Grenze a zur oberen b heißt die 
„Bichtung der Integration“. 


2. Berechnung und Deutung des bestimmten Integrals. Die Be- 
reehnung des Grenzwertes (6) $ 1 gründet sich auf eine Betrachtung, die 
eine enge Beziehung zwischen dem bestimmten und dem unbestimmten 
Integrale aufdeckt und uns zum „Haupisatze der ‚Integralrechnung‘“ hin- 
führen wird. Es sei zunächst ce ein endlicher, die Bedingung c > b be- 
friedigender Wert, und es sei (x) auch noch im abgeschlossenen Intervalle 
«<x<ce eindeutig und stetig. Da uns bei der Bildung der endlichen 
Summe (1), 5. 48, die Wahl der Teilpunkte x, und der Argumente g 
im einzelnen Teilintervalle freisteht, so können wir bei einer auf das 
Intervall a <x <c bezogenen Summe den Punkt b stets als Teilpunkt 
benutzen. Die Summe läßt sich dann in jedem Falle in zwei Summen 
zerlegen, deren eine sich auf das Intervall a < x <b bezieht, während 
die andere zum Intervalle b < æ < ¢ gehört. Vollziehen wir den Grenz- 
übergang, so folgt offenbar: 


© b F e 
(1) Jo@dz = fylde + Jpla) da. 
a æ h 


Wir wollen nun im Integrale (6) $ 1 die obere Grenze b als veränder- 
lich denken und schreiben zu diesem Zwecke b=x,*); doch soll dabei 
% 2 a bleiben, und (x) soll in allen zu benutzenden Integrationsinter- 
vallen als eindeutig und stetig vorausgesetzt werden. Das bestimmte In- 
tegral (6$ 1 wird auf diese Weise zu einer eindeutigen Funktion seiner 
oberen Grenze x, und werde als solche durch: 


(2) Ir) dæ = F(x,) 


bezeichnet. Bilden wir diese Funktion für ein um den positiven Wert 
Ag, vergrößertes Argument (x, + Aæ), so ergibt sich aus (1): 
+4: 


Fa, + 4%) = F(x,) + J9(@) da. 


*) Es bedarf kaum der Hervorhebung, daß diese Variable x, natürlich nichts 
mit dem oben durch x, bezeichneten Teilpunkte zu tun hat. 


4” 


WwW.rc 
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Der Änderung 42, des Argumentes entspricht somit die Änderung: 
zı+Azı 
(3) IF“) = /p(a)de 


der Funktion F(z). 

Nach I, 18ff. erreicht die im abgeschlossenen Intervalle a < x < b 
gleichmäßig stetige Funktion g(x) ihr Minimum in mindestens einem 
Punkte des Intervalles, der unter Benutzung einer in I, 134 ff. viel benutzten 
Schreibweise durch («+ #(b—.a)) bezeichnet werde; das im Intervalle ein- 
tretende Maximum von (x) aber finde im Punkte (a + 9’(b — a)) statt. 
Ersetzt man in (1), S. 48, alle Faktoren p(z/') durch g(a + 9b — a)), 
so wird die Summe auf der linken Seite jener Gleichung nicht vergrößert; 
schreibt man g(a + 9’(b — a)) für alle Faktoren p(z,’), so wird der 
Summenwert nicht verkleinert. Somit ist einleuchtend, daß die Unglei- 


chung gilt: 2 


(4 pla+9b- 0): (b-a)</pl)dr < yla +9'b-a): (a), 


w<e,r<ı). 


Wenden wir diese Ungleichung auf das in (3) stehende Integral an, 
so ergibt sich: 


p(z, + 241) 4r, SAF(z,)<ypla +9 42) Az, 
oder, da wir 1%, > 0 annahmen: 


Ya +? 1n) LIE 


"Im, 


<y(a, +8 Az). 


Aus der Stetigkeit der Funktion p(x) folgt demnach, wenn wir jetzt den 
Grenzübergang lim 4x, = 0 vollziehen: 


sF) _ . 


= p(t). 


Die Betrachtung überträgt sich sehr leicht auf den Fall, daß 42,< 0 
ist, und führt hier wieder zur Gleichung (5). Wir haben demnach den 
Satz gewonnen: Die eindeutige Funktion F(x,) ist differenzierbar und 
also auch stetig (1, 135), ihre Ableitung ist p(&,): 
x dr‘ er 

(6) I = Fa) = pl). 

Hierdurch ist ein naher Zusammenhang zwischen dem bestimmten 
und dem unbestimmten Integrale des Differentials p(x) dx aufgedeckt. 
Die nach den Methoden des vorigen Kapitels zu vollziehende unbestimmte 


(5) lim 


dr =0 3% 


w.rein.org.pl 


2} Bauptsatz der Integralrechnung 53 


Integration des Differentials p(x)dx führe bei beliebiger, aber fester 
Auswahl der Integrationskonstanten auf: 


(T) Jp@da = fía). 


Dann ist f’(x) = p(&). Da aber auch F’ (x) = p(z) ist, so unterscheiden 
sich die beiden Funktionen F(x) und f(x) nur um eine Konstante (vgl.8.4): 


Ole F(a) = f(a) + 0. 

Die Berechnung dieser Konstanten C ist einfach dadurch zu voll- 
ziehen, dab man den zulässigen Wert x= a einträgt. Aus den Erklärungen 
in &1 ist einleuchtend, daß, wenn sich das Integrationsintervall auf Q 
zusammenzieht, der Wert des bestimmten Integrals selbst gleich O wird; 


also gilt: — 0L P= fa), C=- ra), 
und die Formel (8) schreibt sich endgültig: 
(9) F(a) = f(z) — f(a)*). 


Indem wir in (2) für die obere Grenze wieder b einsetzen und den 
Ausdruck-(9) der Funktion F benutzen, ergibt sich der „Hauptsatz der 
Integralrechnung“: Die Berechnung des bestimmten Integrals (6) $ 1 ge 
schieht auf Grund der Gleichung: 


(10) E E N 


wo f(x) durch unbestimmte Integration des Differentials p\x) dx bei will- 
kürlicher Auswahl der Integrationskonstanten zu gewinnen ist. 

Man überträgt die Betrachtungen von $$ 1 und 2 sehr leicht aut den 
Fall, daß a> b ist. Die Teilpunkte z, £, -- , «,_, müssen dann eine Reihe 
abnehmender Zahlen darstellen (z,_,>2,), und die Summe (1), 3.48, 
bekommt lauter negative Faktoren Az, Es bedarf indessen nur eines 
Zeichenwechsels aller /2,, um eine Summe zu erhalten, auf welche die 
bisherige Entwicklung ohne weiteres paßt. Der Grenzwert der Summe: 


Dip) -— 42) = - Jpili) 42, 
k=1 k=1 


ist das bestimmte Integral des Differentials p(z) dx mit der unteren 
Grenze b und der oberen Grenze a(>b): 


*) Man beachte, daß der Wert der in (9) rechts stehenden Ditferenz unver- 
ändert bleibt, falls man die bei der Berechnung von f(x) verfügbare Integrations- 
konstante in anderer Weise auswählt. 
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-lim Doen Pa) de = Fa) — fO). 


Schreiben wir hierfür unter Zeichenwechsel: 


lim > p(z) 42, = f6) — f(a) 


und wenden zur abgekürzten Bezeichnung des links stehenden Grenz- 
wertes nach wie vor die Gleichung (6), 8.50, an, so erhalten wir als eine 
unmittelbare Folge auch die Gleichung (10): Also ist auch für a>b nicht 
nur die Existeng des Grenzwertes unserer Summen (1), 8.48, evident, sondern 
auch der Hauptsatz (10) der Integralrechnung bleibt unverändert bestehen. 

Eine erste Deutung des bestimmten Integrals (der sich später noch 
viele andere anreihen werden) erhalten wir, wenn wir y = g (£) schreiben 
und x und y als rechtwinklige Koordinaten ansehen. Wir erkennen sofort, 
daß die Entwicklungen von 1, 23f. über den Inhalt der ebenen. Fläche, 
die durch die Kurve der Gleichung y = y(x), die #-Achse und die Kurven- 
ordinaten bei x =a und x = b eingegrenat ist, sich der am Anfang des 
vorigen Paragraphen durchgeführten allgemeinen Betrachtung einordnen. 
Das bestimmte Integral, aufgefaßt als Funktion seiner etwa wieder als 
veränderlich gedachten oberen Grenze, stellt bei der vorliegenden Deutung 
der x und y genau im damaligen Sinne die „Inhaltsfunktion“ dar*); und 
wir kommen mit der Gleichung (6) auf die schon in I, 105 bewiesene und 
eben in (6) wieder erhaltene Tatsache zurück, daß die d ln nl 
differenzierbar ist und als Ableitung p(z) ergibt. 


3. Sätze über bestimmte Integrale. Die nachfolgenden Sätze, von 
denen einige bereits im vorigen Paragraphen - gebraucht wurden, sind 
meist unmittelbar einleuchtend oder doch ohne Mühe beweisbar. Wie bis- 
her gelte die Voraussetzung, daß die unter den Integralzeichen auftreten- 
den Funktionen in den Integrationsintervallen eindeutig und stetig seien. 

1) Ein bestimmtes Integral, bei dem die obere Grenze gleich der unteren 
ist, hat den Wert O. 

2) Austausch der Grenzen bei einem bestimmten Integral bewirkt einen 
Zeichenwechsel seines Wertes: 


(1) Sta) ar =-— f Pla) da. 


*) Man vergegenwärtige sich noch, daß die in I, 104 angegebenen Vorzeichen- 
regeln für die Maßzahlen der Inhalte hier selbstverständlich unverändert bestehen 
bleiben. 
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3) Ist c irgend eine innerhalb oder nicht innerhalb des zunächst ge- 
brauchten Integrationsintervalles gelegene dritte Grenze, so gilt: 


b c b 
(2) E aa =f yla)dz + f pla)da. 


4) Die Ableitung des bestimmten Integrals vom Differential o (æ) dx 
nach der variabel gedachten oberen Grenze x, ist gleich (2): 


z, 
» 


(3) Fr p(z)dz= g (2)- 
(i 


Der Satz 3) wurde bereits oben in (1) 8.51 herangezogen, der Satz 
4) ist die Grundlage der Betrachtung von S. 52#. 

Die Variable x, welche unter dem Integralzeichen (10) 5. 53 für 
den Aufbau des Differentials g(x)dx benutzt wurde, wird als die „Inte 
grationsvariable“ bezeichnet. Da für die Berechnung der rechten Seite 
der genannten Gleichung æ durch b bzw. a zu ersetzen ist, so ist es für 
den Wert (fib) — fia)) des bestimmten Integrals gleichgültig, ob bei 
seiner Berechnung die Integrationsvariable æ oder sonst irgendwie ge- 
nannt wurde. Es ist wegen späterer Verwendung nützlich, sen an sich 
selbstverständlichen Satz doch besonders zu nennen: 

5) Bei der Berechnung eines bestimmten Integrales mit konstanten 
Grenzen kann ohne Änderung‘ des Integralwertes ein beliebiger Wechsel der 
Bezeichnung der Integrationsvariablen vorgenommen werden: 


b b b 
(£) Joæ@dr= f ody = Is !at=---. 


Die nachfolgenden Sätze, welche leicht aus der Erklärung des be- 
stimmten Integrals hervorgehen, entsprechen einigen oben (8. 5 ff.) auf- 
gestellten Sätzen über unbestimmte Integrale und könnten auch aus 
diesen letzteren Sätzen auf Grund des Hauptsatzes (10) S. 53 gefolgert 
werden. 

6) Zwei Integrale mit gleichen Intervallen und gleichen Richtungen 
der Integration lassen sich nach folgender Regel addieren oder subtrahieren: 

b 


b b 
(5) 3 o(z)de +f Ņ(s)dz = || (p@t paæ))de. 


T) Ein konstanter Faktor c hinter dem Zeichen des bestimmten Inte- 


grals darf als Faktor vor dasselbe gesetzt werden: 
b b 


(6) Jepi) da = c| p(a)dz 
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Die Einführung einer neuen Variablen in ein bestimmtes Integral 
muĝ uns zu den entsprechenden Betrachtungen über unbestimmte Inte- 
grale (S. 7) zurückführen. Die neue Variable z möge mit x durch die 
Gleichung z = Ņ (z) zusammenhängen. Die Beziehung sei eine solche, daß 
das Integrationsintervall des gegebenen Integrales sich eindeutig und 
stetig auf das endliche durch die Werte z = « und 2= begrenzte Inter- 
vall der Variablen z überträgt. Wir nehmen ferner an, daß die Funktion 
%(z) im neuen Intervalle überall differenzierbar sei. Sind 2,, 2, - die 
den Teilpunkten x,,%, --- des ursprünglichen Intervalles entsprechen- 
den Teilpunkte des neuen, so finden wir unter Benutzung des Mittel- 
wertsatzes (8) in I, 135: 


Ya) = pis) 
By — tpi = (aa) = V r) 3-1): 


5, — nr 
wo 2, dem durch z,_, und z, eingegrenzten Intervalle angehört. Wählen 
wir nun für den Aufbau des betreffenden Gliedes der Summe (1), S. 48, 


wie uns freisteht, den zu z, gehörenden Wert x, = p(z) als Argument 
der Funktion p, so ist: 


9) (E — 2r 1) = PR) V r) A A), 
woraus wir die Bauart des auf z umgerechneten Integrales ablesen. Es 
ergibt sich der Satz: 
8) Bei Einführung einer neuen Variablen zin ein bestimmtes Integral ver- 
möge der Gleichung &=% (2) rechnet sich das Integral nach folgender Regel um: 


o J OL = Pro) v(2)dz, 


wo «und B die den Werten a und b entsprechenden Werte z sind.*) 

Den Übergang zu einer letzten Reihe von Sätzen vermittelt die 
folgende Betrachtung: Von den beiden eindeutigen und stetigen Funk- 
tionen g(x) und (x) gelte in jedem Punkte des Integrationsintervalles: 


(8) ya) y (2). 
Ist a <b, so sind die in (1), 8. 48, benutzten Az, > 0; dann folgt aus (3): 
P) Im YE) IR 


während für a >b und also 4g, <0 in der letzten Formel das Zeichen 
2 in < umzuschreiben ist. Man gelangt von hieraus leicht zu dem Satze: 


*) Vgl. die Entwicklungen von 8.7, wo jedoch die Bezeichnungen x und z 
ausgetauscht erscheinen. 
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9) Gilt im ganzen Intervalle der Integration die Bedingung (8), so ist 
für «a < b auch: i 


(9) J via) ax > fole)dz, 


während für a >b das Zeichen > in < umzuwandeln ist. 

Ist m das Minimum der Funktion g(s) im Intervall, sv gilt die Be- 
dingung (8), falls wir y(x) konstant gleich m setzen. Da zufolge (6): 

X s 
i | mås = m | dx = m(b—a) 
ist, so folgt aus (9): | 
è 
J g(z)dx > m(b—au) bzw. < m(b—u), 

je nachdem a <b oder a>b ist. Aus beiden Angaben zieht man die 
gleiche Folgerung: G 


1 y» 
nn ram p(s)dz >m. 


a 


Ebenso ergibt sich, wenn M das Maximum von (x) im Intervalle ist: 
b 
(11) I; J vijas < m. 
Den in (10) und (11) links stehenden Quotienten: 
Me: 1 ER 
(12) ER) yla)dz 


nennt man den „mittleren Wert“ oder den „Mittelwert“ der Funktion p(z) 
im Intervalle; zufolge der vorstehenden Beträchtung gilt für denselben: 


(13) m<o<mM. 
Aus der in die Gestalt: b 
(14) Sea) dx = ®-(b—a) 


umgeschriebenen Gleichung (12) folgern wir den „ersten Mittelwertsate der 
Integralrechnung“: 

10) Der zwischen den Extremwerten m und M gelegene Mittelwert ® 
der Funktion y(x) hat die Bedeutung, daß das Integral unverändert seinen 
Wert behält, wenn man die Funktion y(x) im ganzen Intervall durch ihren 
Mittelwert ersetzt. 
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Da wir g(x) als stetig voraussetzteni, so gibt es nach I, 19 im Inte- 
grationsintervalle mindestens einen Punkt (a + #(b—a)), in dem g(x) den 
zwischen den Extremwerten m und M liegenden Wert ® annimmt: 


p = gpla+9b—a)), (0<ə2<1). 
11) Bei unserer stetigen Funktion p(x) läßt sich mindestens ein dem 
Intervalle OX 9 <1 angehörender Zahlwert © angeben, für welchen die 
Gleichung gilt: 


(15) I pie) da = p(a+9b—-a))-(b—- a). 


Bei der S. 54 besprochenen geometrischen Deutung des bestimmten 
Integrals liefert der Mittelwert ® die „mittlere Ordinate“ der Kurve der 
Funktion p(x) im Intervall der Integration; im Anschluß an (14) kann 
man diese mittlere Ordinate als „Höhe“ desjenigen Rechtecks über der 
„Basis“ (b— a) auffassen, welches mit dem durch das Integral ausge- 
messenen Flächenstücke inhaltsgleich ist. 

Von weiteren Mittelwertsätzen nennen wir noch den folgenden, den 
wir als den „zweiten Mittelwertsatz der Integralrechnung“ bezeichnen: 

12) Ist y(x) im Integrationsintervalle entweder nirgends < 0 oder 
nirgends > 0, so gibt es, m und M wie bisher als Extremwerte von 26) 
im Intervalle benutzt, wieder einen. im Intervalle m < ®© < M gelegenen 
Wert ©, für welchen die Gleichung besteht: 


b [2 
(16) d p(s) v(x) de — ® | y(z)dze, 


die wegen der Stetigkeit von p(x) auch wieder in die Gestalt gekleidet 


werden kann: , A 


(17) Inte) vier) dr = pla +7 0-a) | v(a)de. 

Ist y(x) im Intervall überall gleich 0, so gilt die Gleichung (16) für 
jeden Wert 4. Ist die Gleichung für eine im Intervalle nirgends negative 
Funktion #(x) richtig, so zeigt der Zeichenwechsel von (x) links und 
rechts in (16) (welcher die Gleichung bestehen läßt), daß der Satz auch 
gilt, wenn y(x) im Intervalle nirgends positiv ist. Ist die Gleichung (16) 
für a <b richtig, so zeigt der Austausch der Integralgrenzen in (16) 
links und rechts (wobei wiederum die Gleiehung bestehen bleibt), daß 
der Satz auch für a > b richtig ist. 

Der Beweis ist also nur noch für den Fall zu führen, daß a <b gilt, 
und daß w(z) im Intervalle nirgends negativ und nicht überall gleich 0 
ist. Unter diesen Umständen folgt aber aus: 
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m Sole) <M, pa) 20, Ai > O 
für jedes Glied der nach (1) S. 48 anzusetzenden Summen: 
mr) I, Sp) vr) IS MU) In. 
Für die Summen selbst und ihre Grenzwerte aber ergibt sich hieraus: 


b b b 
(18) mJ v@)dr< | ple)v@a)de < M (a) de. 


Das in den äußeren Seiten dieser Ungleichung stehende Integral ist 
jedenfalls nicht negativ. Es kann aber auch nieht verschwinden. Da 
nämlich y(x) im Intervalle nicht überall gleich O ist, so läßt sich zufolge 
der Stetigkeit von y(x) ein endlich ausgedehntes Teilintervall angeben, 
in dem y(x) überall > O ist, woraus die Behauptung sofort folgt. Dem- 
nach ist: 


b 
', Soora de 
(19) J v(a)de>0 undalso *=— — =Q 
& Iv@) dg 


u 


ein endlicher Zahlwert. Zufolge (18) genügt der Wert ®& der Bedingung 
m< D < M, worauf die zweite Gleichung (19) den zu beweisenden Satz 
(16) liefert. 


Der erste Mittelwertsatz erweist sich als ein Spezialfall des zweiten und 
wird aus ihm gewonnen, indem man »(x) konstant gleich 1 setzt. Übrigens er- 
kennt man auf Grund des „Hauptsatzes“ (10), S. 53 in den beiden aufgestellten 
Sätzen sofort die Mittelwertsätze der Differentialrechnung wieder, wie hier noch kurz 
unter der Annahme einer im Integrationsintervalle nirgends verschwindenden Funk- 
tion p(x) ausgeführt werden möge. Findet man durch unbestimmte Integration: 


so via) de = fa), ro) de= ge), 
30 folgt unmittelbar: 
Fo@= geya  ga)=u@), pam A. 


Als umgeschriebene Gestalt der Gleichung (17) ergibt sich nach Division durch 
den von 0 verschiedenen Wert (g(b) — gla): 

fO — fa __ f a+ riba) 

3b) — ga). gla+7b—a)’ 
womit wir zur Gleichung (5) in I, 134 des „Mittelwertsatzes der Differentialrech- 
nung“ zurückgelangen. Ebenso leicht ergibt sich aus der Formel (15) des ersten 


Mittelwertsatzes der Integralrechnung der besondere durch die Formel (8) in I, 135 
zum Ausdruck kommende Mittelwertsatz der Differentialrechnung. 


- 
4. Zulassung von Unstetigkeiten der Funktion o (æ) und von un- 
endlichen Integrationsintervallen. Fragt man nach den Bedingungen, 
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die eine eiħdeutige Funktion g(x) in einem durch die Punkte a und b 
begrenzten Intervalle erfüllen muß, damit die nach (1) 5. 48 anzusetzen- 
den Summen Æ, einem bestimmten endlichen Grenzwerte zustreben, 
so wird die Formulierung dieser Bedingungen zum Begriffe der im frag- 
lichen Intervalle „integrierbaren“ Funktion hinführen. Daß die stetigen 
Funktionen zu den integrierbaren gehören, hat die Entwicklung von 
S. 48 ff. gezeigt: es erschien für unsere Zwecke ausreichend, von der Auf- 
stellung des allgemeinen Begriffs der integrierbaren Funktion abzusehen 
und die grundlegenden Betrachtungen über bestimmte Integrale sogleich 
an den Begriff der stetigen Funktion anzuknüpfen. Doch werden jetzt ein 
paar Erweiterungen nötig sein. 

Es sei erstlich e ein im Inneren des Integrationsintervalls gelegener 
Unstetigkeitspunkt von p(x), in welchem der Funktionswert eine plötz- 
liche Wertänderung (einen Sprung) um einen endlichen, von O verschie- 
denen Betrag erfährt. In den beiden aigein Teilintervallen, 
welehe durch den Teilpunkt c aus dem Titt ationsintervalle entstehen, 
sei jedoch p/x) gleichmäßig stetig; als Funktionswert (c) hat beim 
einzelnen dieser Intervalle natürlich der von dem Innern des Intervalles 
her erreichbare Grenzwert lim p(x) zu gelten. Es wäre nicht schwer zu 


zeigen, daß sich in diesem Falle die Konvergenzbetrachtung von S. 48 ff. 
ohne wesentliche Änderung durchführen läßt, und daß das Integral in 
die Gestalt gesetzt werden kann: 

ò e b 


a) Spa) dr = | pia)dz + J pl) dx. 


Wir ziehen indessen vor, dus linksstehende Inteyral einfach durch diese 
Formel zu erklären, und können offenbar in entsprechender Weise verfahren, 
wenn p(x) im Intervall. irgend eine endliche Anzahl von Unstetigkeitspunkten 
hat oder (wie wir sagen können) daselbst „abteilungsweise“ stetig ist. 

Inwieweit die Sätze der vorigen Paragraphen für Integrale dieser 

Art eine Veränderung erleiden, wird man beim einzelnen atze ohne 
Mühe feststellen. Ersetzt man z. B. die obere Grenze des eben betrach- 
teten Integrals (1) durch eine im Inneren des Intervalles variable Größe 
x, so ist das Integral zwar eine stetige und im allgemeinen differenzier- 
bare Funktion von z,. Jedoch existiert im Punkte c keine Ableitung, 
d. b. die beiden von rechts her und von links her zu bildenden Differen- 
zenquotienten konvergieren hier nicht gegen denselben Grenzwert”), wie 
ja aus den Voraussetzungen über p(x) selbstverständlich ist. 


® S. die zweite der drei in l, 99 für die Existenz einer Ableitung formu- 
lierten‘ Bedingungen. 
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Wir nehmen zweitens an, daß die Funktion p(x) an der oberen 
Grenze b des Integrals einen „Unendlichkeitspunkt“ habe (s. I, 31); doch 
soll (x) in jedem durch a und x, begrenzten abgeschlossenen Intervalle 
gleichmäßig stetig sein, unter z, irgend einen Innenpunkt des Integrations- 
intervalles verstanden. Hier kann für die Grenzen a, b der Integralbegriff 
auf Grund der Betrachtung von S. es nicht entwickelt werden. Da 
nämlich nach Festlegung der Breite p= | des letzten Teilintervalles 
wegen = p(z) = œ der Punkt x, en so ausge wählt werden 


kann, daß as letzte Glied der Summe (1) S. 48 absolut genommen einen 
beliebig groß gewählten Wert übersteigt, während die übrigen Summen- 
glieder innerhalb angebbarer endlicher Schranken verbleiben, so ist Kon- 
vergenz der Summenwerte 2, gegen eine bestimmte endliche Grenze jetzt 
ausgeschlossen. Man erklärt hier wenigstens in gewissen aus dem auf- 
zustellenden Satze hervorgehenden Fällen auf folgendem Wege den Be- 
griff des Integrales vom Differential p(z) dx für die Grenzen a und b: 
Der Annahme gemäß besitzt das Integral: 


# 


(2) Joas 


für jeden zwischen a und b gelegenen Wert z, einen bestimmten end- 
lichen von x, abhängenden Wert. -Sollte der Integralwert (2) für lim x, =b 
einer bestimmten endlichen Grenze zustreben, so wollen wir diesen Grenz- 
wert als bestimmtes Integral des Differentials p(x)dx mit den Grenzen a 
und b erklären: 


(3) fee) dı= tim f gG) dz. 


Man spricht in diesem Falle von einem „uneigentlichen“ Integrale, insofern 
dasselbe nicht unmittelbar aus Summen der Gestalt (1) 8.48 durch den 
damals bezeichneten Grenzübergang herstellbar ist; man sagt auch, das 
Integral (3) sei im fraglichen Falle „konvergent“. 

Ist das unbestimmte Integral des Differentials g(x) dx eine bereits 
bekannte Funktion f(x), so folgt aus dem „Hauptsatze“: 


[rw dx =f(x,) — f(a), 


und man mag alsdann unmittelbar nachsehen, ob eine Grenze lim /(x,)=fib) 
z=b 


existiert oder nicht. Eine andere Überlegung, die hier noch kurz ange- 
deutet sein mag, zeigt uns durch direkte Rechnung, daß trotz der Vor- 


62 IV, 2. Das bestimmte Integral [4 
aussetzung lim p(x) = oo in gewissen Fällen die Integralwerte (2) für 
z=b 


lim z, =b tatsächlich einer endlichen Grenze zustreben. Es besteht 
nämlich folgender Satz: Läßt sich eine dem Intervalle O<v<1 ange- 
hörende Zahl v angeben, für welche das Produkt: 


(4) PR) = abi pe) 

im Intervalle auch noch unter Einschluß des Endpunktes b stetig ist, so 
existiert der Grenzwert und damit das Integral (3)*). Transformieren wir 
nämlich das Integral (2) nach (7) S.56 vermöge der Substitution: 


ze —bii", dz = (1 — v) -sgn (a — b) le —b[ > de®), 


so überträgt sich wegen 1 — v >O das Integrationsintervall auf das 
durch z = «a = |a — b|!-" und g = 0 begrenzte Intervall von z. Zur Aus- 
führung der Umrechnung schreiben wir mit Benutzung von (4) zunächst: 


Jp daD f p,(2)-(1— v) -sgn (ab) |e—b de 


und finden daraufhin, wenn wir p, (x) als Funktion von z durch »#(z) 
und den x, entsprechenden Wert z durch 2, bezeichnen: 


fp dx = a — fei da 


a 


Rechts steht auch für die obere Grenze 2, = 0 ein „eigentliches“ Inte- 
gral, da (z) = p,(x) im ganzen Intervalle unter Einschluß der oberen 
Grenze stetig ist. Damit ist auch für das links stehende Integral die 
Existenz der endlichen Grenze (3) einleuchtend. 

Da ein Austausch der Integralgrenzen nur einen Zeichenwechsel des 
Integralwertes bewirkt, so überträgt sich die vorstehende Betrachtung 
sofort auch auf den Fall, daß (x) an der unteren Grenze des Integrals 
einen Unendliehkeitspunkt hat. Endlich können wir mit den bisherigen 
Mitteln auch den Fall behandeln, daß (x) im Innern des Intervalles 
einen oder auch mehrere Unendlichkeitspunkte hat. Kommt z. B. ein 
solcher Punkt bei z =c im Intervalle vor, so bilden wir für das Integral 
der Grenzen a und b den Ansatz: 


*) Die Voraussetzung des Textes ist erfüllt, wenn p(x) bei @==b einen Un- 
endlichkeitspunkt „»'" Ordnung“ hat (8. I, 193) oder die Art des Unendlichwerdens 
schwächer ist ale diejenige der »*"* Ordnung. 

*) Da æ im Inneren des Integrationsintervalles zu denken ist, so gilt 


sgn (æ — b) = sgn (u — b). 


www.rcin.org.pl 


4j l Uneigentliche Integrale mit unendlichen Grenzen 63 


A Š 2 
J| pæ)dz = | p(a)da + fola) dx 


und wenden auf die beiden Summanden rechter Hand die bisherige Be- 
trachtung an. 

In den folgenden Beispielen wollen wir uns bei der Berechnung 
eines bestimmten Integrals auf Grund des „Hauptsatzes“ folgender Schreib- 
weise bedienen: à 


(5) Sp) dx = ife = Fb) — fa), 


d. h. wir schreiben zunächst das Ergebnis der unbestimmten Integration 
in Klammern und merken an der rechts stehenden Klammer die Integral- 
grenzen an. In dem ersten der drei folgenden Beispiele ist n > 1 und 
ganzzahlig gedacht; in den beiden ersten Fällen wird die Funktion ọ (x) an 
der oberen Grenze unendlich, im dritten Beispiel an der unteren Grenze: 


i dæ a Tan n PR n 
UIE ; n=l pil ni 
[12 r 


0 


(are sin zro E 
fr = ah 2’ 


R sdg = |z In ż — al- 


Die Überlegung von $.491f. beruht wesentlich auf der Endlichkeit der 
Differenz (b— a). Die auf diese Überlegung sich gründende Erklärung des 
Begriffs eines bestimmten Integrals versagt demnach auch in dem Falle, 
daß das Integrationsintervall unendlich ausgedehnt ist, d. h. daß eine der 
Grenzen + œ oder — oo ist, oder daß sich das Intervall von — oo bis + oo 
erstreckt. Wir betrachten etwa den Fall, daß a endlich und b = + œ ist. 
Wir erklären, falls ein endlicher und bestimmter Grenzwert: 


lim Jo dz = am, (fa) — f(a) 


er 


existieren sollte, diesen als das bestimmte Integral des Differentials MAN 
mit den Grenzen a und + œ: 


(6) fo dæ = lim fo dz = Te (Fe) — fw). 


Br 2: 
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Auch ein solches Integral bezeichnet man als ein „uneigentliches“; man sagt 
auch wieder (im Falle der Bestimmtheit und Endlichkeit von lim f(æ,)), 


2, =+» 
das Integral von p(x)dx mit der oberen Grenze + œo sei „konvergent“.*) 
Die Fälle, daß b = — œ oder a — + oo und b endlich ist, werden 


entsprechend behandelt. Ein Integral mit den Grenzen — oo und + oo 
kann man durch Spaltung des Intervalles etwa in der Gestalt: 


+% 0 +» 


jy (x) dx = | pe) da +f o) dz 
— %0 _—» 0 


als Summe zweier Integrale der eben erledigten Art erklären. 
Ein paar Beispiele hierher gehöriger uneigentlicher Integrale sind: 


+o 

‘dx AAR 1 
/ m L ee Fa = m—1’ (m> 1), 
i 


x la 

+ 

dz s 

AT n kon 
Sr = lare tg 2 - > 
0 

naa 

a and 1 

fee dz = -[- er] - 1 
0 

+o 

jr 


sin ax + a cosaz]+® a 


1+ a Jo Popa? 


j eF sin az dg = |-e* 
e 


+œ 
BA d rin „ 008 ax — a sin aajt® _ 1 
er cos ande —|—e” a 
0 
Die in den beiden letzten Fällen erforderlichen unbestimmten Iutegra- 
tionen sind in (9) S. 14 geleistet. Ein letztes Beispiel, das wir noch be- 
trachten wollen, wird später für die Untersuchung der „Eulerschen Inte- 


*) Insbesondere heißt das Integral „unbedingt“ oder „bedingt“ konvergent, 
je nachdem auch noch ein endlicher Grenzwert: 


z 
lim lg(z) dx 


=n e 
& 


existiert oder nicht; s. die Bezeichnungen der Reihentheorie in I, 209 ff. 
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grale“ wichtig. Ist n eine positive ganze Zahl, so findet man durch par 
tielle Integration (s. S. 13) und Einsetzung der Grenzen 0 und z,: 


pat 
[ezaz == — e7 a m” + nf eta-ida. 
0 0 


Für lim x, = + co nähert sich das erste Glied rechter Hand der Grenze O 
(s. I, 194). Nähert sich also das rechts stehende Integral einem endlichen 
Grenzwerte, so gilt dasselbe vom links stehenden Integrale, und zwar 
erhalten wir die „Rekursionsformel“: 


- 00 Ho 


3 j 
[era da =n | eret da. 
0 0 


Durch wiederholte Anwendung dieser Formel und Heranziehung des 
dritten unter“den Beispielen von S. 64 (für «=1) finden wir als für jede 
positive ganze Zahl n gültig: 


(©) Serarde=1:2-3...n=n! 
0 


Ist das unbestimmte Integral von g(z) dx nicht elementar und uns 
demnach unzugänglich, so können wir auf Grund der Regel (6) nicht ent- 
scheiden, ob dem daselbst links stehenden Symbole eine Bedeutung, d. h. 
ein bestimmter endlicher Wert zukommt. Man muß dann auf anderem 
Wege zum Ziele zu kommen versuchen. 

Um z. B. zu untersuchen, ob dem Symbole: 


(8) > J ir dr 


ein bestimmter endlicher Wert zukommt, stelle man auf Grund der Regel 
(9) S. 57 die für jedes x, > 1 gültige Ungleichung fest: 


x 
* 


J e <j T ir- 
1 


1 


=r 
” 


Die beiden hier rechts und links stehenden Funktionen von z, sind stetig 
und wachsen mit wachsendem x, monoton. Dabei nähert sich die rechts 
stehende Funktion für lim z, = -+ œo der Grenze e7}, und also kann die 
links stehende Funktion bei ihrem Wachstume niemals den Betrag e`! 
überschreiten. Es liegt demnach (vgl. z. B. die Betrachtung in I, 8f) 
für lim x, = + 00 ein endlicher Grenzwert (8) tatsächlich vor. 
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Daß das Integral: 


| sin zdz = [— cos s= 1 — cos z, 
o 


für lim x, = + œ einer Grenze nicht zustrebt, ist einleuchtend. 
Dagegen läßt sich beweisen, daß: 


t fErau 


einen bestimmten endlichen Wert besitzt. Ist nämlich für irgend ein 
positives z) durch næ das größte, den Wert x, nicht übertreffende 
Multiplum von x bezeichnet, so schreiben wir unter wiederholter An- 
wendung der Regel (2) 5. 55: A 


frue-f A Ka ff 


@-1)r nn 


wo rechts der Kürze halber der immer wiederkehrende Ausdruck unter 
dem Integralzeichen nieht hinzugesetzt wurde. Nun findet man durch Ein- 
führung einer neuen Variablen z’ vermöge der Substitution z = x’+ kr bei 
nachheriger Fortlassung des Index rechter Hand (vgl. (4) S. 55): 


(k4 I)" 


sin æ sn r 3 
fS ief id 
kr 
Das rechts stehende Integral ohne das vor demselben stehende Vorzeichen 


hat einen positiven Wert, der durch u, bezeichnet sein möge. Es gilt dann: 


(10) J Sng dr = Ug — thy F ta — Ug Hiit AN ie = 19, u, 
v 


wo 0<9,<1 ist, da z, zwar gleich na sein kann, aber notwendig 
&, <(n+1)x ist. 

Nun folgt aus der Integralgestalt von u, nach der Regel (9) S. 57, 
daß allgemein «, , >, gilt; die %,%,%,,:- bilden also eine Reihe 
positiver, monoton abnehmender Zahlen. Andrerseits folgt aus dem Mittel- 
wertsatze (15) S. 58: 


sin æ T sin # x 
žna Hahn 


1 
T< a? 
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woraus sich lim u, =0 ergibt. Aus (10) folgt demnach die Bestimmtheit 
und Eudlichkeit des Integrales (9) durch dieselbe Betrachtung, durch 
welche man die Konvergenz einer unendlichen Reihe mit alternierenden 
Zeichen und mit monoton gegen die Grenze O abnehmenden Gliedern be- 
weist (vgl. I, 258). > 

Die wirklichen Werte der Integrale (8) und (9) werden wir im 


nächsten Kapitel berechnen können, 
LAS 


ð. Angenäherte Berechnung bestimmter Integrale, Die Verwendung 
des „Hauptsatzes“ zur Berechnung eines bestimmten Integrals versagt, 
wenn das unbestimmte Integral des in Betracht kommenden Differentials 
p(x)dx entweder nicht elementar ist oder so kompliziert ausfällt, daß 
mit demselben schlecht zu rechnen ist. Man hilft sich dann mit Regeln 
zur Berechnung von Näherungswerten des Integrals und kann eine erste 
Klasse solcher Regeln dadurch gewinnen, daß man die Funktion p(x) in 
geeignet gewählten Teilintervallen des ganzen Integrationsintervalles je 
durch eine rationale ganze „Näherungsfunktion“ ersetzt, deren Integration 
keine Schwierigkeit findet. 

In I, 169. lernten wir zwei Ansätze kennen, für eine gegebene ein- 
deutige Funktion (x) eine rationale ganze Näherungsfunktion aufzu- 
stellen, nämlich die Lagrangesche Interpolationsformel (6) in I, 170 und die 
Taylorsche Formel (8) in I, 174. Der erste dieser beiden Ansätze liefert 
uns Näherungsformeln für das Integral, die wegen ihrer einfachen Bauart 
besonders brauchbar sind. Über den Grad der damit erzielten Annäherung 
werden wir dann aber durch Heranziehung des zweiten Ansatzes ent- 
scheiden können. 

Da bei Austausch der Grenzen a uud b das Integral nur einen 
Zeichenwechsel erfährt, so wird es erlaubt sein, a < b als erfüllt anzu- 
sehen. Wir zerlegen, unter n irgend eine positive ganze Zahl verstanden, 
das Integrationsintervall zunächst in v gleich lange Teilintervalle. Um 
uns sodann für jedes dieser Teilintervalle nach der Lagrangeschen Inter- 
polationsformel eine besondere Näherungsfunktion zu verschaffen, zer- 
legen wir, unter v irgend eine zweite positive ganze Zahl verstanden, 
jedes Teilintervall seinerseits nochmals in v gleich lange Teilintervalle. 
Die Länge des einzelnen auf diese Weise erhaltenen kleinen Intervalles, 
also der (nv) Teil von (b—a), werde h genannt; die Teilpunkte sind: 


n=a m=arh, B=a+r2h,--„2,,_,=a+nv—1)h, z, ,, =b 
die ihnen zugehörigen Werte der Funktion y = p(x) mögen: 
Yo = Play), Y = pa), Y= P(T), EU ACAN, 


genannt werden. 


5t 
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Wir betrachten nun zunächst ausschließlich das durch die Punkte 
%, und x, begrenzte Teilintervall und können für dasselbe eine rationale 
ganze Näherungsfunktion v*” Grades y(x) angeben, welche für die (v+1) 
Argumente To; &, ** `, Z, die Werte Yo, Y1; ' , Y, annimmt. Diese Funk- 
tion ist freilich unter Gebrauch anderer Bezeichnungen in (8) I, 171 be- 
reits explizite dargestellt. Auf die hier gebrauchten Bezeichnungen um- 
gerechnet, nimmt die Funktion die folgende Gestalt an: 


` —i f v l 
a) va) Tr (moe) (arte Ey), 
wobei g,(x) diejenige Funktion »” Grades ist, welche aus: 


(2) (2—2) (a2) (8—2) (8 %,) 
bei Fortlassung des Faktors («—x;) hervorgeht.*) 

Ersetzen wir nun in dem durch die Punkte x, und x, begrenzten 
Intervalle die Funktion p(x) durch die Näherungsfunktion, so liefert 
dieses Intervall folgenden Beitrag zum Näherungswerte des Integrals: 


' Ty í r a žy 
O Sean np D(C G) nf naas). 
To Keule Zo 
Um die rechts in den einzelnen Gliedern auftretenden Integrale in eine 
einfachere Gestalt zu transformieren, führen wir eine neue Variable z 
dureh die Substitution ein: 
z= tyt vhez, dz = vh- dz. 
Dabei ergibt sich: 
zn H ih «= hl), 


und den Integralgrenzen x, und x, entsprechen die neuen Grenzen z =0 
und z=1. Bei der Bedeutung von 9,(x) erhält man: 


dy ı 


> E E y a Diaa 
fw dt = (vh)"* Ji \ v] À = ) ET 
o , 


v 
To 


*i Man wolle nicht unterlassen, die Richtigkeit der Gleichung (1) nochmals 
zu prüfen. Daß zunächst y(x) in x eine ganze Funktion „höchstens“ v= Grades 
ist, ist sofort einleuchtend. Da ferner alle Funktionen g,(£), gi (£), - -, 9,(&), ab- 
gesehen von g,'®), für x= x, verschwinden, so ist: ' 


—1Y tk 7n 
piz) = 6 -ak - +) la) "dr 
während sich (vgl. den Ausdruck (2)) leicht: 
gl) = (rk w— ht N” 
ergibt. Aus beiden Gleichungen folgt dann unmittelbar ap (æ) = Y4 
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Bei Eintragung dieser neuen Ausdrücke der in Rede stehenden 
Integrale in die Gleichung (3) wollen wir uns der Abkürzung: 


bedienen, worauf sich: die Gleichung (3) in die einfachere Gestalt: 


(5) fe (æ) dx = h( doot Amt + 4,9) 


zusammenzieht. Die A,, 41; -< A,, die hier als Koeffizienten der Funk- 
tionswerte y, auftreten, sind zufolge (4) rationale, allein von der Anzahl _ 
v abhängende Zahlen. Sie befriedigen das Gesetz A,_,= A,. Führt man 
nämlich im Integrale (4) die Substitution z = 1 — z’, de = — de’ aus, so 
transformiert sich dieses Integral in die Gestalt: 


1 


0 
a [EP 


e er; Ze? 
0 1 


v 


Tauscht man rechter Hand die Integralgrenzen (unter Zeichenwechsel 
des Integrals), läßt den Index an der Integrationsvariablen fort (s. (4) 
S. 55) und kehrt bei allen Linearfaktoren unter dem Integralzeichen die 
Vorzeichen um, so folgt nach Umordnung jener Linearfaktoren: 


Hieraus ergibt sich mit Rücksicht auf das Gesetz (4) in 1, 142 der Bi- 
nomijalkoeffizienten die behauptete Gleichheit A,_,= A,. Wir fassen die 
Ergebnisse vorläufig in folgendem Satze zusammen: Bei Benutzung der 
durch die Lagrangesche Interpvlationsformel gelieferten rationalen ganzen 
Nüäherungsfunktion ist der zunächst auf das Teilintervall von x, bis x, be- 
zogene Näherungswert unseres Integrals in der Gestalt (5) als mit h multi- 
pliziertes lineares Aggregat der Funktionswerte Yo, Yı, ` ``, Y, darstellbar, 
wobei die Koeffizienten A, A, -< A, rationale, allein von der Anzahl v 
abhängende Zahlen sind, die der Relation A,_,= A, genügen. 
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Die Berechnung der A, in den hiedersten Fällen v = 1, 2, 3,.-. 
ist auf Grund der Erklärung (4) leicht durchführbar. Man kann zu 
diesem Zwecke aber auch so vorgehen: Man setze x= 0, x2,=1 und 
wähle g(x) = (vx)*, unter k eine der Zahlen 0, 1, 2,- - -v verstanden. 
Da eine ganze Funktion „höchstens“ v*”" Grades durch die Forderung, 
in den (v+1) Punkten z= 0, z; = : ‚.,%2,= 1 die Werte der Funk- 
tion (v2)* anzunehmen, eindeutig bestimmt ist (vgl. 1, 170), so ist hier 
die Näherungsfunktion y(x) einfach mit der gegebenen Funktion (vg) 
identisch. Da im vorliegenden Falle k = 2 ist, so liefert die Formel (5) 
den Werten k = 0, 1, 2,- - -v entsprechend leicht die folgenden (v + 1) 
Relationen: 


AA le Dee 
A FIAS A, t +v4,=5%%, 


os| 


m 4A, +24, + 3A, + HoA, = Es, 
AE PAF A, E rA 


4 
v, 


>| = 


A+24+34+-- Ze vti 


durch deren Auflösung nach den A,, Á,- -', A, man die rationalen 
Zahlenwerte dieser Koeffizienten gewinnt. In den drei niedersten Fällen 
findet man: 


vw], A= 


3 
vB, Amzı Ams, Amg, Am 


Tragen wir diese Werte der Koeffizienten A, in (5) ein, so erhalten 
wir folgende drei Näherungsformeln für unser Integral, bezogen auf das 
erste der » Teilintervalle: 


(2) IKTOLZEIIE w+ gH) 
(8) Joeds=h(f mtz ntg h) 
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e 3 9 9 3 
(9) Jo@de=h($ nti nt iht e) 

Wir wollen nun zunächst die erste dieser Formeln auf alle » Teilinter- 
valle anwenden, wie sie in diesem Falle durch die Teilpunkte &,,2,,.,2,_, 
geliefert werden. Die Zusammenfügung der Teilergebnisse führt uns für 
das Gesamtintegral der Grenzen z,= a und x,— b zu der Näherungsformel: 


b 


(10) EEO dz = iht Fr) a k 


Mit dieser Formel haben wir bereits in I, 33 ff. eine Inhaltsbestimmung 
bei der gleichseitigen Hyperbel geleistet. Deuten wir nach S. 54 das 
Integral als einen Flächeninhalt, so entspricht der Zerlegung des Inter- 
valles in die » Teilintervalle eine Zerschneidung der Fläche in n „Par- 
allelstreifen“ gleicher Breite. Die Näherungsformel (7) aber bedeutet, 
daß wir den einzelnen Streifen angenähert als ein Trapez ansehen, indem 
wir das den Streifen berandende Stück der Kurve y = ø(z) durch die 
zugehörige, die Ördinatenendpunkte (£o, Yo) und (2,,4,) verbindende Sehne 
ersetzen*). Im Anschluß hieran wollen wir die Näherungsformel (10) 
kurz als „Z’rapezregel“ bezeichnen. 

Für v = 2 leitet man aus (8) auf_demselben Wege die Näherungs- 
formel: 


b 
(11) [pia)dr- 3 MUo t Yan) t Aytyt HY a) H UHH H Yena) 


ab, welche man als die „Simpsonsche Regel“ bezeichnet. Endlich liefert 
der Ansatz (9) für v = 3 die Näherungsformel: 


(12) Joa) de = s MUHI FIY HAHI tt Hsn H Ysa) 
+2 HY +Y t HY,- 


die man „zweite Simpsonsche Regel“ oder „Drei-Acht-Regel“ nennt. Bis 
v = 11 hin sind die sich weiter anreihenden Regeln bekannt; doch gehen 
wir auf diese nicht ein. 

Die einzelne Formel (10) ff. ist natürlich nur dann brauchbar, wenn 


man für dieselbe eine „Fehlergrenze“ angeben kann, d. h. einen Betrag, 
“ 


*) Im Falle v = 2 ist die der Gleichung (8) zugrunde liegende „Näherungs- 
kurve“ y = p(x) eine „Parabel zweiten Grades“ durch die drei Ördinatenendpunkte 
(Tos Yoh (£1, Y1) und (Ta, Y2). Entsprechend hat man in (9) als Näherungskurve eine 
„Parabel dritten Grades“ durch vier Ordinatenendpunkte. 


x 
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um welchen schlimmsten Falles der Näherungswert von dem wirklichen 
Werte des Integrals abweichen kann*). Ist die Funktion g(x) analytisch 
gegeben, und hat sie im Integrationsintervall eindeutige und stetige Ab- 
leitungen (soweit dieselben gebraucht werden), so können wir uns mit- 
telst der Taylorschen Formel Fehlergrenzen verschaffen. Für irgend ein 
dem Integrationsintervalle angehörendes x liefert I Formel: 


(13) gla) = g(a) + ya)", RR et 
TAE a) E na p(n HIE t) ET w 
Durch Integration ergibt sich, wenn man auf das letzte Glied den Mittel- 


wertsatz (16) S. 58 anwendet: 


Ty 


(14) J p(zjde = p(z) vh + p'a) E + +) 


To 


(en) 


+99, +#vh), 


wo natürlich wieder O<#'<1 gilt*®). 

Mit diesem genauen Werte unseres auf das erste Teilintervall be- 
zogenen Integrales haben wir nun den Näherungswert (5), dem wir die 
Gestalt: 


(15) Sv@)dz =h X Ayla + kh) 
Ko k=0 


verleihen, zu vergleichen. Zu diesem Zwecke entwickeln wir (æ+ kh) 
gleichfalls nach dem Taylorschen Lehrsatze: 


Pla + kh) = pla) + Pla) Eh + pa) + 


h 
Tn 


+a m 


ii H Pla + Py Kh) 


und finden darch Eintragung in (15) bei zweckmäßiger Anordnung: 


*) 5. hierzu die Fehlerabschätzungen in I, 33 f. bei Gebrauch der Trapezregel. 

**) In (13) ist $ als von æ abhängig anzusehen; dabei ist es nicht schwer, 
zu erkennen, daß gë UEA + Hz — x )) eine „stetige“ Funktion va æ ist, so daß 
der Auwendung des Mittelwertsatzes nichts im Wege steht. Will man diese Betrach- 
tung vermeiden, so mag man das Integral (14) vorerst mit variabler oberer Grenze 
bilden und als Funktion der oberen Grenze mit Benutzung der Regel (3) S. 55 
nach dem Taylorschen Satze entwickeln. Die Eintragung der oberen Grenze x, 
liefert dann die Formel (14). 
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=” u y z T h’ 2 Zr. s 
(16) [u@)da-ga)h D Ait p h Y kA o t E D At 
Zo k=0 m! k=1 


NS na TH 
+ gez) Ed u 2 7 RAs 
N ’k=1 Kr 


Die Werte der hier rechts in den einzelnen Gliedern auftretenden 
Summen sind bis zum Exponenten v der Faktoren k aus dem Formel- 
system (6) S. 70 abzulesen. Die Eintragung der Werte führt uns genau 
zu den (v + 1) ersten Gliedern der Entwicklung (14) zurück, so daß inso- 
weit beide Darstellungen (14) und (16) übereinstimmen. Di, Übereinstim- 
mung wird aber noch in weiter folgenden Gliedern bestehen, so lange 
die mit den Gleichungen (6) von S. TV gleichgebauten Relationen: 


Diet ae. ; 


zutreffen sollten. Hier zeigen nun die in den drei ersten Fällen v = 1, 
2,3 oben berechneten Werte 4g, daß bei v=1 und v—3 die vorstehende 
Relation schon für i = 1 nicht mehr gilt, daß sie hingegen bei v = 2 noch 
für i = 1, aber nicht mehr für i = 2 besteht. 

Dieser Tatsache folgend, wählen wir zur Berechnung der Fehler- 
grenzen in den beiden Gleichungen (14) und (16) die ganze Zahlli=v-+1 
für v = 1 und v = 5, dagegen l = 4 für v— 2. Wir erreichen hierdurch, 
daß die beiden Darstellungen (14) und (16) bis auf die Schlußglieder über- 
einslimmen, und daß die in diesen auftretenden Potenzen von h tunlichst 
hoch sind. Durch Subtraktion des Näherungswertes (16) vom genauen 
Werte (14) finden wir als Differenz D, beider Werte: 


i+1 ” 
D = IT PO ++ Dylan dkh) A,). 
k=1 

Ist nun M, das Maximum der absoluten Beträge aller Werte der 
Ableitung p” (x) im gesamten Integrationsintervalle von æ bis b, so 
sind auch die in der ieten Formel auftretenden Werte der Ableitung 
gp” im ersten Teilintervalle absolut nicht größer-als M,, so daß die Un- 
gleichung: 


kt 
(17) ID <a ta+y Dea! 
tal 
zutrifft”). 


[ten 


*) Hier kommt in Betracht, daß die A, sämtlich positiv sind. 
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In den übrigen (n — 1) Teilintervallen gilt diese Bedingung für die 
entsprechenden Differenzen sogleich mit. Nennen wir also die Überschüsse 
des genauen Integralwertes über die Näherungswerte (10)ff. etwa R,, so 
ist | R,| jedenfalls nicht größer als das n-fache der rechten Seite von (17). 
Da wir nun nv-h durch die Intervallänge (b — a) ersetzen können, so 
besteht für R, die Bedingung: 


(18) R, ISe ‚| TETTED L3 


Hiermit haben wir den allgemeinen Ausdruck der gesuchten Fehler- 
grenze gewonnen. Wir spezialisieren die Formel für die drei Fälle v = 1, 
2.3 und gewinnen die Sätze: Schreiben wir die Trapezformel in der ge- 
nauen Gestalt: 


b 
(19) Spte) da = hy + au tt tut) a i 
so gilt für den Absolutwert von R, die Schranke: 
(20) IRl<no- MM 


„Für v = 2 reiht sich hieran: Bei der genauen Gestalt: 


(21) fr dx = z hf (Yo + Yen) t 4l + Yt H Yeni) 
+2 tut i Yana) T R 

der Simpsonschen Regel besteht für R, die Schranke: 
(22) IR <,(b- a) M,- k. 
Endlich gilt für v = 3'der Satz: Schreibt man an Stelle der Näherungs- 
gleichung (12) die genaue: 

b 

- 3 
(23) J p(z)da = s h (hF Ysa) HEF HHY tys H+ Ysa- F Ysni) 

+2 (yst Yt: +H Yans) } t Rs» 

so liegt für R, die Schranke vor: 
(24) riL OaM, k 


Bei gleicher Gesamtzahl nv der Teilintervalle und also bei gleichem 
h ist die einzelne Näherungsformel um so brauchbarer, je höher die Po- 
tenz von k im Ausdruck der Schranke von | R,| (der Fehlergrenze) aus- 
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fällt. In dieser Hinsicht sind wir zu dem bemerkenswerten Ergebnisse 
gelangt, daß die Simpsonsche Regel günstiger als die Trapezregel ist, daß 
indessen die Drei-Acht-Regel keine Steigerung der Genauigkeit gegenüber 
der Simpsonschen Regel bietet, vielmehr sogar hinter der letzteren Regel 
wegen des größeren numerischen Faktors auf der rechten Seite von (24) 
zurücksteht. 

Um die vorstehenden Regeln an einem leicht zugänglichen Beispiele 
zu erläutern, wählen wir das „Logarithmusintegral“, und zwar für die 
Grenzen a = 1 und b = 2,2. Dabei werde h = 5 genommen, eine Wahl, 
welche eine bequeme Prüfung der drei Näherungsformeln gestattet. Da 
wegen p(x) =x! offenbar im Integrationsintervall M,=2 und M, =24 


zutrifft und übrigens b — a = 1,2 ist, so berechnet man für die drei R, 
leicht die Schranken: 
|R, i < 0,01, , Rg | < 0,000784, R; | < 0,003924. 
Mit Rücksicht darauf, daß diese Schranken wegen des Faktors M, 
sicher sehr weitgegriffen aaa wollen wir die den ,=1; z, = 1,1; 


£i = 2,2 zugehörigen Funktionswerte Do > Sa it sechsstölliger e 
nauigkeit aus einer Reziprokentafel ablesen: 


Y= 1, y, = 0,909091, y, = 0,833333, 


ys = 0,169231, yı = 0,714286, 
ys = 0,666667, Ys = 0,625000, 
y, = 0,588235, ys = 0,555556, 
Y = 0,526316, Yio = 0,500000, 
Jı = 0,476190, Yie = 0,454545, 


wobei, wie üblich, ein Strich unter der letzten Stelle bedeutet, daß der 
angegebene Wert um weniger als die Hälfte einer Einheit der sechsten 
Stelle zu groß ist. 

Unsere Regeln lieforn daraufhin folgende Näherungswerte: 


2,2 
f $E = 0,18912; = 0,78846; = 0,182846. 
5 


Die zweite und dritte Regel geben also denselben Näherungswert, wie 
nach der obigen allgemeinen Bemerkung verständlieh ist. Da der auf 
fünf Stellen genaue Wert des Integrals 0,78845 ist, so gilt: ` 

R, = — 0,00067, R, = — 0,00001, R = — 0,00001, 
was die Vermutung, die obigen Fehlergrenzen seien sehr weit gegriffen, 
bestätigt. 
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6. Mechanische Auswertung bestimmter Integrale. Bei dem Nähe- 
rungsverfahren des vorigen Paragraphen hatten wir, geometrisch gespro- 
chen, durch (v + 1) Ordinatenendpunkte eine Näherungskurve v" Grades 
gelegt, gegeben durch eine ganze Funktion »‘” Grades y = y(x), wobei 
v= 1,2 und 3 genommen war. Gehen wir noch einen Schritt zurück 
und lassen auch v = Ô zu, so läuft dies darauf hinaus, daß wir als Nähe- 
rungskurven die gur x-Achse parallelen Geraden durch die Endpunkte der 
Ordinaten Yy, Yi; - - » Yn—ı benutzen, wobei der einzelne Parallelstreif an- 
genähert als ein Rechteck betrachtet wird. Dem würde für die Berech- 
nung eines Näherungswertes unseres Integrales die „Rechteckregel“: 


a) Jp@æ@de=h(nt n+: +a) l 


entsprechen. Daß auch die hier rechts stehende Summe für lim n = œœ 
dem Integralwerte als Grenze zustrebt, folgt aus der allgemeinen Theorie 
(8.48 ff.) und ist übrigens ausführlich durch die Entwicklungen in I, 24ff. 
bewiesen. 

Es ist nun sehr interessant, daß dieser Grenzübergang mittelst der 
bekannten „Linearplanimeter“ gewissermaßen mechanisch durchgeführt wer- 


den kann, wie wir an einem hierher gehörigen Apparate näher ausführen 
wollen. Wir wählen zu diesem Zwecke das von Coradi hergestellte 
„Kugelrollplanimeter“, das in Fig. 9 abgebildet ist. Der mittelst zweier 
Walzen R’ auf der Zeichnungsebene lagernde Wagen B sei in der Rich- 
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tung der x-Achse fahrbar, welche senkrecht zur Wagenachse genau in- 
mitten der beiden Walzen verlaufe; die positive Richtung der x-Achse 
weise nach vorn und also die positive y-Achse nach rechts. Der Fahr- 
arm F (mit dem vorn angebrachten Schreibstifte) ist um einen in der 
Wagenmitte vertikal verlaufenden Zapfen drehbar. Die Länge des Fahr- 
armes (Abstand des Schreibstiftes vom Zapfen) sei gleich l. Hat der 
Schreibstift die Ordinate y, und bildet der Fahrarm mit der x-Achse den 
Winkel «, so ist offenbar: 

(2) y=!-sine, 

sofern wir der Maßzahl « dasselbe Vorzeichen wie y geben. In Richtung 
der y-Achse ist der Spielraum des Schreibstiftes beiderseits symmetrisch 
zur x-Achse und unterliegt einer Schranke, die von der Fahrarmlänge und 
sonstigen Konstruktionsbedingungen abhängt; in Richtung der x-Achse 
aber liegt keine Beschränkung vor. 

Als weiterer wesentlicher Bestandteil des Apparates ist eine über 
der linken Wagenseite parallel zur Wagenachse angeordnete Achse zu 
nennen, die am rechten Ende ein genau geschliffenes Kugelsegment K 
trägt. Sie ist zugleich die Achse des Kugelsegmentes (der Mittelpunkt 
der Kugel K liegt auf jener Achse), so daß das Kugelsegment K bei 
Drehung der Achse in sich rotiert. Die Achse lagert mit einem Zahn- 
kranze auf der Rolle R’ (in der Figur nicht sichtbar), welche ihrerseits 
am rechten Rande R einen Zahnkranz trägt. Vermöge dieser Verzahnung 
nimmt die Kugel X die Drehung der Walze R’ auf und erfährt eine zu 
jener proportionale Drehung. Bewegt sich also der Apparat in Richtung 
der x-Achse um die Strecke A voran, so dreht sich A um einen mit h 
proportionalen Winkel $ = ch. , 

Endlich ist ein letzter wesentlicher Bestandteil des Ates eine 
genau geschliffene zylindrische Rolle*), die über der Mitte des Wagens 
in einen am Fahrarme ‚angebrachten Rahmen M derart eingelagert: ist, 
daß die Rollenachse stets parallel zum Fahrarm ist und also gleichfalls 
mit der x-Achse den Winkel œ bildet. Die Rolle ist unter Federdruck 
an das Kugelsegment K angelegt. Dabei berührt sie für « = O das Seg- 
ment K in seinem Mittelpunkte, während bei Drehung des Fahrarmes 
die Berührungsstelle den horizontalen größten Kugelkreis von K be- 
schreibt. Zur Ablesung der Größe der Rollendrehung dient ein Zähl- 
werk, und zwar findet sich am vorderen Ende der Rolle eine Vorkehrung 
zur Ablesung der ganzen Umdrehungen, am anderen Ende eine solche 
zur Ablesung der Zehntel, Hundertstel und Tausendstel einer ganzen 
Umdrehung. 


* Nach der Kugel und der Rolle ist das Planimeter benannt. 
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Man überlege nun das Spiel des Apparates, wenn der Fahrstift die 
zur x-Achse parallele Strecke k der Ordinate y beschreibt. Der Ort der 
Berührungspunkte P von Kugel und Rolle ist sowohl auf der Kugel wie 
auf der Rolle je ein „Parallelkreis“, und zwar handelt es sich auf dem 
Kugelsegment X, wie Fig. 10 erläutert, um 
den Parallelkreis, der von der Segmentmitte 
den Bogenabstand « hat. Ist also r der Kugel- 
radius, so ist e=rsin« der Radius jenes 
Parallelkreises auf X. Bei Drehung von X um 
den Winkel 8 = ch kommt also das Bogenstück: 


(3) ọß =r sin « - ch = (7) -hy 


; 1i des Parallelkreises der Kugel zur Abwicklung 
ER auf den in Betracht kommenden Parallelkreis 
$ Pig 19 der Rolle*). Nennen wir also r, den Rollen- 
radius, und ist die in ganzen Umdrehungen als 
Einheit gemessene Drehungszahl der Rolle ò, so hat sich die Rolle um 
den Winkel 2x0 gedreht, und also ist das Bogenstück 2wr,- ò des 
Parallelkreises der Rolle zur Abwicklung gelangt. Setzen wir dasselbe 
gleich dem in (3) berechneten Bogen, so folgt: 
(4) hy = (72) -3 =a- 0, a tert, 
wo a eine durch die Abmessungen des Apparates gegebene Konstante 
ist. Es hat sich auf diese Weise ergeben: Durchläuft der Schreibstift die 
zur x-Achse parallele Strecke h der Ordinate y, so erfährt die Rolle eine 
zu hy proportionale Drehung 8 = a7!- hy, und umgekehrt ist hy gleich 
dem Produkte der Konstanten a und der Rollendrehung ô. 

Zur Bestimmung der Drehung ò liest man am Zählwerke die Stel- 
lung der Rolle am Anfang und am Schlusse der Bewegung des Schreib- 
stiftes über die Strecke k ab. Der Überschuß der zweiten Ablesung über 
die erste ist dann die mit dem richtigen Vorzeichen versehene Maßzahl 
ö der Drehung. Der Apparat ist so eingerichtet, daß dieser Überschuß 
das Vorzeichen von y hat, so daß die Konstante a positiv ist**). Eine 
bequeme Auswertung dieser Konstanten werden wir unten beschreiben. 


*) Bei konstanter Stellung «œ des Fahrarmes ist die Relativbewegung der 
Rolle gegen die Kugel ein ohne Gleitung vor sieh gehendes Abrollen. 

*) Man veränschauliche sich, daß bei Berührung der Rolle im Mittelpunkte 
des Kugelsegmentes (y = 0) keine "Rollendrehung eintritt, und daß zwei im Vor- 
zeichen entgegengesetzte Winkel œ (Ordinaten 4) entgegengesetzte Drebrichtungen 
der Rolle liefern. 
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In Fig. 11 sind zwei benachbarte Parallelstreifen und die an ihre 
Stelle tretenden, oberhalb durch PP,’ und P,P, begrenzten Rechtecke 
gezeichnet. Führen wir den Fahrstift über die Strecke PP,’ der Länge 
h, so gibt die mit a multiplizierte Rollendrehung ð den Flächeninhalt 
des Rechtecks Q P P Q,. Wir erhalten nun offen- . 
bar dieselbe Rollendrehung, wenn wir den Fahr- ç De el 
stift vom Punkte Q beginnend über die Ordinate { 
QP, dann über PP,’ und endlich von P,’ gerad- 
linig zum Punkte Q, der x Achse führen; die durch 
die Strecke Q P bewirkte Rollendrehung wird näm- j 
lich durch die im entgegengesetzten Sinne durch- 
laufene Strecke P/Q, wieder aufgehoben *¥). 

Wollen wir die Inhalte der beiden neben- 
einander liegenden Rechtecke QPP/’Q, uwd 4 Q 0 = 
Q, P Py Q, der Fig. 11 bestimmen, so reihen wir rig 11 
an die Durchlaufung der drei eben genannten 
Seiten des ersten Rechtecks die Beschreibung der Seiten Q, P), P,P;, 
PQ, des zweiten an. Dieses Verfahren können wir nun offenbar in der 
Art kürzen, daß wir die zweimal in entgegengesetzten Richtungen durch- 
laufene Strecke P,'Q, sparen, worauf die zu durchlaufenden Strecken 
ee a PP P E PAPE ON sind. 

Man überblickt jetzt sofort, wie wir den Gesamtinhalt aller n Recht- 
ecke herstellen, die unserer Rechteckregel (1) zugrunde liegen. Wir ha- 
ben mit dem Schreibstifte im Punkte x = a der x-Achse beginnend zu- 
nächst die am linken Rande liegende Ordinate y, zu beschreiben, sodann 
den treppenförmigen Rand des Rechtecksystems, der der z-Achse gegen- 
überliegt, zu durchlaufen und endlich längs der Ordinate y, zum Punkte 
x = b der x-Achse zurückzukehren. 

Bei wachsenden Werten n schmiegt sich nun der treppenförmige 
Rand enger und enger an das dem Integrationsintervalle angehörende 
Stück der Kurve der Funktion p(x) an. Für lim » = oo scheint demnach 
der mechanische Vorgang der Durchlaufung des treppenförmigen Randes 
einfach der Beschreibung jenes Kurvenstücks als „Grenze“ zuzustreben**). 


*) Zufolge des stetig wechselnden Winkels œ kann hier die Relativbewegung 
der Rolle gegen die Kugel aus einer Gleitung und einer Rolluny zusammengesetzt 
sein; doch brauchen wir auf den Vorgang aus dem im Texte angegebenen Grunde 
nicht näher einzugehen. 

**) Die Kurve selbst ist als „Grenze“ der Sehnenkeite aufzufassen, die wir bei 
der „Irapezregel“ als Rand benutzen. Um den im Texte sogleich mitzuteilenden 
Satz streng zu beweisen, hat man die Rollendrehung bei Beschreibung der Sehne 
PP, (s. Fig. 11) zu‘ untersuchen. Dieser Vorgang ist komplizierter, da neben 
einer Rollung eine Gleitung der Rolle längs der Kugel K eintreten kann. Einleuch- 
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In der Tat besteht der Satz: Man gewinnt den Wert des Integrales (1) 
als die mit a multiplizierte Rollendrehung ò, falls man den Schreibstift vom 
Punkte x = a der x-Achse über die zugehörige Ordinate, sodann über das 
genannte Stück der Kurve der Funktion y(x) und endlich über die zu x =b 
gehörende Ordinate zur x-Achse zurückführt. 

Der Umstand, daß bei der Deutung des Integrals durch einen Flächen- 
inhalt etwa unterhalb der x-Achse gegebene Flächenstücke mit negativen 
Maßzahlen zu versehen sind, kommt an unserem Apparate dadurch zum 
Ausdruck, daß der Drehsinn für Kurventeile unterhalb der x-Achse ent- 
gegengesetzt demjenigen der oberhalb der x-Achse gelegenen Kurven- 
stücke ist. Auch der Satz über Vorzeichenwechsel des Integrals bei Aus- 
tausch der Grenzen ist aus dem Spiele des Apparates einleuchtend; denn 
bei Durchlaufung der beiden Ordinaten und des Kurvenstückes vom Punkte 
z==b der #-Achse aus in entgegengesetzter Richtung kehrt sich der 
ganze Bewegungsvorgang einfach um. 

Für den Gebrauch des Apparates zur Ausmessung ebener Flächen- 
stücke kann man hieraus noch einen Vorteil ziehen. Will man z. B. das 
in Fig. 12 schraffierte Stück ausmessen, so wird 
man zunächst den Schreibstift vom Punkte z =a 
der z-Achse aus nach A, dann über die Kurve 
y=9,(x) bis B und von hier längs der Ordi- 
nate nach dem Punkte zb der x-Achse führen. 
Dies ergibt den Inhalt des von jener Kurve, 
den beiden Ordinaten und der «-Achse beran- 
deten Stückes. Beschreibt man sodann von z=b 
beginnend nochmals die Ordinate bis B, sodann 
die Kurve y = p(x) bis A und hierauf die 
Ordinate bis zum Punkte x =a der x-Achse, so kommen gerade die 
beiden überschüssigen Stücke der eben ausgemessenen Fläche in Abzug, 
und das unterhalb der x-Achse gelegene schraffierte Stück kommt mit 
richtigem (positiven) Zeichen hinzu. Wir können nun offenbar noch die 
beiden Ordinaten (die je zweimal in eutgegengesetzten Richtungen durch- 
laufen werden) einsparen und gelangen zu dem Satze: Umfahren wir mit 
dem Schreibstifte die schraffierte Fläche in der eben angegebenen Richtung 
vom Punkte A (oder auch von irgend einem anderen Randpunkte) be- 


tend ist indessen sofort, daß die eintretende Rollendrehung größer ist als die 
bei der Beschreibung von PP)’, und zugleich kleiner als die bei der Beschreibung 
von P”P, (s. Fig. 11). Hiermit sind aber die Vorbedingungen für die Heran- 
ziehung der Grenzbetrachtung in I, 24ff. gegeben, und man gelangt, indem man 
die Kurve als Grenze ihrer Sehnenkette faßt, zu einem strengen Beweise des im 
Texte aufzustellenden Satzes. 
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ginnend einmal vollständig, so ergibt die mit a multiplizierte Rollendrehung 
ô den Inhalt der umfahrenen Fläche. 

Dieses Ergebnis eröffnet uns zugleich die Möglichkeit, die Konstante 
a jetzt auf besonders einfachem Wege auszuwerten. Umfahren wir z. B. 
die Peripherie eines Kreises vom Radius 1*), so möge die Ablesevorrich- 
tung der Rolle die zugehörige Rollendrehung ð, ergeben. Dann ist a: ô, 
gleich dem Flächeninhalte des Kreises, d.h. gleich x, woraus nun ein- 


fach a = - folgt. 


7. Gaußsche Methode zur angenäherten Berechnang bestimmter Integrale**). 
Der Näherungsformel (5) S.69- für ein bestimmtes Integral lag die Annahme zu- 
grunde, daß die %,, Yı, Y2, ... Funktionswerte g(x) für ägquidistante Argumente 
Xy = 4, Xı =a+th,z,=a-+2h,.-- seien. In der ursprünglichen Summe (1) 
S. 48, welche uns das bestimmte Integral begründete, waren die Intervalle æ, — ,. 
£X, — &,,:-- keineswegs notwendig einander gleich, auch konnten die &,', 2‘, .., 
den Teilintervallen beliebig entnommen werden. Esliegt demnach nahe zu prüfen, 
ob man Vorteile erzielen kann, wenn man die genannte, der Formel (5) S. 69 zu- 
grunde liegende Annahme aufgibt. Indem wir die Integralgrenzen statt x, und x, 
gleich wieder a und b nennen, stellen wir folgende Frage: Wie muß man die 
Funktionswerte Y, Ya, Yss-.-Y, in „vorgeschriebener Anzahl v“ dem Intervalle ent- 
nehmen, um eine „möglichst günstige“, der Gleichung (5) S. 69 analog gebaute Nähe- 
rungsformel: 5 


í) Jo Dir= By + Bn +t Buy, 


zu gewinnen, und welches sind die dabei zu benutzenden Werte der Koeffizienten B,? 

Für eine fest ausgewählte Funktion p(x) ist diejenige Formel die günstigste, 
welche den am genauen Werte des Integrals nächst gelegenen Näherungswert er- 
gibt. Beziehen wir, wie geschehen soll, unsere Entwicklung auf eine noch nicht 
näher ausgewählte Funktion p(x), so ist zunächst zu erläutern, was wir unter 
einer „möglichst günstigen“ Annäherung verstehen wollen. Der Formel (5) S. 69 
liegt eine rationale ganze Ersatzfunktion v" Grades***) zugrunde, Ist insbesondere 
die Funktion g(x) selbst eine ganze Funktion »' Grades, so liefert die Nähe- 
rungsformel den genauen Integralwert. Dies folgt z. B. aus den Entwicklungen 
von S. 73 in der Art, daß die daselbst mit D, bezeichnete Differenz gleich 0 ist, 
falls g’+V(x) mit 0 identisch ist und also p(x) infolge von (13) S. 72 eine ganze 
Funktion »'* Grades ist. Allgemein können wir jene Entwicklungen und insbe- 
sondere die Formel (17) S. 73 durch folgende Aussage charakterisieren: Die An- 


*) Um dies bequem ausführen zu können, ist dem Apparat ein sogenanntes 
„Kontrollineal“ beigefügt. Dieses trägt an dem einen Ende eine Spitze, die in das 
Reißbrett eingesteckt wird und eine Drehung des Lineals um diese Spitze ge- 
stattet. Auf der oberen Seite des Lineals findet sich dann in der Entfernung 1 
von der Spitze eino kleine Vertiefung zum Einsetzen des Schreibstiftes, Bei ein- 
maliger Umdrehung des Lineals um die fixierte Spitze wird dann eben die Peri- 
pherie des Kreises vom Radius 1 sehr bequem durch den Schreibstift zurückgelegt. 

*) Diese Methode ist von Gauß im Jahre 1814 in der Abhandlung „Metho- 
dus nova integralium valoros per approximationem inveniendi“ entwickelt, s. Gauß’ 
Werke, Bd. 3, S. 163. 

.. ““») Hier wie oben ist dies so zu verstehen, daß der Grad die Zahl » nicht 
übersteigt. 


Fricke, Diferential- u. Integralreehnung. 11. 6 
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näherung der Formel (5) 8.69 an den wirklichen Integralwert besitzt denselben 
Grad der Genauigkeit, wie die Annäherung der durch die ersten (v1) Glieder 
der Taylorschen Reihe gegebenen ganzen Funktion v” Grades an die Funktion p(&). 

Im Anschluß hieran können wir die Bedeutung der Gaußschen Theorie so 
bezeichnen: Bei gegebener Anzahl v ist es möglich, ein Koeffizientensysien B, und 
eine Auswahl der Frunktionswerte y, derart ausfindig zu machen, daß der Grad 
der Annäherung der Formel (1) an den genauen Intiegralwert derselbe ist, wie der- 
jenige der von den 2v ersten Gliedern der Taylorschen Reihe gegebenen „ganzen 
Funktion (2v — 1)" Grades“ an die Funktion g(x). Speziell wird die Formel (1) 
den genauen Integralwert liefern, wenn p(x) selbst eine ganze Funktion (höch- 
stens) (2v — 1)" Grades ist. Es ist also die Graderhöhung von v auf (2v — 1) 
der ganzen Funktion bei gleichbleibender Anzahl » der Glieder in (1), welche den 
Vorrang der Gaußschen Methode begründet. Dabei liegt die Annahme zugrunde, 
daß die Taylorsche Entwicklung konvergiere; dann nämlich haben wir im allge- 
meinen eine um so bessere Annäherung an die Funktion g(x) zu erwarten, je 
größer die Gliederanzahl der Taylorschen Formel genommen wird, 

Bei der Durchführung der Rechnung erzielt man eine Erleichterung durch 
Einführung einer neuen Variablen z vermöge der Substitution: 

b—a b+a b—a 

(2) zu z#r "Ti dao u 02, 
da hierdurch die Integralgrenzen in z=—1 und z=-+1 umgeformt werden. 
Zur Abkürzung schreiben wir: 


@ a9 + 7) - 


wodurch das auszuwertende Integral, das wir kurz durch J bezeichnen wollen, 
die Gestalt annimmt: 


(4) T= fv% a4 fowaz 


Den Ansatz der Mac Laurinschen Formel (11) in I, 174 für n = 2v sehen wir bei 
der Funktion »(z) als zulässig an und schreiben abkürzend: 


1 
N 


(5) P) = a Haet a HH aa H Rale) 
wobei R,, die Bedeutung bat: ; 

zu 
(6) Ra = #92) E 


Durch Eintragung des Ausdrucks (5) der Funktion (z) in (4) und Integration 
folgt dann: 


+1 
1 1 1 1 U fe A 
(7) Sg a zur m tap% + R,,(2)dz. 
-1 
Sind nun 2,,2,,.-.;2, die im neuen Integrationsintervalle auszuwählenden 


Argumente, die die Funktionswerte der Näherungsformel liefern, so haben wir 
dem Ansatze (1) folgend mit v noch zu bestimmenden konstanten Koeffizienten C 
den durch N zu bezeiehnenden Näherungswert: 


(8) N= 0, yl) H Opl) tH t Cpe) 
zu bilden und diesen mit dem genauen Integralwerte zu vergleichen. Zu diesem 
Zwecke schreiben wir wieder unter Heranziehung von (5): 
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Y 


N= Y ao Fazit aht +0,,2!+ R,@) 


k=1 


oder unter Zusammenfassung gleicher Potenzen der z,: 


v Li Y 
(9) A DC, +a Dan +a Do Ares > 
PEI ESI k=1 


tan D Ot D OBa len) 
Sl k=1 


Man beachte nun, daß unsere Entwicklung bestimmt zu wählende z, bei 
einer beliebigen Funktion 4 (2) und also bei willkürlichen Koeffizienten ag, &,. Ag, 
anstrebt. Sollen demnach J und N in jedem Falle bis auf die vom Restgliede 
R,,(@) der Entwicklung (5) herrührenden Bestandteile gleich sein, so ist hierzu 
notwendig und hinreichend, daß in (9) die als Faktoren der a auftretenden Sum- 
men den entsprechenden Koeffizienten der a in (7) gleich sind, d. h. daß die fol- 
genden 2» Gleichungen bestehen: 


6+G+G+--+64=1, 
Ci 2, + Oza + Cs 2s +: -+0,2,=0, 


Oan e e a (=, 
a0) 3 


1 
Gt a a + 0,zrt 3—1’ 


O + Gr art E 


Diese 2v Gleichungen, welche mit der Funktion (2), wie man sieht, nichts 
zu tun haben, sind nun als Bestimmungsgleichungen für die v Argumente z, und 
die v Koeffizienten C, zu benutzen. Haben wir ein den Bedingungen 2,1 
genügendes Lösungssystem gewonnen, so gilt für den mit Hilfe desselben berech- 
neten Näherungswert N und den genauen Integralwert J: 


+1 v 
166) = 4fEr@d— Doro), 
Ei, k=i 


womit unser obiger Satz über den Grad der Annäherung von N an J in der Tat 
bestätigt ist. 

Der niederste Fall, der praktische Bedeutung haben kann, ist v—=2, wo es 
sich um die Auflösung der vier Gleichungen handelt: 


%+6=1 O, t, + CZ = 0, 


1 
Ga’ toa’ =g. 012,” + 032 = 0. 


Da man leicht einsieht, daß keine der Zahlen C, , z, verschwindet und Za Von 2, 
verschieden ist, so folgt aus der zweiten und vierten Gleichung 2,?=z,? und also 


%,=—2,. Die erste und dritte Gleichung liefern daraufhin: 
il 1 1 
ar + 0e 2,040) I u; 2, =+ = 


v3 


6? 
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sofern wir die z, nach wachsender Größe angeordnet denken. Aus C, + C, =1 
und C, — C, = 0 ergeben sich endlich die ©. Für v= 2 haben wir somit das Lö- 


sungssystem: 1 1 
(12) T= aa a A 

Im nächsten Falle v= 3 haben wir die Auflösung der sechs Gleichungen 
ann +6 +91, 


C, 2, + Oo Za + Cs 2s = 0, 


1 
C12? + Oz” + Osz? = y 
(13) i a 5 m 
0,21 + Ce Ze” + Cs Zs” = 0, 
0,2 t O2 t Oz 


Ci z" + Caa” + O2 = 0. 


Wir wollen gleich der Symmetrie Rechnung tragen, die beim Gleichungssystem 
(13), wie allgemein bei (10), vorliegt und auch am Lösungssystem (12) hervortritt*), 
und setzen zu diesem Zwecke: 


C; =C, Z =—2, el 
in (18) ein, wodurch die zweite, vierte und sechste Gleichung sofort erfüllt wer- 
den, während der Rest die Gestalt annimmt: 
1 
Baer 20a =g 2,41 - 2: 


Wir ordnen die g, wieder nach wachsender Größe und finden: Für v=3 ist das 
Lösungssystem gegeben dureh: 


4 3 
1) v=3, 0-G =, 0-5, n =-=- Ž=— or, m= 
Auch im nächsten Falle v = 4 setzen wir der Symmetrie entsprechend: 
0 =0,, C; = Cz, a= Fn GSRh 


in das für v == 4 anzusetzende System (10) ein, wodurch vier unter den aufzulö- 
senden Gleichungen sofort erfüllt werden. Die übrigen vier ergeben: 


1 1 
CG 0z? + Oaa = o 
1 
G2°+ Ga = i Gar az 
Die Elimination von C, aus je zwei aufeinander folgenden Gleichungen liefert: 
32,°—1 ] Bez 72,5 
O; (2,°— 2") = a 0,24’ 2°) = 30 TOPAT m 70 i 


Demnach gilt weiter: 
S2 72,°—5 u WE 
sv wer Ver 


*) Die Symmetrie ist natürlich in der symmetrischen Anordnung des Inte- 
rationsintervalle um den Punkt z = 0 begründet. Übrigens ist die aufzustellende 
Lösung die einzige des Systems (13). 
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oder nach leichter Umrechnung: 
6 3 
We 2 Pe 
2 7^ + Br 0, 


Auf entsprechendem Wege ergibt sich für z, dieselbe Gleichung. Wir ordnen die 
2, wieder nach steigender Größe an und bestimmen jetzt leicht auch noch C, 
und (,. Für v=4 haben wir damit das Lösungssystem gewonnen: 


(15) vd 


a=—-a=— V3 (8+2 V$) =- 04001, 
1/(. -aN 

a=—-3=— 4 s—:V$)=- s 

E a ; ( : 0,16999 


Natürlich gestalten sich die Lösungen des Systems (10) bei wachsendem v 
immer schwieriger. Indessen ist leicht zu übersehen, daß, wenn die Rechnung 
beim einzelnen v einmal durchgeführt ist, der Ansatz für alle Funktionen (2), 
soweit sie konvergente Entwicklungen (5) gestatten, damit in fertiger Form her- 
gestellt ist. 

Um an einem einfachen Beispiele die Brauchbarkeit der entwickelten Re- 
geln zu erläutern, wollen wir das Integral: 


4 


x 


2 


zunächst mit Hilfe der zu »=3 gehörenden Näherungsformel berechnen. Hier 
ist zu setzen z= z + 3, da = dz, sowie: 


Bat YO 


Der Näherungswert N ist: 


w= Vitio) 


und also bei der Bedeutung der Funktion 4p (2): 


5 2 2 4 2 
N = = ea 2 i t 
18 3 3 9 3 
ya s+ V5 
26 8 


N = ir H gg = 0,9812... 


Der auf fünf Stellen genaue Wert ist In 2 = 0,69315, so daß mit diesem geringen 
Rechenaufwande ein erst in der fünften Dezimalstelle um drei Einheiten abwei- 
chender Näherungswert erzielt ist. 
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Bei Anwendung der zu v = 4 gehörenden Regel auf das ba (16) folgt: 


N Vie) Graz) 


Ve 


was sich sofort zusammenzieht zu: 
445 
Im > 0,6931464 » - - 
Der auf acht Stellen genaue Wert aber ist 0,69314718, so daß der Näherungswert 
um weniger als eine Einheit der sechsten Stelle abweicht. 


Kapitel III. Integrationen bei mehreren Variablen. 


1. Die Bogenlänge der Kurven und das Linienintegral. Eine ebene 
Kurve sei in rechtwinkligen Koordinaten durch die Gleichung y = f(x) 
gegeben. Die Funktion f(x) sei in einem abgeschlossenen Intervalle 
a<xz<b eindeutig und stetig und besitze daselbst eine gleichfalls ein- 
deutige und stetige*) erste Ableitung f’(x). Es ist dann zunächst mög- 
lich, die „Bogenlänge“ des dem Intervalle angehörigen Bogenstücks der 
Kurve zu erklären **). 

Wie oben (S. 48) zerlegen wir das Intervall in » Teilintervalle durch 
die Teilpunkte x,,2,,...2,_ı, die wir in der Richtung von a nach b 
und also nach steigender Größe angeordnet denken, und schreiben der 
Gleichmäßigkeit wegen a = zp, b = g,- Zur Abszisse yx, gehöre die Kur- 
venordinate y, = f(x,). Die Endpunkte (x,_,,Y%_ı), (Zr Yr) zweier auf- 
einander folgender Ordinaten verbinden wir geradlinig durch eine Kurven- 
sehne, deren Länge wir durch o, bezeichnen: 


(1) o, = + Va) + HN)" 
Die den n Teilintervallen zugehörigen Sehnen bilden eine „Sehnenkette“, 
deren Gesamtlänge: 


(2) Da- = +V + Ao~ 2, ai). (2 — %-1) 


geen werden kann. 


*) Die folgende Betrachtung überträgt Soi Taai auch auf den Fall, daß 
fx) im Intervalle „abteilungsweise“ stetig ist (s. S. 60). 

**) Dies geschah bereits in I, 30 und 109 auf Grund einer mechanischen Vor- 
stellung; der Integralbegriff macht diese Vorstellung jetzt überflüssig. 
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Nun ergibt sich aus dem Mittelwerte (9) in I, 135: 


ahnt N) Prin: , 
— -= f'(x a O e 
zT, sr, | G) k k—1 «(2% 1) 
wo also y; ein dem X'* Teilintervalle angehörender Punkt ist. Die Ge- 
samtlänge der Sehnenkette kann demnach auch so dargestellt werden: 


2% =Š air LESI (2 — Ty) 


Nach der Konvergenzbetrachtung von 8.48#. strebt diese Summe 
einem bestimmten endlichen Grenzwerte zu, wenn wir lim % = œœ vor- 
schreiben und dabei natürlich jedes Teilintervall „unendlich klein“ wer- 
den lassen. Die Sehnenkette schmiegt sich dabei enger und enger an das 
dem Intervall a < x <b angehörende Kurvenstück an, und es entspricht 
demnach unserer Anschauung der Kurve, wenn wir den nach 8. 50 durch: 


(3) s= T V1 +f (e) de= T A dz 


zu bezeichnenden Grenzwert als die „Bogenlänge“ s jenes Kurvenstiickes be- 
zeichnen. Verstehen wir gleich allgemeiner unter s die von dem Anfangs- 
punkte des Intervalls bis zu einem beliebigen Punkte x desselben ge- 
messene Bogenlänge der Kurve, so hat dieser Wert s als Funktion von 


x nach (3) 3.55 die Ableitung: 
d a NA 
4) de _VIHF, 


was uns in der Tat zu der Regel (2) in I, 112 zurückgeführt hat. Für 
das „Bogendifferential“ der Kurve erhalten wir die Daftellung (3) in 
1, 112 wieder; das Integral (3) heiße entsprechend das „Bogenintegral‘‘ 
unserer Kurve. 

Ist übrigens die Kurve nach (1) in 1,274 durch ein Gleichungenpaar: 


6) = ph), " y=vÜ) 

gegeben, und wollen wir ¢ als unabhängige Variable in das Bogeninte- 
gral (3) einführen, so hat dies der Regel (7) 3.56 entsprechend zu ge- 
schehen, die natürlich auf die vorliegenden Bezeichnungen umzurechnen 
ist. Hierbei ist, wie schon in I, 285 ausgerechnet ist: 


ri r Ar d pa 
f'(a) =y = 20, de= dt = g'(i)dt 
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zu setzen, und wir erhalten als die der Kurvendarstellung (5) entsprechende 
Darstellung des Bogenintegrals: 


(6) s= Ypa +y (Hdt, 


wenn « und ß die den Werten a und b von x entsprechenden Werte von 
t sind*). 

Etwas umständlicher ist die Erklärung der Bogenlänge einer Raum- 
kurve. Wir stellen eine solche nach (5) in I, 321 durch die Gleichungen: 
0) z= op), y =v ®, a2) 
mittelst einer vierten unabhängigen Variablen ¢ dar und nehmen an, daß 
die Funktionen p(?), Y(t), x(f) samt ihren ersten Ableitungen im end- 
lichen abgeschlossenen Intervalle «<< ß eindeutig und stetig seien**). 
Wie in I, 328 setzen wir ferner voraus, daß in keinem Punkte des Inter- 
valles die drei Ableitungen p’(t), %’(f), y (È) gleichzeitig verschwinden; 
das zu betrachtende Kurvenstück hat dann in jedem Punkte eine be- 
stimmte Tangente (s. I, 325). 

Die senkrechte Projektion der Kurve auf die x, y-Ebene ist durch 
die beiden ersten Gleichungen (7) darstellbar. Sie besitzt eine Bogen- 
länge, die wir, vom Punkte t = « bis zu einem beliebigen Punkte i des 
Intervalles gemessen, durch s bezeichnen; zufolge (6) gilt alsdann: 


(8) = Vp F VO 


Wir können nun 2 als stetige Funktion dieser Bogenlänge s auffassen. 
Die erste Ableitung dieser Funktion z von s: 
dz x 
a ar 
ist dann gleichfalls im ganzen Intervalle stetig, falls daselbst nirgends 
g (t) und »’(f) gleichzeitig verschwinden, oder (geometrisch gesprochen) 
wenn in keinem Punkte des Kurvenstücks die Tangente parallel zur 
2-Achse läuft***), 


*) Der Kürze halber ist p’(f)>0 als im Intervalle zutreffend angenommen. 
Übrigens vgl. man hier und weiterhin die Entwicklungen von I, 310#. 

**) Auch abteilungsweise stetige p’(t), p(t), y (t) würden keine Schwierig- 
keiten machen. 

+*+) Sollte ein soleher Punkt vorkommen, so wird man dessen Umgebung be- 
sonders betrachten, indem man daselbst nicht z, wie im Texte, sondern x oder y 
bevorzugt. Die Symmetrie des abzuleitenden Schlußergebnisses wird zeigen, daß 
die Annahme des Textes die allgemeine Gültigkeit jenes Ergebnisses nicht beein- 
trächtigt. 
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Jetzt teilen wir das Intervall durch (nr — 1) nach wachsender Größe 
angeordnete Werte &,,t,,...t,_, in z Teilintervalle und schreiben wie 
üblich « = f, 8 = t,. Markieren wir die betreffenden Punkte (z,, Yp, zò 
auf dem Stücke der Raumkurve und verbinden je zwei aufeinander fol- 
gende Punkte geradlinig, so erhalten wir eine „Sehnenkette“ der Raum- 


kurve, und die Länge der k unter diesen Sehnen ist: 


(9) Var te) E + (2 — 21)” 
Die Projektion der A“ Sehne auf die z, y-Ebene ist die etwa wieder durch 
6, zu bezeichnende zugehörige Sehne: 


o= Var 1) + %— VE 
der schon betrachteten ebenen Projektion unserer Raumkurve. Nennen 
wir das ihr entsprechende Bogenstück dieser ebenen Kurve 4s, und 
schreiben zur Abkürzung 2, — 2,_,= íZ, so können wir die Länge (9) 
der k Sehne der Raumkurve En so darstellen: 


w Vata Var) CH): 
Nun gilt jedenfalls: 
nn 


da die Sehne 6, keinesfalls größer als der Bogen 4s, ist. Sind aber A 
und B irgend zwei den Bedingungen: 


+! all: 0<B<1 
genügende Zahlen, so zeigt man ohne Mühe das Bestehen der Unglei- 
chungen: VÄ-B<VA-B<ya. 


Die Anwendung auf die in (10) rechts stehende Wurzel lehrt nach Mul- 
tiplikation mit /s;: 
(11) 43V +E. +( za) -EDE SVE tasyi E 2): 
Weiter folgt aus 6, 3 As, ae 
(4s) — a = (As, + 0,)(1s,— 6) <248,(1s,— Sih 
nr <2(48,— 0). 


Ersetzen wir also in (11) links den Subtrahenden durch die nicht klei- 
nere Zahl 2(4s,— o), so folgt: 


As: Vır(a in )—2(48- 5) S Vo + (da L As: Yırlda 2a) 
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Hiernach können wir die Gesamtlänge der Sehnenkette der Raum- 
kurve in folgende Schranken einschließen: 


i SVE =) a ST) 


k=1 


< $ Vot (277S 2 Vi +(e 


wo s = = I As, die Bogenlänge der Projektion unseres Raumkurvenstückes 


ist. Bon Grenzübergange Inn = œ wird nun, wie bereits für die ebenen 


Kurven festgestellt ist, lim 5 6,= s$, und also folgt sofort: 
k=1 


(12) lim = (e MH nt a 3-1)’ 
Pt 
= lim > V! +) ds, 
=i 


Die rechts stehende Grenze ist (vgl. die an (2) angeschlossene Betrach- 
tung) das bestimmte Integral: 


as) fyn Ei, 


unter der oberen Grenze s wieder die Länge der Projektion unseres Kurven- 
stücks verstanden. Beim Grenzübergange nähert sich also auch die Ge- 
samilänge der Sehnenkette unserer Raumkurve einer bestimmten durch (13) 
gegebenen endlichen Grenze, die wir als „Bogenlänge“ des fraglichen Kur- 
venstücks erklären. Führen wir t wieder als unabhängige Variable ein, so 
transformiert sich das Integral (13) in: 


fr 1+( .) ) ds- NW (4) ) (2) eu VETE (4) ) at. 


Hier schreiben wir endlich noch %’(£) für A und ersetzen ® = durch seinen 


Ausdruck (8). Auf diese Weise erhalten wir die gleich selbst wieder durch 
s zu bezeichnende Bogenlänge des Raumkurvenstückes dargestellt durch das 
„Dogenintegral“ : 


7 
(14) s= | Vp F v Fr C dt. 
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Fassen wir bei einer im Intervalle variablen oberen Grenze t die 


Rogenlänge s als Funktion von £, so gilt nach (3) S. 35 für deren Ab- 
leitung in bezug auf Et: 


(15) ZVrt OTO, 


eine Gleichung, die wir bereits in I, 332 unter (1) gewonnen hatten, Das 
„Bogendifferential“ der Raumkurve ist dann weiter durch die in I, 332 
unter (2) gegebene Gleichung dargestellt. Übrigens gewinnen wir, falls 
y(t) und damit y’(t) konstant gleich O sind, die auf die ebenen Kurven 
bezogenen Gleichungen als Spezialfälle der vorstehenden Gleichungen. 

Eine für die Rechnungen besonders bequeme Darstellung der Raum- 
kurve erhalten wir, falls wir an Stelle der Variablen ¢ direkt die von 
einem geeigneten Anfangspunkte (Nullpunkte) gemessene Bogenlänge s 
als unabhängige Variable einführen. Wir schreiben dann x(s), y(s), z(s) 
als Funktionen von s und haben übrigens von dieser Darstellung in 
I, 332ff. bereits ausgedehnten Gebrauch gemacht. 

Es sei jetzt in einem abgeschlossenen räumlichen Bereiche, in dessen 
Innerem das betrachtete Stück unserer Raumkurve liegt, eine eindeutige 
und gleichmäßig stetige Funktion f(x, y, z) gegeben (s. I, 94ff.). Dann ist 
auch f(z(s), 4(s),2(8)) eine „längs des Kurvenstücks“ eindeutige und stetige 
Funktion von s. Sind also a und b zwei dem Kurvenstücke angehörige 
Werte von s, so ist es möglich, das Integral: 


b b 
(16) SEE u 245 = f Feo, yo, 26) as 


zu bilden, Wir können dieses Integral unter Zugrundelegung der Raum- 
kurve (an Stelle der Zahlenlinie für x) auch als Grenzwert der Summen 
der Gestalt: 


> Fax, Yer e) (5 — Sri) 
k=1 


fassen, wie man leicht verstehen wird. Analytisch hat sich, indem wir s 
als unabhängige Variable ansehen, hier gegenüber 8. 48ff. nichts geän- 
dert; der einzige Unterschied liegt in der geometrischen Deutung, inso- 
fern wir jetzt s nicht auf der „Zahlenlinie“, sondern auf unserer Raum- 
kurve deuten und entsprechend f(x, y,2) als eine auf der Kurve gegebene 
Funktion denken. Das so gedeutete Integral (16) bezeichnen wir als ein 
„Kurven-“ oder „Linienintegral“. Wollen wir übrigens zum Gebrauche 
der Variablen t zurückkehren, so wandelt sich das Linienintegral (16) 
in die folgende Gestalt um: 
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A f 
ə H d 
a J f(x, 9, 2) ds =J fo, vO, ROTE 


unter & und ß die den Werten s = a und s =b entsprechenden Werte 
von £ verstanden. 


2. Begriff und Deutang des Flächenintegrals in der Ebene. In der 
x, y-Ebene sei ein von einer in sich zurücklaufenden Kurve berandeter, 
endlicher „abgeschlossener“ Bereich B gegeben (s. Fig. 13), dem ein be- 
stimmter Flächeninhalt zukommt; dieser Inhalt 
werde durch œ bezeichnet. Im Bereiche B sei 
ferner eine eindeutige und daselbst gleichmäßig 
stetige Funktion f(x, y) gegeben. 

Den Bereich B denken wir in n Teilbereiche 
zerlegt, unter n irgend eine positive ganze Zahl 
verstanden. Diese Zerlegung kann in mannig- 
fachster Weise geschehen. So ist z. B. in Fig. 13 
eine Zerlegung durch zwei einander überkreuzende Systeme von Kurven 
ausgeführt. In Fig. 14 ist links eine Einteilung durch regelmäßig ange- 
ordnete Kreise eines gegebenen Radius angedeutet, wobei die einzelnen 
Teilbereiche entweder Kreisflächen oder Flächen von Kreisbogendrei- 
ecken sind, und wobei natürlich am Rande 
von B Teile solcher Flächen auftreten. In 
Fig. 14 rechts ist eine Einteilung durch an- 
einander gebaute Rechtecke veranschaulicht. 
Doch kann jede andere Art der Einteilung 
ebenso gut zugrunde gelegt werden. 

Da die Anzahl n der Teilbereiche endlich 
sein sollte, so können wir diese Bereiche in einer 
bestimmten Reihe angeordnet denken. Wir nennen die Inhalte der Teil- 
bereiche bei der gewählten Anordnung 4 0,, fo,,..., fo,, so daß sich 
der Gesamtinhalt œ des Bereiches B als folgende Summe darstellen läßt: 


(1) 0 - 40, 


Für die Entfernungen irgend zweier Randpunkte des k‘” Teilbe- 
reiches Aa, existiere eine obere Grenze. Ist diese obere Grenze nicht 
größer als eine vorgeschriebene Zahl z, so ist die Fläche fo, sicher 
kleiner als der Inhalt xë des Kreises vom Radius e. Gilt diese Annahme 


è 
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für alle n Teilbereiche, so ist die in (1) rechts stehende Summe <nz?, 
d. h. wir folgern: A 

2 
(2) oa<nze, nosa 


Nimmt demnach & gegen die Grenze 0 ab, so ist einleuchtend, daß die 
in (2) angegebene untere Schranke für die Anzahl n der Grenze oo zustrebt. 

Wir verstehen nun unter (x,,%,) irgend einen Punkt des A*" Teil- 
bereiches, multiplizieren den daselbst stattfindenden Funktionswert f(x,,%;) 
mit /o, und summieren die Produkte: 


(3) D Nev Y) J0;. 
#=1 


Hier haben wir einen Ansatz, der dem auf das Intervall a <z <b der 
Zahlenlinie bezogenen Ansatze (1) S.48 genau nachgebildet ist. Dabei 
besteht auch hier die Tatsache, daß beim Grenzübergange lim è = 0 un- 
abhängig davon, wie wir beim einzelnen & die Teilbereiche und die denselben 
angehörenden Punkte (z,, y,) wählen mögen, die Summenwerte (3) einer 
bestimmten endlichen Grenze zustreben. 

Den Beweis gründen wir wieder auf die Endlichkeit des Inhaltes œ 
vom Bereiche B und die gleichmäßige Stetigkeit der Funktion f(z, y) im 
Bereiche, und zwar erweist sich die Betrachtung von S. 48ff. ohne jede 
grundsätzliche Änderung übertragbar. Wir wählen eine Zahl ö > O be- 
liebig klein und berechnen ô’ aus ò = œ. ô’. Dann können wir nach 
I, 94 eine positive Zahl A derart angeben, daß: 


Nein) — Fe y) <o 
zutrifft für je zwei dem Bereiche B angehörende Punkte (x, y) und (x,y » 
deren Abstand nicht größer als A ist: - 
(=a) (y'= L 
Man berechne jetzt € aus A = 2e und bestimme, daß nur noch solche 
Summen (3) zugelassen werden, bei denen die Entfernungen irgend 
zweier Randpunkte jedes einzelnen Teilbereiches < e sind. Irgend zwei 
hiernach noch zulässige Summen (3) mögen n und m Glieder haben und 
entsprechend durch £, bzw. Z,, bezeichnet werden. Zum Vergleiche der 
beiden Summen lagere man die beiden zugehörigen Einteilungen von B 
übereinander. Hierdurch entstehe eine neue Einteilung in ? Teilbereiche 
der Inhalte 4'0, 1’@,,..., 1'®. Die beiden Summen £, Z, gestatten 
dann die Darstellungen: 


i ı 
2,= Dna, W) A ps En => fæ’, Ya ) A O 
k=l k=1 


vr 7NYV 
ATEMA 
A ARINET t 
ciftörg.p miii 
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welche sich auf dieselbe Zerlegung des Bereiches B beziehen. Auch folgt, 
da (2%, W), (2k, Yp) Punkte aus zwei übereinander greifenden Bereichen 
der ursprünglichen Teilungen von Æ, und 2, sind: 


tu <r—H, 
so daß für die zugehörigen Funktionswerte: 


Na) - fan m) E 
zutrifft. Der Schluß auf die Gültigkeit der Ungleichung: 
|En - |< 
ist damit einleuchtend. Die Fortsetzung des Beweises gestaltet sich ge- 
nau wie 5. 50. 


Den eindeutig bestimmten endlichen Grenzwert der Summen (3) be- 
zeichnet man durch das Symbol: 


z (8) 
(4) Im fie, ydo = | fe y)do 


und nennt ihn das „Flächenintegral“ des Differentials f(x, y)do für den 
„Integrationsbereich“ B. 

Indem wir uns vorbehalten, auf die Berechnung der Flächenintegrale 
sogleich zurückzukommen, wollen wir zunächst eine erste geometrische 
Deutung dieser Integrale entwickeln. Wir führen zu diesem Zwecke recht- 
winklige Raumkoordinaten z, y, z ein und denken der bequemen Sprech- 
weise halber die v, y-Ebene horizontal gestellt. Die Funktion z = f(z, y) 
welche im abgeschlossenen Bereiche B eindeutig und gleichmäßig stetig 
sein sollte, haben wir dann nach 1,95 durch eine Fläche zu deuten, 
welche für jeden Bereichpunkt (x, y) einen Flächenpunkt (z, y, 2) liefert 
und also den Bereich überspannt. Denken wir uns am Rande des Be- 
reiches einen Zylinder mit zur z-Achse parallelen Mantellinien errichtet, 
so können wir uns die Fläche der Funktion f(x, y) in diesen Zylinder 
eingehängt denken. 

Die Deutung des Flächenintegrals ist dann durch folgenden Satz 
gegeben: Der Raumteil oder die Raumteile, welche durch die Fläche der 
Funktionen z = f(x, y), die längs des Randes von B errichtete Zylinder- 
fläche und die x,y-Ebene begrenzt werden, besitzen einen bestimmten Raum- 
inhalt, dessen Maßzahl durch das Flächenintegral (4) gegeben ist. Dies 
entspricht genau der Deutung eines bestimmten Integrals durch einen 
Flächeninhalt (s. S. 54 und I, 104). Entsprechend der damaligen Vor- 
zeichenbestimmung sind hier die Maßzahlen der Raumteile mit positiven 
oder negativen Zeichen zu versehen, je nachdem diese Teile oberhalb oder 
unterhalb der z,4-Ebene liegen. Durchdringt die Fläche die x, y-Ebene, 
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und kommen also sicher mehrere Raumteile vor, so ist der gesamte 
Rauminhalt die Summe der mit ihren richtigen Vorzeichen versehenen 
Teilinhalte. 

Der Beweis unseres Satzes ist nach dem Vorbilde der Entwicklung 
von I, 24ff. zu führen. Der bequemen Sprechweise halber nehmen wir an, 
daß die Fläche der Funktion f(x, y) ganz oberhalb der x, y-Ebene liegt. 
Wir führen eine unserer Zerlegungen des Bereiches B in n Teilbereiche 
A0, Az, A0, ein. Der größte im „abgeschlossenen“ Teilbereiche 
40, eintretende Funktionswert f(x, y) finde an der Stelle (x,, y,), der 
kleinste an der Stelle (z,',y,) statt. Über 4w, steht nun von dem aus- 
zumessenden Raume ein etwa als eine „Säule“ zu bezeichnendes Stück, 
das oben durch das senkrecht über Io, liegende Stückchen unserer 
Fläche der Funktion f(x,y) und seitlich durch einen längs des Randes 
von A, errichteten Zylindermantel begrenzt ist. Ersetzen wir das obere 
Flächenstückehen durch ein in der Höhe f(x,, y,) zur x,y-Ebene parallel 
laufendes Ebenenstückchen, so wird dadurch eine jene Säule ganz um- 
fassende Säule des Inhaltes /(z,, y,) fo, hergestellt. Wählen wir aber 
das zur x,y-Ebene parallele Ebenenstückchen in der Höhe f(z,', y/), so 
entsteht eine in der zuerst genannten Säule gänzlich enthaltene Säule 
des Inhaltes f(x, , y,) f®;. © 

Nun verfahre man genau nach I, 24ff. und bilde die Summen: 


(5) > fr, 9) 10%, 2 fr, Y) A os 


von denen die erste den Inhalt eines Raumes darstellt, der den auszu- 
messenden Raum als Teil enthält, während die zweite den Inhalt eines 
Raumes liefert, der im auszumessenden Raume als Teil enthalten ist. 
Für lim s = 0 nähern sich beide Summen (5) ein und demselben Grenz- 
werte, nämlich dem Flächenintegrale (4). Diesen Grenzwert haben wir 
nun als Inhalt des auszumessenden Raumes zu erklären, und damit ge- 
langen wir in der Tat zu der ausgesprochenen Deutung des Flächeninte- 
grals (4). 

Wir stellen endlich noch einen dem ersten Mittelwertsatze (14) S. 57 
entsprechenden Satz für das Flächenintegral (4) auf. Ist m der kleinste 
und AZ der größte Wert der Funktion f(x, y) im abgeschlossenen Bereiche 
B, so folgt aus der Erklärung des Flächenintegrals leicht: 


ne Ir, y)do < Mo. 


Das mit œ- multiplizierte Integral liefert somit einen Wert F, der dem 
Intervalle m < F< M angehört. Ziehen wir nun von dem Punkte bzw. 
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von einem der Punkte, wo f(x, y) sein Minimum annimmt, im Bereiche 
B eine Kurve nach einer Stelle, wo f(z, y) den Wert M annimmt, so 
tritt wegen der Stetigkeit der Funktion längs dieser Kurve mindestens 
ein Punkt (z,, Y) auf, in dem f(x, y) den Wert F annimmt: Man kann 
im Bereiche B (auf unbegrenzt viele Arten) einen Punkt (£5, Ya) so wählen, 
daß die Gleichung: m» 

(6) JEE n) do = of, o) 


besteht. Der Wert f(x,, Yọ) ist als „Mittelwert“ oder „mittlerer Wert“ der 
Funktion f(x, y) im Bereiche B zu bezeichnen. 


3. Die Doppelintegrale und die Berechnung der Flächenintegrale. 
Durch: 
(1) asızı, Osysl 
sei ein abgeschlossener endlicher Bereich der x,y-Ebene festgelegt, in 
dem eine eindeutige und gleichmäßig stetige Funktion f(x, y) gegeben 
sei. Dann ist für irgend ein bestimmtes, dem Intervallea < x <b ange- 
hörendes x die Funktion f(x, y) im Intervalle 0 < y < 1 eindeutig und 
stetig. Das Integral: 


(2) Sie y)dy = F(a) 


hat demnach einen bestimmten endlichen, durch das ausgewählte z be- 
dingten Wert und werde als Funktion von x durch F'(x) bezeichnet. 

Diese Funktion F(z) ist im Intervalle a<z <b gleichmäßig stetig. 
Ist nämlich ò > 0 beliebig klein gewählt, so ist nach I, 94 eine posi- 
tive Zahl A angebbar, so daß: 


(3) fa, —-fa,y)|<d 


für je zwei Werte x, und z, des Intervalles zutrifft, für welche |,— m, | <A 
gilt. Nun ist nach dem Satze (5) S. 55: 


Fa) — Fi) = f Fea, 9 — fa, 9) dy, 


und also folgt aus (3): 
| F(a) — F(z,)| < ô, 
sobald |, — x, | < 2 ist. Damit ist die gleichmäßige Stetigkeit von F(x) 
erkannt. 
Statt der oberen Grenze 1 wollen wir jetzt eine mit x veränderliche 
obere Grenze g(x) einführen, indem wir g(x) im Intervall a <w <b irgend- 
wie als eindeutige stetige Funktion von x gewählt denken. Auch jetzt ist: 
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ga) 


(4) ahi f(z, y)dy = Fe) 


für jedes x des Intervalls eine bestimmte endliche, durch x bedingte Zahl, 
die als Funktion von g gleich wieder durch Fr) bezeichnet werde. Auch 
diese Funktion von x ist im Intervalle a Sy <b gleichmäßig stetig. 
Führen wir nämlich beim einzelnen x statt y eine neue Integrationsvariable 
y’ durch y =y" - g(x) ein, so entsprechen den Grenzen y = 0 und y =g (x) 
die neuen Grenzen y'= 0 und y'= 1, und es tritt an Stelle von (4): 


Fla) = f Fæ, y ga) ga) dy’, 


woraus die Stetigkeit der Funktion F(x) ersichtlich ist. 
Wir führen nun einen endlichen abgeschlossenen Bereich B in der 
x, y-Ebene ein, von dem wir vorerst annehmen wollen, daß sein Rand 
von keiner zur y-Achse parallelen Geraden in mehr als zwei Punkten ge- 
troffen wird (s. Fig. 15, S.98). Die Abszissen der Bereichpunkte mögen das 
Intervall a <x <b liefern. Der obere Rand des Bereiches sei, wie die 
Figur andeutet, die Kurve der Gleichung y = g(x), der untere die Kurve 
der Gleichung y=g9,(x). Da nach den Sätzen (1) und (2) S. 54 und 55: 
92 @) 92(2) 91 (2) 
Fe) = fo, y)dy M f(e, y)dy — q" fa, y)d 
9) 
geschrieben werden kann, so ist auch die hierdurch erklärte Funktion 
F(x) im Intervalle a < x < b eindeutig und gleichmäßig stetig. Dem- 
nach hat das Integral: 


b ne) 
(5) SFte)ar =f (J 1 way)az $ 


einen bestimmten endlichen Wert. 

Wir bezeichnen das in (5) rechts stehende Integral als ein „Doppel- 
integral“ und können leicht den Satz beweisen: Das Doppelintegral (5) 
ist gleich dem auf den Bereich B bezogenen Flächenintegrale von f(x, y): 

92() 
(6) i (a f. fie y)dy) da - "ff, y) do, 
eine Gleichung, welche uns in den Stand setzt, die Berechnung des Flächen- 
integrals durch die Berechnung zweier bestimmter Integrale zu leisten. 

Zerlegen wir nämlich das Intervall a <x <b in eine ausreichend 
große Anzahl n von Teilintervallen der Längen 4x, 42,,..., 1x,, so 
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läßt sich entsprechend das Integral (5) in » auf diese Intervalle bezogene 
Teilintegrale zerlegen. Auf jedes dieser n Teilintegrale wenden wir den 
Mittelwertsatz (14) S.57 an und’können demnach v jenen Intervallen 
angehörende %,,23,...,%, so wählen, daß 


b n P(r) 
SEO is = X Fa) Fa) = ff 9) dy 
a k=1 ne) 


zutrifft. Auf das einzelne der rechts stehenden Integrale wenden wir eine 
entsprechende Zerlegung an, indem wir das Intervall g, (£2) S Y S 9 m), 
in eine ausreichend große en n, von Teilintervallen 4y,,, A Yrs- - 
IYr, n, zerlegen. Der Mittelwertsatz liefert dann eine Darstellung: 


"k 
Fiz) = DE, Ya) Ayın 
Zi 


und also erhalten wir für unser Doppelintegral den Ausdruck: 


d 


> ne) 3 "x 
(1) J (Sie y) dy) de= D (Do, Yri) Ata) AT 


Die rechts stehende Summe läßt sich nun leicht zum Ansatze (4) 
S. 94 des Flächenintegrals in Beziehung setzen. Der einzelne Parallel- 
streifen der Breite 4x,, der unseren Bereich parallel zur y-Achse durch- 
setzt, erscheint, wie Fig. 15 andeutet, 
mit einer Kette von n, Rechtecken be- 
legt, deren Inhalte 4x, Ay, sind. Die 
Punkte (x,, Yn) sind dann immer in 
diesen Rechtecken gelegen. Jedoch liegt 
insofern ein Unterschied gegen den An- 
satz (4) 5. 94 vor, als jeweils unten 
und oben im Streifen ein Rechteck oder 
auch mehrere über den Bereich B hinaus- 
greifen können oder hinter demselben 
zurückbleiben mögen (s. Fig. 15). Ein 
fehlendes Flächenstückchen wollen wir 
als negativen Überschuß rechnen. Der Gesamtüberschuß an Flächeninhalt, 
der bei der Einteilung 4z,, 12,,.*.., Az, vorliegt, kann nun nach einer 
bekannten Betrachtung (s. „Rechteckregel“, S. 76) bei hinreichend klein 
gewählten 4z, beliebig klein gemacht werden; und also wird, da wir die 
Funktion f(x,y) im Bereiche B als zwischen endlichen Schranken gelegen 
annehmen, auch die in (7) stehende Summe bei hinreichend klein gewähl- 
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ten dz, an die genau dem Ansatze (4) S.94 sich unterordnende Summe, 
welche bei Korrektur der Randrechtecke entsteht, beliebig nahe herange- 
bracht werden. Da nun die letztere Summe bei ausreichend klein gewählten 
Xy AY beliebig nahe an den Wert des Flächenintegrals herangebracht 
werden kann, so finden wir, daß bei richtiger Auswahl der /z,, Iy,, die 
Differenz der in (7) rechts stehenden Summe und des Flächenintegrals, 
absolut genommen, kleiner als eine beliebig klein gewählte positive Zahl 
ò ist. Nun hat aber jene Summe zufolge (7) einen festen Wert, nämlich 
den unseres Doppelintegrals. Ist der Unterschied dieses Wertes gegen den 
gleichfalls festen Wert des Flächenintegrals ab- 
solut kleiner als die beliebig klein gewählte Zahl 
ò, so kann jener konstante Unterschied nicht 
von 0 verschieden sein, und also ist die Glei- 
chung (6) bewiesen. 

Einige beschränkende Voraussetzungen 
über die Gestalt des Bereiches B sind nun hin- 
wegzuräumen. In Fig. 15 nahmen wir an, daß 
die obere und untere Randkurve bei z =a mit 
der gleichen Ordinate beginnen und bei 5 mit 
der gleiehen enden. Dies ist keineswegs wesent- 
lich, da die Durchführung der vorstehenden Betrachtung auch, wenn z. B. 
die Ordinaten 9, (b), 9,(b) verschieden sind, nicht schwierig ist. Auch ist 
es statthaft, daß die Funktionen g, (x) und 9,(x) an endlich vielen Stellen 
des Intervalles a < x < b durch endliche Sprünge unstetig werden, wie 
dies wenigstens an einer Stelle für die Funktion g,(x) durch Fig. 16 an- 
gedeutet ist. 

Vor allem aber wollen wir die Beschränkung hinwegräumen, daß 
der Rand des Bereiches B von keiner zur y-Achse parallelen Geraden in 
mehr als zwei Punkten getroffen wer- 
den sollte. In Fig. 17 ist ein Bereich 
vorgelegt, dessen Rand von jeder zwi- 
schen =c und g = d parallel zur 
y-Achse verlaufenden Geraden viermal 
getroffen wird. Wir können hier zu- 
nächst so verfahren, daß wir mittelst 
einer bei z = d zur y-Achse parallel 
gezogenen Geraden den in der Figur 
mit B, bezeichneten Teilbereich ab- 
trennen und alsdann die beiden Be- 
richte B, und B, gesondert betrachten. Vorzuziehen ist indessen folgende 
Verabredung: Wir wollen im vorliegenden Falle unter: 
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KAG) 

Jie y)dy = F@) 

ne 
für ein x des Intervalls c < x < à einfach die Summe der beiden Integrale 
verstehen, welche sich auf die beiden in B, und B, gelegenen Strecken der 
zur y-Achse Parallelen der Abszisse x beziehen (s. Fig. 17); dann gilt un- 
sere Formel (6) auch für diesen Bereich. Diese Verabredung überträgt 
sich sofort auf alle Integrationsbereiche, welche der Forderung genügen, 
daß die Anzahlen der Schnittpunkte des Randes mit den Parallelen zur 
y-Achse durchweg unter einer endlichen Schranke liegen. Das aber wird 
bei allen für uns in Betracht kommenden Bereichen zutreffen. 

Bei der Herstellung des Doppelintegrals (5) für den Bereich B und 
die Funktion f(x, y) haben wir zunächst nach y und dann nach v inte- 
griert. Es ist einleuchtend, daß man ein entsprechend gebautes Doppel- 
integral bei Voranstellung der Integration nach g in der Gestalt: 

h Y) 
(8) fe y)dz) dy 
hi (y) 
erklären kann, wobei man die Bedeutung der Integralgrenzen bzw. die- 
jenige des inneren Integrals leicht verstehen wird. 

Nun gelangt man durch Übertragung der obigen Überlegung zu der 
Erkenntnis, daß auch dieses Doppelintegral mit dem Flächenintegral 
gleich ist. Eben daraus ergibt sich dann weiter die Gleichheit der bei- 
den BEER (5) und (8): 

haly) 


(9) Sfi y) da) Vz (fe y)dy) ) da. 


Man bringt TAa DN durch mi Satz zum Ausdruck: Bei einem auf 
einen Bereich B bezogenen Doppelintegrale mit einer im Bereiche eindeuti- 
gen und gleichmäßig stetigen Funktion f(x, y) ist Umordnung der Reihen- 
folge der Integrationen ohne Änderung des Integralwertes statthaft. 


4. Einführung neuer Variablen in Doppelintegrale und Flächen- 
integrale. Die Variablen x und y mögen mit zwei neuen Variablen u 
und v durch die beiden Gleichungen: 


(A) T p(u, v), = y(u, v) 

verknüpft sein, die wir für den einzelnen Punkt (x, y) des bisherigen In- 
tegrationsbereiches B eindeutig nach u und v auflösbar annehmen. Wir 
deuten u und v in einer besonderen Ebene als rechtwinklige Koordinaten 
und nehmen an, daß die den Bereichpunkten (z, y). entsprechenden 
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Punkte (u,v) einen endlichen abgeschlossenen Bereich B’ liefern, der 
nieht nur eindeutig, sondern auch stetig auf B bezogen ist. Wir setzen 
dementsprechend voraus, daß die Funktionen ọ (u, v) und y(u, v) im Be- 
reiche B’ eindeutig und gleichmäßig stetig seien. Auch wollen wir anneh- 
men, daß sie daselbst Ableitungen erster Ordnung Pú, Pe, Wu, Wo besitzen, 
die in BD’ gleichfalls eindeutig und gleichmäßig stetig sind. Von diesen 
Ableitungen soll ferner angenommen werden, daß pu und p, in keinem 
Punkte des Bereiches B zugleich verschwinden, und daß dasselbe für pu, 
und p, gilt. Wir kennzeichnen das gegenseitige Verhältnis der beiden 
Bereiche B und B’ dadurch, daß wir jeden Bereich ein „Abbild“ des an- 
deren nennen. 

Um die Beziehung beider Bereiche aufeinander zu versinnlichen, 
denken wir den Bereich B’ mit den beiden zu den Koordinatenachsen 
der u,v-Ebene parallelen Geradenscharen 
überzogen. Einige Gerade aus jeder Schar 
sind in Fig. 18 gezeichnet; sie zerlegen den 
Bereich B’ in ein Netz von Rechtecken. 
Längs der einzelnen zur u-Achse parallelen 
Geraden habe v den konstanten Wert v,- 
Diese Gerade bildet sich demnach auf eine 
den Bereich B durchsetzende Kurve ab, die 
wir durch das Gleichungenpaar: 

(2) p= g (u, vo); Y= y(u, vo) 

mittelst der unabhängigen Variablen v darstellen; diese Kurve bezeichnen 
wir durch X, und gebrauchen allgemein die Benennung K, für die von 
den Parallelen zur v-Achse herrührenden Kur- 
ven des Bereiches B. Ebenso erklären wir im 
Bereiche B die Abbilder X, die den Parallelen 
zur v-Achse des Bereiches B’ entsprechen. Der 
Bereich B erscheint nun überzogen mit zwei 
einander überkreuzenden Scharen von Kurven 
K, und X,, von denen in Fig. 19 diejenigen 
gezeichnet sein mögen, welche den Geraden 
der Fig. 18 entsprechen. Die Zuordnung der 
Rechtecke und der Kurvenvierecke in beiden 
Figuren gibt uns dann ein oberflächliches Bild 
der Beziehung beider Bereiche aufeinander*), 

Um diese Angaben zu belegen, stellen wir zunächst fest, daß zufolge 


+) Die dem einzelnen Punkte von B zukommenden Zahlenpaare «,v be- 
zeichnet man wohl auch als „krummlinige Koordinaten‘ dieses Punktes. 
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der über die Funktionen p und gemachten Voraussetzungen jede Kurve 
K, in ihrem einzelnen „Punkte u“ eine bestimmte Tangente hat. Bildet 
die in der Richtung wachsender u genommene Tangente mit der posi- 
tiven x-Achse den Winkel «, so gilt nach bekannten Regeln (s. I, 285): 
Py (U, v) A 

e ee a 

wo der Kürze halber im Nenner die Argumente fortgelassen wurden und 
übrigens die Wurzeln positiv zu nehmen sind. Erklärt man für die einzelne 
Kurve K, im „Punkte v“ den Winkel $ der Tangente gegen die positive 
x-Achse entsprechend, so gilt weiter: 


ppu, v) 5 __ wa) 
k ran 
Irgend eine andere den Bereich B’ durchziehende Gerade, deren Glei- 
chung etwa v = uu + v sei, liefert als Abbild die durch: 
(8) s= oy uuto),  y=v(wuuto) 
dargestellte Kurve, die gleichfalls in jedem ihrer Punkte eine bestimmte 
Tangente hat. Es folgt dies aus der Existenz und Bestimmtheit der Ab- 
leitungen der in (5) rechts stehenden Funktionen in bezug auf u®). 

Wir können diese Darlegungen auch durch den Satz deuten, daß sich 
die gestreckten Winkel des Bereiches B’ auf Winkel der gleichen Größe in 
B übertragen. Abbildungen, bei denen sich jeder Winkel auf einen Winkel 
der gleichen Größe überträgt, heißen „winkeltreu“ oder „konform“; die 
„konformen Abbildungen“ sind besonders wichtig, doch sollen die vor- 
liegenden Betrachtungen keineswegs auf diesen besonderen Fall einge- 
schränkt sein. Es werden sich also z. B. die Winkel, welche in den ein- 
zelnen Punkten (u,v) durch die zu den positiven Achsen parallelen Ge- 
raden gebildet werden, nicht notwendig wieder auf rechte Winkel des 
Bereiches B übertragen, mögen hier vielmehr auch spitze oder stumpfe 
Winkel als Abbilder liefern. Übrigens können wir die Größe des Abbildes 
sofort aus (3) und (4) berechnen; denn offenbar ist die Größe dieses 
Winkels durch (ß—«) gegeben und also sein Sinus durch: 


sin (B a a) in Pub — Po Vu 
VP,’+ at Voert vw}? 
Der hier im Zähler stehende Ausdruck heißt die „Funktionaldeter- 
minante“ der Funktionen (1) und werde durch D(ọ, y) bezeichnet: 


*) Zunächst ist freilich noch ein gleichzeitiges Verschwinden der Ableitungen 
von x und y noch u möglich. Dieses gleichzeitige Verschwinden wird indessen 
dadurch ausgeschlossen, daß der im Texte unter (6) zu erklärende Ausdruck im 
Bereiche B’ nirgends verschwinden soll. 
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(6) D(9, V) = Pu Po — Pe Vu- 
Mit ihrer Hilfe schreibt sich die vorstehende Gleichung so: 


7 I e AC3)) —. 

9 zn Von’ t Pu’ Vp FY? 

Diese Gleichung veranlaßt uns übrigens, den Funktionen (u,v) und 
y(u, v) noch ausdrücklich die Bedingung aufzuerlegen, daß die Funk- 
tionaldeterminante (6) in keinem Punkte des Bereiches B’ verschwindet. Nur 
dann trifft unsere obige Annahme zu, daß sich die Kurven K, und K, 
im Bereiche B überall unter Winkeln überkreuzen, welche von O und x 
verschieden sind*). 

Aus der Stetigkeit von D(p, y) im Bereiche B’ folgt übrigens jetzt 
noch weiter, daß daselbst entweder nur positive oder nur negative Werte 
D(9,%) vorkommen. Diese Fallunterscheidung hat auch eine wichtige 
geometrische Bedeutung; denn im ersten Falle ist f — « > 0, im zweiten 
B—a«a<0. Bei der oben festgelegten Erklärung der Winkel « und ß 
ergibt sich hieraus der Satz: Der Drehungssinn der Schenkel unserer Winkel 
bleibt im Abbilde der gleiche wie im Original oder er wird entgegengesetzt, 
je nachdem D>O oder D<O im Bereiche gilt. Man spricht im letzteren 
Falle von einer „Abbildung mit Umlegung der Winkel“. 

Den Übergang von B zu B’ können wir nun in folgender Art in zwei 
Schritte zerlegen. Wir wollen zunächst x ıfoch beibehalten, aber y durchv 
ersetzen. Zu diesem Zwecke lösen wir die erste Gleichung (1) nach u auf: 


(8) u = y(x, v) 
und tragen diesen Ausdruck in die zweite Gleichung (1) ein: 
(9) Yy = P(x (2, v), v). 


Damit sich die einfachere Transformation den vorstehenden Sätzen fügt, 
nehmen wir an, daß sich im Bereiche B die Kurven K, mit den zur y- 
Achse parallelen Geraden, den „Kurven K,“, überall unter Winkeln über- 
kreuzen, die von 0 und x verschieden sind. Zufolge (3) läuft dies einfach 
auf die Annahme hinaus, daß gu im Bereiche B’ überall von O verschieden 
ist**). In unserem Falle zeigt Fig. 20, daß dieser Annahme entsprochen 


*) Die Bedingung D (p, 4) 0 ist auch für einige weitere oben für die Funk- 
tionen @,y gemachte Annahme grundlegend; vgl. z. B. die vorige Note. 

*, Das abzuleitende Schlußresultat erleidet durch diese Annahme keine Be- 
schränkung. Die Umgebungen solcher Stellen des Bereiches B’, in denen etwa 
p, verschwindet, behandele man besonders, indem man durch Drehung unseres 
ursprünglichen Koordinatensystema der æ, y daselbst der Forderung des Textes 
genügt. 
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Fig. 20. Fig. 21. 


ist. Schalten wir nun die 2,v-Ebene ein, so ergibt sich in ihr ein Ab- 
bild B” von B, in dem die Geraden- und die Kurvenschar der Fig. 20 
die zu den Achsen parallelen Geraden liefern, wie dies Fig. 21 zur An- 
ıchauung bringt. > 

Als zweiter mit dem ersten gleichartiger Schritt reiht sich nun der 
Übergang von den z, v zu den Variablen ų, v an, so daß jetzt v erhalten 
bleibt. Dieser Übergang ist einfach durch die erste Gleichung (1) oder, 
was auf dasselbe hinausläuft, durch die Transformation (8) zu vollziehen. 
Die auf den Bereich B” übertragenen Kurven K, liefern mit den „Ge- 
raden X,“ ein brauchbares Netz; denn es handelt sich um Übertragung 
des in Fig. 19 angedeuteten Netzes auf den Bereich B”. Eine neue ein- 
schränkende Bedingung kommt demnach nicht hinzu. Rechnerisch be- 
stätigt sich dies in der Weise, daß die Funktionaldeterminante der beiden 
Funktionen ø (u,v) und v einfach @, ist; der Annahme nach aber ist 
Pu in B’ von O verschieden. Der Fortgang von B” zum Bereiche B’ be- 
wirkt nun, daß die „Geraden“ K, als solche erhalten bleiben, während an 
Stelle der Kurven X, in B’ gleichfalls Gerade treten. 

DieZerlegung der Transformation (1) in zwei Schritte wird nun wichtig 
bei der Umrechnung des auf den Bereich B bezogenen Doppelintegrals: 


b ga (2) 
(10) S (STE sdy) az 


auf die neuen Variablen u,v. Führen wir zunächst die Transformation 
(9) aus, so bleibt x erhalten, und die Rechnung läuft darauf hinaus, in 


dem einfachen Integrale: 
92 (2) 


f f(z, y)dy 


nı (2) 


an Stelle der Variablen y die neue Variable v durch (9) einzuführen. 
Hierbei ergibt sich nach (7) 8. 56: 
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92 (2) e) 
J1 y) dy = Stk, va, v), v)) $? 
Yıla) 


wov=y,(a) undv—y,(x) die Gleichungen der Teile des Randes von 
B” sind und übrigens das Integral rechter Hand ebenso wie das links 
stehende nütigenfalls als Symbol für eine Integralsumme zu gelten hat 


(s. 8.100). Für die Berechnung von 2 hat man zu beachten, daß v so- 
wohl im ersten wie im zweiten Argumente der in (9) rechts stehenden 
Funktion auftritt. Es folgt somit: 


- = puly (T, 9), v) ĉ% Ja T ulm, v). 


Die partielle Ableitung von y nach v ist aus (8) oder, was auf dasselbe 
hinausläuft, aus der ersten Gleichung (1) als Ableitung von u nach v bei 
konstantem x zu berechnen. Verfahren wir in letzterer Art, so folgt: 


, G du pi p, (zix, v), v) 
0 ms: Qu du 5> Po dv, dv — Pu 9,4%, 0,0)’ 


wo die im Nenner stehende Funktion voraussetzungsgemäß im ganzen 
Bereiche B” von O verschieden ist. Durch Eintragung dieses für L ge- 


wonnenen Ausdrucks in die voraufgehende Gleichung folgt bei Benutzung 
der Abkürzung (6): 

dy D (pua, v), v), p(y (£, v,v)) 

au” vu aa, 0,0) 


a1) 


In der damit gewonnenen Gestalt unseres Doppelintegrales: 


b Y2(x) 


Ja Sie Y (xz, v), v)) 2 de) dz 


wollen wir nunmehr nach der Regel (9) S. 100 Umkehrung der Integra- 
tionsfolge vornehmen; es ergibt sich: 


g PA) s 
(12) Í (Jri £, (%2, dv), DIE z da) dv, 
m (v 
wo nun der Rand von D” in richtiger Art durch z= Ņ, (v) und z =n; (v) 
dar gestellt ist. In dem inneren einfachen Integrale, das bei konstantem v 
die einzige Variable x enthält, führen wir jetzt an Stelle von æ die neue 
Variable u mittelst der ee. u = y(x, v) oder z = g (u, v) ein. Sind 
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die zu v gehörenden Integralgrenzen u = y, (v) und u = (v), so finden 
wir für das innere Integral in (12) nach (7) 5. 56: 


a(t) 
Siou o, vn D) TE E du 


y (0) 


Nach (11), (8) und (1) aber folgt, da = bei konstantem v zu berechnen ist: 


d dx D(gw,v), (4, v) 
er Ri a pu (u, v) = D(9, 4). 


Tragen wir diesen Ausdruck des links stehenden Produktes in unser 
Integral ein, so gelangen wir zu folgendem Satze: Die Transformation 
des Doppelintegrales (10) auf die neuen Variablen u, v kann vollzogen wer- 
den auf Grund der Gleichung: 


b pla) : d Yale) 
a SÒS renaja- (J FC, 4): DC, wu) do 
a g (T c m(e 


wo im inneren Integrale die Funktionaldeterminante D(g, Y) als Faktor 
auftritt; doch kann natürlich in (13) sowohl rechts als links Umordnung 
der Integrationsfolge vorgenommen werden. 

Setzen wir insbesondere f(g, y) konstant gleich 1, so liefert das 
Integral in (13) links den Inhalt œ des Bereiches B, so daß sich dieser 
Inhalt œ mittelst der neuen Variablen u und v so darstellt: 


4 1720) 

(14) 0 -f J D(ọ, v)du)d 

mle) 
Wenden wir auf das rechts stehende Integral, das wir als Flächenintegral 
des Bereiches B’ auffassen können, den Satz (6) 5. 96 an, so folgt die 
Existenz eines Punktes (ug, v,) in B’, für welchen: 

RO) 
o = D(pluy to), Vl dv)" ny ( J du) dv 
yı (v 

zutrifft. Ist D> 0O (Abbildung ohne Umlegung der Winkel), so liefert 
das rechts stehende Integral den Inhalt w von B“; für D <0 (Abbildung 
mit Umlegung der Winkel) ist dagegen der Wert jenes Integrales gleich 
— 0. In jedem Falle ist im Bereiche B’ ein Punkt (u,, v,) der Art an- 
gebbar, daß 
(15) o = o- |D (Y lto, o), V (to, vo))| 
für die Inhalte w und œw zutrifft. 
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Hiermit sind wir dann auch im Stande, an Stelle von (13) eine auf 
die Transformation der Flächenintegrale bezogene Formel treten zu lassen. 
Unter Rückgang auf -die Entwicklung von 8. 101 mögen wir den Teil- 
bereich 4%, auf den Teilbereich Jw, von B’ abgebildet finden. Dann 
gibt es einen in 4o, gelegenen Punkt (w,, v,), für welchen: 


(16) 10, = |D(o (u, V), bu, VA) Aog 


gilt. Den entsprechenden Punkt (z,, y,) benutzen wir zum Aufbau der 
endlichen Summe (3) S. 93 und finden für das einzelne Glied dieser Summe: 


fa Y) 10, = (pr; VA Dp vl Ao, 


wo p, und y, zur Abkürzung für p(u,, v,) und Y(u,, v,) geschrieben ist. 
Indem wir summieren und den Grenzübergang vollziehen, ergibt sich: 
Das Flächenintegral transformiert sich bei Einführung der neuen Variablen 
u und v gemäß folgender Regel: 


a7) "Tre, do = f Ko, #) ID, v) do 


5. Der Inhalt krummer Flächen und das allgemeine Flächenintegral. 
Bei der Deutung des Integrals (4) S.94 war die im Bereiche B eindeutige 
und stetige Funktion z = f(x, y) durch eine Fläche versinnlicht, welche 
in den längs des Randes von B errichteten Zylindermantel eingespannt 
war. Es sei jetzt von f(x, y) weiter vorausgesetzt, daß diese Funktion in 
E eindeutige und gleichmäßig stetige partielle Ableitungen erster Ordnung 
fs und f, habe. Die im abgeschlossenen Bereiche B vorkommenden Werte 
dieser Ableitungen dürfen wir (vgl. etwa I, 20) innerhalb angebbarer end- 
licher Schranken gelegen annehmen. Die Voraussetzungen können wir 
dann nach I, 324 auch dahin aussprechen, daß das obige Flächenstück in 
jedem Punkte eine bestimmte Tangentialebene hat, deren Neigungswinkel 
gegen die x,y-Ebene von einem rechten Winkel mindestens um einen angeb- 
baren positiven Betrag abweicht. 

Es ist nun möglich, für unser (bei variablen f, und f,) gekrümmtes 
Flächenstück einen „Flächeninhalt“ zu erklären, und zwar an Über- 
tragung der bei der Bogenmessung der Baa befolgten Maßregeln 
(5. 88H). Wie wir uns damals der Kurve mit einer Reihe von Sehnen- 
ketten mehr und mehr annäherten, so werden wir uns hier dem Flächen- 
stücke mit einer Reihe von „Facettenflächen“, die aus ebenen geradlinigen 
Dreiecken zusammengesetzt sind, annähern. 

Wir zeichnen zunächst in den Rand von B eine den Bereich ganz 
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umlaufende Sehnenkette ein und bauen, wie Fig. 22 veranschaulichen 
mag, an diese Sehnenkette eine Zerlegung von B in geradlinige Dreiecke 
(Triangulation) an. Dabei dürfen die am Rande gelegenen Dreiecke ein 
wenig über B hinausgreifen oder gegen B zurückbleiben; im ersteren 
Falle nehmen wir vorübergehend an, daß f(x, y) auch in den übergreifen- 
den Ebenenstückchen alle vorausgesetzten Eigenschaften bewahre. Be- 
nutzen wir diese Dreiecke bei der Raumausmessung 
(S. 94) als Teilbereiche 4w, so werden die damals be- 
trachteten auf den Teilbereichen errichteten Säulen zu 
ebenflächigen dreiseitigen Prismen. Das einzelne Prisma 
wird dem Bereiche 4» gegenüber durch ein Teilstück- 
chen unserer auszumessenden Fläche begrenzt, das durch 
drei von den Prismenflächen ausgeschnittene Kurven- 
stückchen berandet ist. 

Wir wollen nun dieses Teilstückchen der Fläche 
durch das ebene geradlinige Dreieck ersetzen, das in 
die drei Ecken des Stückchens eingespannt ist; die Ecken dieses Dreiecks, 
dessen Inhalt wir D nennen, sind einfach die Schnittpunkte der Prismen- 
kanten mit der Fläche z = f(x,y), so daß die Dreiecksseiten in den Pris- 
menflächen liegen. Indem wir diese Konstruktion für alle Dreiecke des B 
überziehenden Netzes (Fig. 22), deren Anzahl n sei, ausführen, schließen 
sich die als Ersatz der Flächenstückchen gewählten ebenen Dreiecke 
längs ihrer Seiten aneinander. Sie liefern hierbei die schon angezeigte 
„Facettenfläche“, deren Gesamtinhalt gleich der Summe der Inhalte der » 
sie zusammensetzenden Dreiecke ist. 

Nach Auswahl einer beliebig kleinen Zahl & > O schreiben wir nun 
vor, daß die Umfänge der Teildreiecke 4», durchweg < e sein sollen, 
wobei dann in bekannter Weise für die Anzahl » der Dreiecke eine untere 
Schranke auftritt, die sich für im = O der Grenze oo nähert. Zum 
Unterschiede gegen die bisherigen Erfahrungen besteht hier folgender 
Satz: Schreiben wir für die Dreiecke Aw, keine weitere Bedingung vor, 
als daß die Umfänge durchweg < € sein sollen, so nähern sich für im £ =U 


die Inhalte © D, aller zulässigen Facettenflächen keiner Grenzean. Jedoch 


existiert eine solche Grenze, sobald wir folgende weitere Bedingung stellen: 
Nach Auswahl irgend einer festen Zahl o des Intervalles 0 < 6 < 2 soll 


jedes Dreieck 40, mindestens einen Winkel y besitzen, dessen Größe durch 
die Schranken eingeschlossen ist: 
(1) cs<y<a-e. 

Der geometrische Sinn dieser neuen Einschränkung ist leicht ver- 
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ständlich*). Damit nämlich die Facettenflächen für unseren Zweck brauch- 
bar sind, müssen sie sich bei ausreichend kleinem & hinreichend genau 
an die auszumessende Fläche der Gleichung z = f(x, y) anschmiegen, d. h. 
die Ebene der einzelnen ein Flächenstück ersetzenden Facette muß mehr 
und mehr parallel zu irgend einer auszuwählenden Tangentialebene jenes 
Flächenstückchens werden. Dem ist aber durch die Forderung, der Um- 
fang des Dreiecks 4w sei <e, allein gar nicht zu genügen. Können wir 
doch, wenn z. B. die Normale der Fläche z = f(x, y) an irgend einer 
Stelle nicht gerade parallel zur 2-Achse verläuft, sogar in einer zuge- 
hörigen Normalebene eine Facette von beliebig kleinem Umfange wählen **). 
Andrerseits ist folgendes einleuchtend: Nennen wir die Ecken einer Facette 
P’, P, Px, und ist der Winkel y= & P 'P'Py stets in einem Intervalle: 


O< Lly Iro 


gelegen, so werden, wenn wir die Sehnen P’P,’ und P'P¥ der Fläche 
gegen die Grenze 0 abnehmen lassen, die Richtungen dieser Sehnen sich 
zwei verschiedenen Flächentangenten im Punkte P’ annähern, so daß sich 
die Facette dann sicher der Tangentialebene im Punkte P’ anschmiegt. 

Diese vorläufigen Betrachtungen werden die folgenden Rechnungen 
verständlich machen. Ein einzelnes Dreieck 4% habe die Ecken P, P, P, 
der Koordinaten (z, y}, (@«+42,,9y+J9,), (+42, Y+4Y,); P sei als 
Scheitelpunkt eines Dreieckswinkels y gewählt, der die Bedingung (1) be- 
friedigt. Dann ist nach „A. G.“ 8.19 und nach einer bekannten Elementar- 
formel die doppelte Dreiecksfläche 2 4® gegeben durch: 


(2) 240 = Ax Ay —-A12,Ay|= PP, - PP siny. 
Da nun |z,|, |2y;| die Projektionen der Strecke PP, auf die Achsen 


sind, so ist keines der vier Produkte Ix,-A2,, 1%, Ay, Ah ATs 
Ay,- Ay, absolut genommen, größer als PP,- PP,. Mit Rücksicht auf 
(1) ergeben sich somit die vier Ungleichungen: 

24u _ 240 


3) lAr Atl, (AtA Ah Az, AnA = 


= siny = sin o 


Die den P, P,, P, entsprechenden Facettenecken P’,P,', P,' haben die 


*) Um tunlichst weiten Spielraum für die Auswahl der Dreiecke zu haben, 
wird man o nahe bei O wählen. Es kommen dann nur diejenigen Dreiecke zum 
Ausschluß, bei denen ein Winkel > x — o und zwei < o sind. Es ist einleuchtend, 
daß es keine Schwierigkeit hat, der Forderung des Textes zu genügen. Hätten 
wir nämlich einmal eine Teilung, in der unerlaubte Dreiecke vorkommen, so wird 
jedes solche Dreieck durch Fällen einer Höhe in zwei zulässige Dreiecke zerlegt. 

*) Nur kann dann eben für lim s0 die Bedingung (1) nicht eingehalten 
werden. 
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Koordinaten (2,9,2), (+42; Y+4y, e+J42,), (+42, YHA Yg 2+42,) 
so daß sich nach „A. G.“ S. 110 die doppelte Facettenfläche 2D so 
darstellt: 


(4) 2D=V (4r, Ay At Ay] + Ay Is Ayd) HA AAt ds) 
Hierbei ist 12, gegeben durch: 
42—= fla + At, Y+ Ay) — fo y). 


Die Funktionswerte f längs der Strecke PP, stellen wir mittelst einer 
im Intervalle 0 < s < 1 variablen Größe in der Gestalt: 


F(s) = f8 + S-42, Y +8s-4Y) 
dar, deren Ableitung nach s sich zufolge I, 158 so berechnet: 
F(s)=f,(«+3:42,, Y+S-4Y) 4%, +f,(@+s:4%, y+s:Ay,)-Iyı- 
Nach dem Mittelwertsatze ist dann: 
Az = F(1)— F(0) = F' (9), 
so daß wir finden: 42; = fy (Ei, Y) ALi t fy (Eis Y) IY 
wo (Z, Y) ein der Strecke PP, angehörender Punkt ist. Benutzen wir 
die Abkürzung: 
(5) fa (2o Yi) = Pis fy (Eo Y:) = to 
so folgt: Ar = pi AL; + li AY 


Die unter der Wurzel (4) auftretenden Ausdrücke lassen sich darauf- 
hin nach kurzer Rechnung so entwickeln: 


AY Az — AY, Az, = (p+ a) (Az, Ay— At Ayı), 
44 A — 42,42 = (q + P) (Ar, 4% — 4%, Ah), 
wobei « und 8 Abkürzungen für die Quotienten sind: 


(Pı — P) 42 Ay + (n — h) AY dY 

A£, AY, — Aa, Ay, 2 
ls __B — P) 4x, Is + Hp) LS IM, 
AT, AY — Im AY, 


er 


(6) 


Die doppelte Facettenfläche selbst schreibt sich jetzt: 


2D=+Y1+(p+e)+(q+B)- |42, Ay— At, Ay, |, 
so daß wir für D finden: 


(3) D= +V! + (mta + (a +8- Ao. 
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Ehe wir diesen Ausdruck weiter untersuchen, lesen wir aus (6): 


ldx, Ay! Ay, Jy 
eis |p—»;| ET tag Bon ’ 
IE E |42, dy,| 
HESE A Te + Ri ~ | 
ab und folgern also mit Benutzung von (3) weiter: 
E 1 ; 
(8) lel IBS nr al F a= eal) 


als eine für die Absolutwerte |a| und || gültige Ungleichung. 

Wir beweisen nun zunächst folgenden Zwischensatz: Sind p, q, «, ß 
irgend vier endliche Zahlen, so ist bei positiv genommenen Wurzeln: 
O Hart -Virp+P|<lel+ Bl. 
Zunächst gelten nämlich für je vier endliche Zahlen p,q, «œ, $ (die Wurzeln 
stets positiv genommen) die Ungleichungen: 


vi+pP+P-le]syir pt tP<Vitnteitlel, 
wie man durch Quadrieren der verglichenen Ausdrücke leicht feststellt. 
Es ist also: 


(10) Vi+@+e?+®-Vi+P+@l<lel. 
Hieraus folgt weiter: 
Vi+ pt’ +a+B’-Vir@titel<ihl. 
Die Regel (9) ergibt sich nun einfach, indem wir die in (9) links stehende 
Differenz als Summe: 
Vi+ Pte +a+B?—VI+ tat g) 
+ Ni+ pt) Yi+R+R) 


schreiben und den Satz benutzen, daß der absolute Betrag einer Summe 
nicht größer als die Summe der absoluten Beträge der Summanden ist. 
Wenden wir nun die Regel (9) auf den Ausdruck (7) an, so folgt: 


|D -VI+p? +g? 40| < (lal +]J) fo 
und also mit Benutzung von (8): 


| 2 
ID-VYitp’+q°-10 < .; (mm + |a-l) An. 


Nun waren die partiellen Ableitungen von f(z, y) als gleichmäßig stetig 
vorausgesetzt. Da 6 eine von Ô verschiedene festgewählte Zahl des Inter- 


valles 0 < 6 < $ ist und die p,, q, Werte der Ableitungen /,, fy in zwei 
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Randpunkten des Dreiecks 4w sind, so können wir nach Auswahl einer 
beliebig kleinen Zahl ð > 0 eine Zahl > 0 so angeben, daß: 
(mm + lanal) < o, 

zutrifft, falls der Umfang vom Dreieck 4o nicht größer als & ist. Dann 
aber folgt unmittelbar: 


(11) ‚D-Yl+pP-+qQ?do| <0- A0, 
wo wir p und g für p, und q, geschrieben haben und also unter p und g 
die Werte von f, und f; in einem gewissen Punkte (nämlich einem Rand- 
punkte) des Dreiecks Jo zu verstehen haben. 

Für das k' Dreieck unseres den Bereich B bedeekenden Netzes wolle 
man die Ungleichung (11) in die besondere Gestalt: 


(12) D,— VL+ pèt gè Jo, <0: Ao 
kleiden. Schreibt man alsdann: 


> D, -> V+ pta do = > (D,-v1 +P£+ qè do) 
k=1 k=1 Set 


sin 6 


und benutzt wieder den Satz vom Absolutwerte einer Summe, so folgt 
mit Rücksicht auf (12): 


j n n ZA Am 3 | n 
0) |0- S VRF do| <0 $ do 
Kt k=1 EST 


Hieraus geht hervor, daß sich für lim e=0 die Summen ED; der 
D, d. h. die Inhalte der Facettenflächen derselben Grenze nähern, wie die 
Summenwerte: $ 
as) SVFR Ao 

k=1 

Da sich nämlich die Summe in (13) rechts für lim = 0 dem Werte w 
des Inhaltes von B nähert und die Auswahl von Ò freisteht, so sind für 
alle ausreichend klein gewählten e je zwei zur gleichen Teilung gehörende 
Werte (14) und £D, beliebig wenig voneinander verschieden. Dies aber 
würde nicht zutreffen, falls die Werte &.D; einer anderen Grenze zustreben 
wie die Summen (14) oder sich überhaupt keiner Grenze annähern. 

Die Grenze der Werte (14) und damit der Inhalte der Facetten- 
flächen ist nun das Integral: 


Br RETTEN! 
(15) Vene 
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Indem wir den Grenzwert der Inhalte der Facettenflächen als „Inhalt“ 
des auszumessenden Stückes unserer krummen Fläche auffassen, sind wir 
zu dem Ergebnis gelangt: Unter den betreffs der Funktion f(x, y) ge- 
machten Voraussetzungen hat das zum Bereiche B gehörende Stück der 
krummen Fläche der Gleichung z = f (x, y) einen Flächeninhalt, der berechen- 
bar ist als Wert des auf B bezogenen Flächenintegrals (15) und also nach 
(6) 5. 97 auch als Doppelintegral z. B. in der Gestalt darstellbar ist: 


921%) 


(16) SUS YIFTEFE a) de. 


a gı (2) 


In I, 323 war eine Darstellung der Fläche durch drei Gleichungen: 


(17) z = g (u, v), y = y(u, v), g = y(u, v) 
mittelst zweier unabhängiger Variablen u,v besprochen. Der Bereich B 
werde durch die beiden ersten Gleichungen nach den Darlegungen von 
S. 101 ff. auf einen Bereich B’ der uw-Ebene abgebildet. In diesem Be- 
reiche B’ mögen die p(u, v), y(u, v) und ihre partiellen Ableitungen 
erster Ordnung die 5. 101ff. aufgestellten Bedingungen befriedigen; insbe- 
sondere soll also die Funktionaldeterminante D(ọ, y) in B’ nicht ver- 
schwinden. Dann können wir das Integral (15) ai (16) leicht auf die 
Variablen u, v transformieren. 

Zunächst liefern die Differentiale du und dv die drei totalen Dif- 
ferentiale: 

dz = y.du+ p,dv, dy = p,du + did, dz = yudu + ydo, 

drei Gleichungen, aus denen man durch Elimination der du und dv findet: 


(18) Dy, x)dz + D(x, P)dy + D(p, Y)dz = 0, 
unter D die Funktionaldeterminanten verstanden. Hieraus folgt für die 
bei konstantem y bzw. x zu berechnenden Differentiale 2,2, 2,2: 
Di, y)dz + Dp, 4)ðsz =0, D(x, y)dy + D(p, Y)? =0 
Da D(ọ, %) in B’ nicht verschwindet, so berechnet man: 
p'a EL PD rr SAE _ DA) 


Ti Dow “sT ay Doy) 
Aus (17) S. 107 ergibt sich nun unmittelbar: Der zunächst durch das 
Integral (15) gegebene Flächeninhalt ist als Inhalt des dem Bereiche B' 
entsprechenden Stückes der krummen Fläche in den Variablen u, v dar- 


stellbar durch: 
WB Er m si... ni x 
(19) J VD: v+ Da 1) + Da pP) de‘, 


Fricke, Differential- u. Integralrechnung. II. 8 
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ein Integral, das sich natürlich auch wieder als Doppelintegral, bezogen 
auf den Bereich B', darstellen läßt. 

Wir können endlich noch ohne jede wesentliche Änderung die Be- 
trachtung von S. 107 aus der Ebene auf unsere krumme Fläche über- 
tragen. Wir gehen dabei von einer auf der Fläche gegebenen eindeutigen 
und stetigen Funktion F(x, y, z) aus und gelangen zur Auffassung eines 
auf die krumme Fläche bezogenen Flächenintegrals: 


(B) 
(20) "S Ela, y, VIF ET ào, 


das sich bei Gebrauch der u, v so darstellt: 


(21) "Fo, v, x) VD(9, Y)? + Di, 1? + Di g} do. 


6. Raumintegrale und dreifache Integrale. Die Entwicklungen der 
88 2, 3 und 4 über Flächen- und Doppelintegrale sind auf „Rauminte- 
grale“ und „dreifache Integrale“ übertragbar. Das rechtwinklige Koordi- 
natensystem sei im Raume so angeordnet, daß die «,y-Ebene horizontal 
verläuft. Es sei ein endlicher und abgeschlossener räumlicher Bereich B 
vorgelegt und in diesem Bereiche eine eindeutige und gleichmäßig stetige 
Funktion f(z, y, z). Man zerlege B in n Teilbereiche, deren Rauminhalte 
Ar, Aty,:--, AT, seien*). Ein dem Bereiche Ar, angehörender Punkt 
sei (£, Y,, 2,). Man bilde alsdann die Summe: 


(1) EA Ce Yr 2) A Trs 


welche für jede Raumteilung und Auswahl der Punkte (z,, y,, 2,) einen 
bestimmten endlichen Wert hat. Schreiben wir jetzt nach Auswahl einer 
positiven Zahl e vor, daB das Maximum der Entfernung zweier Rand- 
punkte in keinem Bereiche Ar, größer als & sein soll, so wiederholen 
sich für lim e = 0 die Betrachtungen von S. 93ff., und wir finden, daß 
die Summen (1) für lim = 0 einer bestimmten endlichen Grenze zu- 
streben. Wir bezeichnen diese Grenze durch: 


aa (B) 
(2) lim Š Flao v2) AT = frie, y, 2)dr 
T 


*) Die Erklärung des Rauminbaltes ist oben (S. 94 ff.) nur erst für speziell ge- 
baute räumliche Bereiche durch Flächenintegrale gegeben, kann indessen leicht 
auch auf andere Gestalten der räumlichen Bereiche verallgemeinert werden (vgl. 
die S. 80 gegebene Entwicklung über den Inhalt ebener Bereiche). 
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und nennen sie das auf den Bereich B bezogene „Raumintegral“ des Dif- 
ferentials f(x, y, 2) dr. 

Zum Aufbau der dreifachen Integrale legen wir durch B eine Hori- 
zontalebene der Koordinate z, welche Bin einem ebenen Bereiche B, schnei- 
det. Für B, bilde man nach S. 94ff. das Flächen- bzw. Doppelintegral: 

mr 92 (2) Az(yı2) i 
(8) fenido = f ( [f@y,2)dz)ay, 
al) alya) 
wobei natürlich die Grenzen als von dem gewählten z abhängig anzu- 
sehen sind. Wenn, wie wir annehmen, die Funktionen g,(z) und h; (y, 2) 
gleichmäßig stetig sind, so liegt in (3) eine stetige Funktion von z vor*). 
Sind die extremen z-Koordinaten des Bereiches B durch z =a und 
z = b > a gegeben, so wolle man die stetige Funktion (3) zwischen diesen 
Grenzen integrieren und gelangt so zu dem auf unseren Bereich B be- 
zogenen „dreifachen Integrale“: 
b 926) poa è x 
(4) SS f(z, y, 2) dx) dy) dz. 
a 9 (2) i (y2) 

Durch Wiederholung der Überlegungen von S. 98 ergibt sich, daß 
der Wert des dreifachen Integrals (4) gleich dem des Raumintegrals (2) 
ist. Hieraus geht dann weiter leicht hervor, daß bei den vorliegenden Vor- 
ausseizungen beliebige Abänderung der Integrationsfolge ohne Wertänderung 


des dreifachen Integrals statihaft ist. 
Die Einführung neuer Variablen u, v, w vermöge dreier Gleichungen: 


(5) z = ọ (u, v, w), y = y (u, v, w), g = y(u, v, w) 
in unsere Integrale ist weit umständlicher als die entsprechende Ent- 


wicklung von S. 101. Wir deuten die u, v, w als rechtwinklige Koordi- 


*) Es gelte für zwei Bereiche B, und B, die Bedingung |z, — z, | <4. Man 
verstehe unter B/ den Teil von B, FR der senkrecht über oder unter B, liegt und 
nenne den überragenden Teil B5; nach entsprechender Vorschrift zerlege man 
Bain Bi und B ks Dann ist erstens zufolge der gleichmäßigen Stetigkeit von 


7 


fix, Y, z) die Bar 
GANA 
Ta "re Y, 2,) do — 7. fix, Y, 2,) do 


durch hinreichend kleines 2 beliebig klein zu machen. Zweitens können wegen 
der Stetigkeit der in den Integralgrenzen stehenden Funktionen die Inhalte von 
B’ und B“ durch hinreichend kleines 2 gleichfalls beliebig klein gemacht wer- 
den. Daraus folgt dann die Behauptung des Textes. 

8* 
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naten in einem besonderen Raume, in dem sich vermöge der Beziehungen 
(5) der Bereich B auf einen endlichen Bereich B’ eindeutig und stetig 
abbilde. In B’ werden dann 9, y, y als eindeutige und gleichmäßig stetige 
Funktionen vorausgesetzt, die eindeutige und gleichmäßig stetige partielle 
Ableitungen erster Ordnung Pu, bu, Xu, Po; . .. besitzen mögen. Wir neh- 
men weiter an, daß die drei positiv zu nehmenden Wurzeln: 


(6) USV pt wur gu V=V p t tt t, WSV pat put ge” 
in B' nirgends verschwinden. 

Den drei Ebenenscharen, die parallel zu den Koordinatenebenen den 
Bereich B’ durchsetzen, entsprechen drei Flächenscharen des Bereiches 
B, die wir durch die Symbole F, F,, F„ bezeichnen. Die zu einem kon- 
stanten Werte u gehörende Fläche F, wird dann durch die drei Glei- 
chungen (5) mit diesem u und mit variablen v, w dargestellt, eine An- 
gabe, die man leicht auf F, und F, überträgt. Zwei Flächen verschie- 
dener Scharen, etwa eine F, und eine F'„, schneiden sich in einer Kurve 
K,., die durch (5) mittels der Variablen u dargestellt wird und einer 
zur u-Achse parallelen Geraden des Bereiches B’ entspricht. Die drei 
durch den einzelnen Punkt (z,y,z) von B hindurchlaufenden Flächen 
F, F, F, bilden drei vermittelst ihrer Tangentialebenen zu messende 
Neigungswinkel, die drei rechten Winkeln des Bereiches B’ entsprechen. 
Wir setzen voraus, daß jene drei Neigungswinkel überall in B von 0 
und x verschieden sind, und können diese Annahme auch dahin aus- 
sprechen, daß die drei durch den einzelnen Punkt (x, y, 2) hindurchlaufen- 
den Kurven Kow, Kun, Ku, , daselbst Tangenten haben, die niemals (d.h. 
für keinen Punkt des Bereiches B) in einer und derselben Ebene liegen. 

Wie oben läßt sich diese Annahme durch das Nichtverschwinden 
eines Ausdrucks charakterisieren, den wir als „Funktionaldeterminante“ 
der p, Y, y bezeichnen werden. Geben wir der I der Kurve X, „ 
im Punkte (x, y, 2) die re Ta u, so sind nach I, 325 die 


Richtungskosinus der Tangente % T? entsprechend stellen sich die 


Pu 

U U ; 
Richtungskosinus der beiden anderen Tangenten dar. Tragen wir jetzt 
auf den Tangenten in den gewählten Richtungen drei Strecken bzw. der 
Längen U, V, W ab, so haben die Endpunkte dieser drei Strecken die 
Koordinaten (£ + Pé, yY + Vu, 2 +1), (2 + Po,- - -) (CH Pus- -)- Un- 
sere Annahme über die Tangentenrichtungen können wir dann dadurch 
zum Ausdruck bringen, daß wir fordern, das durch den Punkt (z, y, 2) 
und jene drei Streckenendpunkte gebildete Tetraeder habe stets einen 
von 0 verschiedenen Inhalt. Nach „A.G.“ 8.110 berechnet sich aber 
der sechsfache Inhalt 67 des Tetraeders zu: 
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6T = £ D(p, Y, z) 

wo D(ọ, y, %) der folgende Ausdruck ist: 
(O Dar) Pupo tot PoPotut Po Puto— Po Votu— Pruto Pu Vo ke 
und die „Funktionaldeterminante“ der drei Funktionen (5) genannt wird. 
Als eine weitere Eigenschaft der Funktionen (5) merken wir hiernach 
an, daß ihre Funktionaldeterminante in B’ nirgends verschwindet. 
s Um die Umrechnung des Integrals (4) zu vollziehen, zerlegen wir 
den Übergang von B zu B’ in drei Schritte, indem wir zunächst von 
den v, y, z zu den Variablen u, y, z gehen, sodann zu den «, v, z und end- 
lich zu den u, v, w. Hierbei kommen ähnlich wie 5. 103 ff. noch zwei (so- 
gleich unter dem Texte zu nennende) Bedingungen betreffs der Funk- 
tionen (5) zur Benutzung, die jedoch ohne wesentliche Bedeutung sind*). 
Den beiden zur Vermittlung dienenden Systemen der Variablen entspre- 
chen zwei zwischen B und B’ tretende Bereiche B” und B” in den be- 
treffenden Räumen; diese beiden Bereiche sind nacheinander als Integra- 
tionsbereiche zu benutzen. Da es übrigens recht umständlich sein würde, 
für die Integralgrenzen stets besondere Bezeichnungen zu wählen, so 
wollen wir die Grenzen der Integrale bei den folgenden Rechnungen 
nieht mit anschreiben, beziehen uns vielmehr einfach darauf, daß die 
Integrationsbereiche die eben genannten B” und B” sind. 

Zur Einführung von v statt x löst man die zweite und dritte Glei- 
chung (5) nach v und w: 


sr 2,4), w = X(y,2,u) 
und trägt diese Ausdrücke für v und w in die erste Gleichung ein: 
(8) x = p (u, Y (y, 2, u), X (y, 2, u). 


Das innere Doppelintegral (4) nimmt bei Übergang zu u die Form an: 


(9) SSi, Yig, 8, u), XY, 2,1), Y, e) “= au) dy. 
Aus (8) folgt dabei: 


/ dx z Ja ANP TOX 


ou T Pu‘ du 

Da aber die rechts stehenden partiellen Ableitungen von v = Y und 

w = X bei konstanten y und z zu berechnen sind, so ergibt sich aus der 

zweiten und dritten Gleichung (5): 
‚0X 


F oY ' ’ Par} 0X 
O = pi + Ve Fa T Dopa? O= tut ze sy tu: 


Jy? 


*) Bie können entsprechend wie oben durch Zerlegung von B und Änderung 
des Koordinatensystems der x,y,z umgangen werden. 
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woraus man folgende Ausdrücke der fraglichen partiellen Ableitungen 
bestimmt *): 


EV _ Potu — Duo EX _ Pute — Ve tu 
Ou paw — Vale’ Du Blu — Vako 
Durch Eintragung in (10) folgt: 
1) ae Den 
i du Doku — PuwXo 


Wir nehmen nun in (9) Umkehrung der Integrationsfolge vor: 


a) Sfr vo 0, %% 2 w).12)2uay) au 


und vollziehen den Übergang zu u,v,2. Zu diesem Zwecke berechnen 
wir w aus der dritten Gleichung (5): 


(13) w = Ọ (u, v, Z) 
und tragen diesen Ausdruck in die zweite ein: 
(14) y = Ņ (u, v, Pu, v, 2)). 


Der Bedeutung von (12) entspricht es dann, bei konstanten u und 2 die 
Variable y im inneren Integral durch v zu ersetzen, wodurch dieses In- 
tegral die Form: 


d d 
fpu, v, ®), ytu, v, ®), Dir > a dv 


annimmt, unter ® die in (13) rechts stehende Funktion verstanden. Da- 
bei folgt (wegen der konstanten u und z) aus (14): 

dy r r PKO 
Io T Ye + Po: v? 


und es berechnet sich die Ableitung von w = Ọ nach v (wieder wegen 
der konstanten u, z) so**): 


r ‚ 6% p 5 
0 = ge + to` gg? T A 


Unter Zusammenfassung finden wir: 


dæ d D(p, Yp, 
(15) 7 = | 2 


du dv Zu 


*) Der Nenner in den folgenden Quotienten gilt als von Ọ verschieden. 
+) Hier tritt als zweite Bedingung auf, daß y,, in B’ nirgends verschwin- 
den soll. 
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und unser dreifaches Integral nimmt unter nochmaliger Abänderung der 
Integrationsfolge die Gestalt an: 


(16) SS SE, v, D), y(u, v, O), 2) - eg) do) du. 


Wir transformieren endlich das innere Integral von z auf w und 
gelangen leicht zum Schlusse: Bei Transformation des dreifachen Inte- 
grals (4) auf die neuen Variablen u, v, w nimmt dasselbe die Gestalt an: 


b’ u) ya(u, v) 
s 


19, ©, x) D(9, Y, x) dw) dv) du, 
a’ la) a,r) 
so daß auch hier die F'unktionaldeterminante im Integral als Faktor auf- 
tritt; das Integral bezieht sich auf den Bereich B’, von dem also die in 
(17) wieder angeführten Integralgrenzen entsprechend dem oben beschrie- 
benen Aufbau des Integrals (4) geliefert werden. Als Transformations- 


formel für das Raumintegral schließt sich an: . 
Dr e) i 
aa frænda = ffo, 00 -|DpwDldr. 


7. Flächendifferentiale und Raumdifferentiale. Für zwei einander 
entsprechende Teilbereiche 4% und 4w’ der S. 101 ff. betrachteten ebenen 
Bereiche B und B’ bestand die Relation: 

A) 40 = | D(P Uo, V)), Yu, %)| IR’, 

unter (up, v) einen geeignet gewählten Punkt von /o’ verstanden. Wir 
wählen jetzt insbesondere den Teilbereich 10’ als ein Rechteck, dessen 
Seiten zu den Achsen der «,v-Ebene parallel sind. Die Ecken mögen 
bei (u, v), (u + Au, v), (u + Au, v + 4v), (u, v + 4v) liegen, die Au 
und Av mögen der Bequemlichkeit halber positiv gewählt sein. Auch 
wollen wir, was nötigenfalls durch Zeichen- 
wechsel einer der Variablen u, v erreichbar 
ist, die Funktionaldeterminante D (ọ, Y) 
in B’als positiv voraussetzen; bei der Ab- 
bildung von B’ auf B findet dann keine 
Umilegung der Winkel statt. An Stelle von 
(1) tritt als Gleichung zwischen den Inhal- 
ten einander entsprechender Teilbereiche: 


(2) Io = D(pw,, V), Vh w) Ju Av. = Fig. 23. 
Dabei ist also Aœ der Inhalt eines „Kurvenvierecks“ im Bereiche B, wel- 


ches durch die beiden Kurvenpaare K,, Kop au Ku, Krp 7, begrenzt ist 
(s. Fig. 23). Die Koordinaten der Ecken dieses Vierecks sind: 
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æ= p(w v), y = Y (u, v) 
s+ Ar = glu + 4u, v) y+ Ay = plu + Au, v), 
|2 + da = pluv + 20), y + 4Y, = (u, v + Av), 


(3) 


Beim Grenzübergange, der zu den Flächenintegralen führt, haben 
wir nun die Größen 4u und 4v als variabel und gegen die Grenze 0 
abnehmend uns vorzustellen. Wir schreiben dann statt Au und Av auch 
du und dv und bezeichnen diese Größen als „Differentiale“. Auch 4o 
= du - dv ist eine variable gegen O abnehmende Größe, so daß wir neben 
der Bezeichnung 4w’ auch dw’ verwenden und mit Rücksicht auf die 
geometrische Bedeutung dw’ als ein „Flächendifferential“ benennen. 

Ist z als positive Zahl beliebig klein gewählt, und schreiben wir 
vor, daß die Diagonale des Rechteckes 4w’ nicht größer als s sein soll, 


so nähert sich der Quotient A wie der Differentialquotient einer diffe- 
> 


renzierbaren Funktion, für im € =Q einem von der fest zu denkenden 
Stelle (u, v) abhängigen eindeutigen endlichen Grenzwerte, der zufolge (2) 
durch die Funktionaldeterminante: 


(4) lim = = D(p(u, v), du, v)) 


im Punkte (u, v) gegeben ist. Entsprechend den grundlegenden Erklärun- 
gen der Differentialrechnung schließen wir hieran folgenden Satz: Das 
zur Stelle (u,v) und zum „unabhängigen“ Flächendifferentiale do’ = du dv 
gehörende „abhängige“ Flächendifferential do sei gegeben durch das Produkt: 


(5) do = D(p(u, v), Ytu, v)) du dv. 


Eine geometrische Deutung dieses Differentials do erhalten wir 
durch Rückgang auf die Gleichung (7) S. 103, aus der sich ergibt: 


(6) do = (Vg? + pi? du): (Vp? + p? do) -sin (B — a). 

Die in den beiden ersten Klammern rechts 
stehenden Ausdrücke sind die Bogendif- 
ferentiale ds,, ds, der durch den Punkt 
(x,y) des Kurvenvierecks der Fig.23 hin- 
durchlaufenden Kurven X, und X, die 
den Differentialen du und dv entsprechen 
(s. I, 285f.). Wir tragen diese Bogen- 
differentiale auf den Kurventangenten, 
die den Winkel (£ — «) miteinander bil- 
Fig. 24. den, ab und ergänzen sie, wie Fig. 24 zeigt, 
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zu einem Parallelogramm. Dann ist das „abhängige“ Differential do durch 
den Inhalt dieses Parallelogramms geometrisch gedeutet. 

Betreffs der Beziehung des Differentials do zum Flächeninhalte des 
Kurvenvierecks /w findet man durch bekannte Schlußweise (s. I, 108 
und 157) den Satz: Halten wir beim Grenzübergange an der. Bestimmung 
fest, daß Ao und do sich stets auf das gleiche Rechteck der u,v-Ebene be- 
ziehen, so nähert sich der Quotient des Flächeninhalts Aw und des Diffe- 
rentials do für lim &= 0 dem Grenzwerte 1: 


(1) lim ©° = 1. 


Dieses Ergebnis hat für den Aufbau der Flächenintegrale eine wich- 
tige Bedeutung. Wir stellen zunächst unter Rückgang auf den ursprüng- 
lichen Ansatz (3) S. 93 des Flächenintegrals folgenden Grundsatz auf: 
Ersetzen wir in der auf den Bereich B bezogenen Summe: 


(8) fan Y) Jo, 


den Faktor Aw, des einzelnen Gliedes durch eine mit Jo, eindeutig be- 
stimmte Zahl A’o,, von der wir wissen, daß für jeden Index k die Glei- 
chung zutrifft: 


(9) meadi 


so nähert sich für lim = 0 die Summe: 
(10) D len v) Io 
k=l 
derselben Grenze an, wie die Summe (8). Die Differenz der beiden Sum- 
men (10) und (8) kann man nämlich so schreiben: 


n ; d n : n 4. 
> far, 9) 4 n— D fp WIN D fan Yr) (a = 1) 40. 
sei k=1 k=1 


Der hier rechts stehende Wert kann aber, da B endlich ist und die 
Funktionswerte f als zwischen endlichen Schranken gelegen anzunehmen 
sind, zufolge (9) durch hinreichend kleines & beliebig klein gemacht 
werden. 

Nach dem aufgestellten Satze ist es erlaubt, an Stelle der Inhalte 
Av, der Kurvenvierecke in der Summe (8) die zu diesen Vierecken gehö- 
renden Flächendifferentiale do, zu setzen, ohne daß die beim Grenzüber- 
gange eintreiende Gleichung: 
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e gyp > ia 
(11) lim I f@ da= J fe y) do 


=. k=i 
Einbuße erleidet*). 

Auch noch in anderer Art können wir brauchbare Ersatzgrößen 
S'o, erklären. Wenn wir z. B. statt der Bogendifferentiale ds,, ds, die 
Bogenlängen 4s„, fs, des Kurvenvierecks auf den Tangenten abtragen 
und wieder die Ergänzung zum Farallelogramm vornehmen, so ist dessen 
Inhalt: 

(12) S'o = 4s,- ds, sin (B — a). 
Für 4s, aber gilt: 
u+fu 
As, = [VoF pu du =V pulu + 9 Au, 0)? + plu +8 Au, v) Au, 
so daß der Quotient von 4s, und ds, wegen des Nichtverschwindens 
von (94° + Yu’) und der Stetigkeit der Ableitungen die Bedingung: 


lim l% _ lim VOE VERU u _ | 

Eo Vopat 0)? F palu 0)? 
befriedigt. Aus dieser und der entsprechenden Gleichung für 4s, und 
ds, folgt, daß auch die durch (12) erklärten Größen die Gleichung (9) 
erfüllen: Mit Rücksicht auf den hinterher vorzunehmenden Grenzübergang 
ist es statthaft, im einzelnen Gliede der Summe (8) den Inhalt Aw des 
Kurvenvierecks zu ersetzen durch den In- 
halt eines geradlinigen Parallelogramns, 
das die Bogenlängen As, und Is, der 
vom Punkte (x, y) ausziehenden Vierecks- 
seiten zu Seiten und den Winkel (B—«) 
an der Ecke (x,y) mit dem Kurvenvierech 
gemein hat. 

Eine andere Ersatzgröße 1’o, kön- 
nen wir so gewinnen: Wir verbinden die 
Ecke (zx, y) des Kurvenvierecks gerad- 
linig sowohl mit der zweiten unter (3) genannten Ecke als mit der dritten 
und lassen längs der Diagonale des Kurvenvierecks die Ergänzung zum 
Parallelogramm eintreten (s. Fig. 25). Der Inhalt 1’@ dieses Parallelo- 
gramms: 


Fig. 35 


* Das rechts stehende do stellt in der vorliegenden Verbindung natürlich 
nicht das übrigens mit do bezeichnete Flächendifferential dar, ist vielmehr nur 


im Verein mit dem Zeichen ni ein Symbol für den Grenzwert der links stehen- 
den Summe. 
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4o = At Ay, — Axr dy 
läßt sich zufolge (3) in die Gestalt kleiden: 
. S'o = (p, Uu + 8 Au, v) - psu, v +9,10) 
— pu, v + 9,IV)- puu + 2 Au, A, 
die Zahlen ® in der bekannten Bedeutung gebraucht. Hieraus folgt 
leicht, daß auch die auf dieser Grundlage zu gewinnenden 4'œw, die Be- 
dingung (9) befriedigen: Mit Rücksicht auf den zu vollziehenden Greng- 
übergang ist es statihaft, im einzelnen Gliede der Summe (8) den Inhalt 
Aw, des Kurvenvierecks zu ersetzen durch den Inhalt des geradlinigen 
Parallelogramms, welches die drei genannten Ecken mit dem Kurvenviereck 
gemein hat. 
Die vorstehenden Entwicklungen übertragen sich leicht auf die 
S. 113ff. betrachtete Beziehung zwischen der ų«,v-Ebene und der durch 
(17) 8. 113 dargestellten krummen Fläche. Dem Bereiche B’ der Ebene 
entspreche der Bereich B der krummen Fläche. Wir halten an den für 
B’ bisher gebrauchten Bezeichnungen fest und haben als Inhalt 4@ des 


krummflächigen Vierecks, das dem Rechtecke Jo’ — Ju - Av entspricht, 
nach (19) S. 113: 


(13) Aa = V D(t t) + Di 90)’ + D(9 V: 40', 
wo sich die rechts stehenden Funktionaldeterminanten auf einen gewissen 


Punkt (w, vo) des Rechtecks 4w’ beziehen. Es existiert wieder ein 
Grenzwert: 


(14) m ze, =VDŲ, 1+ Dn p? + Dlo, vY, 


wo rechts der feste Eckpunkt (u,v) des Rechtecks die Argumente liefert, 
und mit diesem Grenzwerte erklären wir das zur Stelle (u,v) und zum 
„unabhängigen“ Differential 10’ = do’ = dudv gehörende „abhängige“ 
Flächendifferential do durch: 


(15) do = VD, 2)’ + Dlr, 9)’ + D(g, Y} dudv, 
wobei wie oben auf die Gültigkeit der Gleichung (T) geschlossen wird. 

Die Richtungskosinus der Tangenten, welche die Seiten des krumm- 
flächigen Vierecks in dem zu (u, v) gehörenden Punkte (x, y, z) haben, sind: 
Pu Pu Ku m Vo u 

ee y 2) 
U und V im Sinne von (6) S. 116 gebraucht; die zu den du und dv ge- 
hörenden Bogendifferentiale der Randkurven sind ds,— U- du, ds, =V. dv. 
Die geometrische Deutung des Flächendifferentials do durch den Inhalt 
eines ebenen Parallelogramms überträgt sich demnach Wort für Wort aus 
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den voraufgehenden Betrachtungen“). In den endlichen Summen, die zum 
Ansatz der Flächenintegrale dienen, können die Inhalte 4%, der krumm- 
flächigen Vierecke natürlich wieder durch die Flächendifferentiale ersetzt 
werden. Auch können Ersatzfaktoren, die wir genau wie oben bei den 
ebenen krummlinisen Vierecken erklären, an Stelle der 10, treten. 

Endlich ist die Übertragung auf den Raum und damit auf die Ent- 
wicklungen von S. 114ff. leicht vollzogen. Den räumlichen Bereich B’ 
zerlegen wir durch Parallelebenen zu den Koordinatenebenen in recht- 
winklige Hexaeder, deren einzelnes den Inhalt 47'= Au. Av. Aw 
hat. Der Bequemlichkeit halber nehmen wir die Funktionaldeterminante 
D(ọ, v, y) in B’ als positiv an. Dann entsprechen den rechtwinkligen 
ebenflächigen Hexaedern krummflächige Hexaeder in B, und für die In- 
halte zusammengehöriger Hexaeder besteht die Relation: 


(16) Art = DP, Wos Xo) Ir". 

Fassen wir Au = du, Av = dv, Aw = dw als „Differentiale“, so wird 
Art’ = dr’ das „unabhängige Raumdifferential“, dem als „abhängiges Raum- 
differential“: 

(11) dı = D(g, v, y) dr’ 

in B entspricht; als Argumente in der Funktionaldeterminante gelten 
natürlich wieder die Koordinaten der festbleibenden Ecke (u, v, w) in B’. 
Geometrisch bedeutet das Raumdifferential drt den Inhalt eines ebenflächi- 
gen Hexaeders, das mit dem vorgenannten krummflächigen die (u, v, w) 
entsprechende Ecke (x, y, 2) gemein hat, die Kurventangenten des letzteren 
Hexaeders zu Kanten besitzt und als Kantenlängen die Bogendifferentiale 
ds, = Udu, ds,—= V dv, ds, = Wdw hat. Auch die übrigen Betrachtun- 
gen übertragen sich ohne Mühe. 


8. Zulassung von Unstetigkeiten der Funktion f und von unend- 
lichen Integrationsbereichen. An der Stelle P des ebenen Bereiches B 
habe die Funktion f(x, y) einen Unstetigkeitspunkt, und zwar soll, falls 
wir eine positive Zahl beliebig groß wählen, in der Umgebung von P 
stets noch eine Stelle angebbar sein, an der |f(x, 4) | die gewählte Zahl 
übertrifft. Legen wir um den Punkt P irgend eine nicht durch diesen 
Punkt selbst hindurchlaufende Kurve X herum und schneiden die da- 
durch eingegrenzte Umgebung von P aus B heraus, so möge f(x, y) in 
dem abgeschlossenen Restbereiche gleichmäßig stetig sein. Es liegt also 
in diesem Falle an der Stelle P isoliert ein „Unendlichkeitspunkt“ der 
Funktion vor (vgl. I, 31 und I, 96). 


*) Die durchzuführende Rechnung kann man auf die Formel für den Sinus 
des von den Tangenten eingeschlossenen Winkels gründen (s. „A.G.“, S. 95). 
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Wie bei den einfachen Integralen (S. 61) überzeugen wir uns, daß 
es unmöglich ist, für die fragliche Funktion auf dem bisherigen Wege 
ein Integral: 


a) Tre, do 


zu erklären. Gleichwohl gelingt es manchmal, ein „uneigentliches Inte- 
gral“ (1) auf einem Umwege zu gewinnen. Zu diesem Zwecke denken 
wir eine unbegrenzte Kette von Kurven K,, K,, K,,..., von denen jede 
ganz innerhalb der voraufgehenden verläuft, um P 
herum, aber nicht durch P hindurch, gelest (Fig. 26). 
Ist irgend eine Kurve X gezeichnet, die gleichfalls 
um den Punkt P herum, aber nicht durch ihn hin- 
durchläuft, so soll es möglich sein, einen Index n so 
anzugeben, daß X, und also auch alle folgenden 
Kurven K,,,,--- ganz innerhalb X verlaufen. Diese 
Vorschrift ist z. B. in der Art durchführbar, daß wir 
die Kurven als Kreise des Mittelpunktes P mit Radien 
wählen, die eine gegen die Grenze O abnehmende Zahlenreihe darstellen. 
Nach Herausschneiden des Inneren der Kurve X, bleibt von B der ab- 
geschlossene Restbereich 5,, für den: 


@) "re, yda 


einen eindeutig bestimmten endlichen Wert hat. Kann man beweisen, 
daß unabhängig von der besonderen Auswahl der Kurven K,, Ka, ... die 
Werte (2) für lim n = œ einer bestimmten endlichen Grenze zustreben, so 
bezeichnen wir diesen Grenzwert als ein „uneigentliches Integral“ und be- 
halten für ein solches Integral die Schreibweise (1) bei: 


(3) lim "Tre, at Tree, N 


Man sagt in diesem Falle auch, das Integral sei „konvergent“. Übrigens 
findet die Übertragung der vorstehenden Betrachtung auf Raumintegrale 
keine Schwierigkeit. 

Kann man eine Umgebung von P eingrenzen, in der die Funktions- 
werte f(x, y) alle einerlei Vorzeichen haben, so sind die Verhältnisse beson- 
ders einfach: Dann genügt es, die Existenz der Grenze für eine einzige 
irgendwie gewählte Kurvenschar K,, K,, . . - festzustellen; jede andere Schar 
K, Ky, -.. liefert notwendig die gleiche Grenze. Entsprechen nämlich 
den Kurven X,,&,,... die Restbereiche B,, B,,..., den Ky’, Ky... 
aber B’, By, -.., so gilt folgende Überlegung: Wir wählen m beliebig 
groB, und zwar jedenfalls so groß, daß innerhalb X, nur noch Werte 


Fig. 28. 
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f(x,y) von gleichem, etwa positivem Vorzeichen auftreten. Man kann 
alsdann eine Zahl n derart angeben, daß X, ganz innerhalb X, gelegen 
ist; weiter kann man eine Zahl h so wählen, daß X, ,, wieder ganz inner- 
halb K, liegt. Wegen der er Funktionswerte gilt dann: 


Bf men 
"fke sdo< "fawao< "Sf sdo, 


woraus die Behauptung leicht hervorgeht. Auch die Übertragung dieser 
Betrachtung auf den Raum ist nicht schwer. 

Ist der Bereich B nicht endlich, so ist es gleichfalls unmöglich, ein 
zugehöriges Integral (1) auf dem gewöhnlichen Wege zu erklären. Doch 
gelingt es vielfach, durch einen ähnlichen Umweg wie soeben zur Er- 
klärung eines auf B bezogenen „uneigentlichen Integrales“ zu gelangen. 
Wir denken eine unbegrenzte Reihe von endlichen Teilbereichen B,, 
B,,... gebildet, von denen jeder ein Bestandteil des folgenden ist. Auch 
soll, wenn ein beliebiger endlicher Teilbereich B’ von B gewählt ist, ein 
Index n derart angebbar sein, daß B’ ein Teil von B, und also auch von 
jedem folgenden Bereiche ist. Von f(z, y) gelte, daß diese Funktion in 
jedem Bereiche B, eindeutig und gleichmäßig stetig ist, so daß für jedes 
n das Integral (2) einen bestimmten endlichen Wert hat. Existiert ein 
von der besonderen Auswahl der Bereiche B, unabhängiger Grenzwert (3) 
für lim n= 00, so erklären wir diesen Grenzwert als „uneigentliches Integral“ 
von f(x, 4 ydo. für den nicht endlichen Integrationsbereich B. Auch hier 
ist wieder die Übertragung auf Raumintegrale leicht vollzogen. Übrigens 
sagt man im Falle der Existenz der Grenze (3) auch wieder, das Inte- 
gral (1) sei „konvergent“*). 

Kommen von irgend einem Bereiche B,, an im überschießenden Teile 
jedes weiteren Bereiches B, ,,, Ba +2, - ; ; nur Funktionswerte von einerler 
Vorzeichen vor, so genügt es wieder, eine speziell gewählte Kette von Be- 
reichen zur Feststellung eines etwaigen Grenzwertes (3) heranzuziehen; jede 
andere Auswahl wird zu derselben Grenze führen. Der Beweis wird wie 
oben geführt. Auch ist die Übertragung dieses Satzes auf den Raum leicht 
zu vollziehen. 

Ein bekanntes Beispiel eines Integrales mit nur positiven Werten 


f(z, y) ist: ® 
(4) fe*-"ao, 


s) Insbesondere heißt das Integral a) „unbedingt“ oder „bedingt“ konver- 
gent, je nachdem, eine endliche Grenze: 


f awi 
lim J | f(x, y) | do 


existiert oder nicht. 
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wobei wir unter B den durch die beiden positiven Koordinatenachsen 
eingegrenzten Quadranten der v, y-Ebene verstehen wollen. Als Teilbe- 
reiche benutzen wir hier erstlich Rechtecke, die durch die Achsen und 
durch je zwei zu ihnen parallel laufende Gerade eingegrenzt werden. Das 
auf ein solches Rechteck bezogene Integral können wir dann als Doppel- 


integral: DR 
Vi o E Ea 
A 


schreiben, wo durch die Gleichungen z = x, und y = y, die den Achsen 
gegenüberliegenden Rechteckseiten dargestellt sind. Für das innere In- 
tegral findet man nun: 

Yı Yı 


fer diy = aa e” dy, 
ô ö 


und da das rechts als Faktor auftretende Integral unabhängig von x ist, 
so liefert die Eintragung in das Doppelintegral: 


s A r EA kPa - 
f J -72 —ıf i ad 4 J p— 2 f —_ 1 p 
; (G e r dy) dz Ç eV dy) \, e de) 


wodurch dasselbe in das Produkt zweier einfacher Integrale mit gleich- 
gebauten Differentialen aufgelöst ist. Nach S.65 haben die beiden rechts 
stehenden Integrale für lim x, = + oo, lim y, = + oo eine und natür- 
lich dieselbe Grenze; also existiert das Integral (4) für den unbegrenzten 
Bereich B und hat den Wert: 


(3) a 2 
(5) Ser-rdo=( lim fotas). 
izi = + o 5 


Übrigens können wir durch eine andere Aus- 
wahl der Teilbereiche sogar den numerischen Wert 
des Integrals (5) angeben. Mit K ist in Fig. 27 der 
Quadrant eines Kreisringes bezeichnet, der durch zwei 
Kreisquadranten der Radien r, und r, > r und des 
Mittelpunktes O, sowie durch zweiStücke der Achsen 
begrenzt ist. In diesem Bereiche R wollen wir unser 
Integral als Doppelintegral mittelst Polarkoordinaten 
aufbauen. Die Transformationsformeln sind: 


x=rcos®, y=rsin®, 
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wo also r und # an Stelle der sonst mit u und v bezeichneten Größen 
treten. Die Funktionaldeterminante ist: 
D(r cos®,rsind)=[r, 
verschwindet also im Pole; dieserhalb ist zunächst der Kreisbogen mit 
dem Radius r, bei Herstellung des Bereiches R benutzt. Wir haben nun: 
do = D(r eos ®, rsin®)drdd® =r dr dŷ, 


woraus sich für das anzusetzende Integral ergibt: 


rt 

2 rı 
Ve *-" ao - f( ferar) d®. 
z H rA 


Das innere Integral ist elementar und liefert den von unabhängigen Wert: 


-72 E E$ -rf 
f rdr= (ee), 


To 


so daß wir finden: 


(R) 
Ter-r do = Ile ee): 
Für lim 7, = 0 und lim r, = + œ ergibt sich als Wert des Integrals (4): 


(R) 
(6) feas do =+ z. 


Tragen wir diesen Wert in (5) ein, so folgt durch Quadratwurzelziehen: 


Tı +» 
Å 


(7) im fe*dg -/ mo . Va. 
et, ö 
Wir sind hiermit zu’der in (5) 8.39 aufgestellten nicht-elementaren 


Funktion zurückgeführt, deren Wert für lim z = + 00 wir erkannt haben. 
Die durch: 3 


(8) (x) = N dz 


erklärte eindeutige Funktion von x trägt wegen ihrer Bedeutung für die 
Theorie der Fehlerausgleichung den Namen des „@außschen Fehlerinte- 
grals“. Sie wächst bei einem von 0 bis + oo wachsenden Argumente g 
monoton von O bis 1. Ein paar Näherungswerte sind: 


© (0,5) = 0,5205, ®(1) = 0,8427, ®(1,5) = 0,9661, ©(2) = 0,9953 
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aus deñen hervorgeht, daß sich die Funktion sehr schnell ihrer oberen 
Grenze 1 annähert*). 

Erheblich umständlicher wird die Untersuchung uneigentlicher In- 
tegrale mit nicht-endlichen Bereichen B, falls die Funktion f(x, y) be- 
ständigen Zeichenwechseln unterworfen ist**). Ein Beispiel liefern uns 
die Funktion f(z, y) = e” sinx und der eben zugrunde gelegte Qua- 
drant B der x,y-Ebene. Die Funktion erfährt dann eben wegen ihres 
Faktors sin bei wachsendem & beständig Zeichenwechsel. Wir wählen 
zunächst endliche und von 0 verschiedene Integralgrenzen x, > 2, > 0 
und y, > Ya > O und benutzen den Satz von der Änderung der Integra- 
tionsfolge: 


Ta a 
KA, e7 sin g dy) dz - f fe sin yda ) dy. 
To Yo Yo To 
Für das linke innere Integral gilt: 

& E 
Je sin x dy = sin a fe dy = = (e73 — ern), 
Yo 


Yo 


Für das rechts stehende innere Integral knüpfen wir an die zweite 
Formel (9) S. 14 an, in die wir a = — y und b = 1 eintragen: 


e7 sin g de = — em EZT Yy Sm a Ana 
1235 


Wir gelangen auf diese Weise zu dem Ergebnis: 


1 Yı 


= m (en — e*9) en = f(e > ar cos 2 Fe) dy. 
To Yo 

. Die links unter dem Integralzeichen stehende Funktion von x ist 
für alle positiven x unter Einschluß von z = 0 stetig; das Integral ist 
also für alle z, Z0 eine stetige Funktion seiner unteren Grenze s). 
Das rechts stehende Integral ist nach den Sätzen von S. 96ff. gleichfalls 
unt®r Einschluß von x, = O eine stetige Funktion von x, (da die Funk- 
tion unter dem Integralzeichen für die fraglichen Werte x, stetig ist). 
Wir dürfen demnach in der letzten, für alle z2,>0 geltenden Gleichung 


. *) Eine Tabelle der Werte der Funktion ®(z) und ihrer sechs ersten Ab- 
leitungen findet man bei Jahnke und Emde „Funktionentafeln mit Formeln und 
Kurven“, Leipzig 1909, S. 33. 

*") und insbesondere das Integral nur bedingt konvergent ist. 


Fricke, Diferential- u. Integralrechnung. II. 9 
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auch z = 0 eintragen und finden unter Zerlegung des links stehenden 
Integrals in eine Differenz: 


zı 


fe eende — [Rt enda 
0 


0 
Yı 


z y CO8 T, + Yy sing 
=arctgy—arctgm— fe A r A al: 


Yo 

Da die Exponentialfaktoren links zwischen 0 und 1 liegen und mit 
wachsendem x abnehmen, so nähern sich die links stehenden Integrale 
für lim z, = + 00 endlichen Grenzwerten (s. die Betrachtung von S. 66). 
Auf das letzte Integral rechts können wir, da der Exponentialfaktor im 
ganzen Integrationsintervalle positiv ist, den zweiten Mittelwertsatz (17) 
S. 58 anwenden. Mit Rücksicht auf die im ganzen Intervalle gültige Un- 
gleichung: 


cos & + y® sin l 
sowie die Gleichung: PS 
ea! dy = 
Yo 


ergibt der Mittelwertsatz: 


fer y COB re dy|< atn)! 


O a 


2 


= 2i Vo e*l Yı 


T 


Hieraus folgt, daß sich das fragliche Integral für lim x, = + oo der 
Grenze 0 nähert: 
+o a 
fe dx -/ mag etn dg = arc tg y — arc tg Yo- 
0 0 
Schreiben wir diese Gleichung in die Gestalt um: 
+œ +» 


je © 7m de + are tg y = Degen dæ + arc tg y, 
s ô 


so ergibt sich als für jedes endliche y > 0 gültig: 


+o 


(9) Jeee zy dg = 0 — are tg y, 


unter C eine von y unabhängige Konstante verstanden. 
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Wir untersuchen jetzt das Verhalten der Gleichung (9) nacheinander 
für die Grenzübergänge lim y = 0 und lim y = + oo. Da e77’ für ein fest 
gewähltes y > 0 mit wachsendem x abnimmt, so ist die auf der Teilung 
des Integrationsintervalles durch die Punkte «= x, 2x, 3x, ... beruhende 
Konvergenzbetrachtung von S.66 auf das Integral (9) anwendbar. Der 
damaligen Formel (10) entsprechend findet man hier: 


+o 2v—-1 Kk+i)n @r+l)z 
(10) a ends 7 Mr edr 48 Je ed 
ò 2ra 


als für jede Anzahl v gültig, ae 2 eine von y und v abhängende Zahl 
des Intervalles 0< 9 <1 ist. Die Glieder der Summe, welche sieh durch- 
weg auf endliche Integrationsintervalle beziehen, sind nach S. 96 für 
alle positiven y, unter Einschluß von y = Q, stetige Funktionen von y. 
Das letzte Glied kann durch ausreichend großes v dem Werte O beliebig 
nahe gebracht werden. Es folgt in bekannter Schlußweise (vgl. z. B. die 
Entwicklungen in 1, 219ff.) die Stetigkeit des Integrals (10) für alle 
endlichen positiven y unter Einschluß von y = 0. Da sich der in (9) 
rechts stehende Ausdruck für lim y=0 dem Werte C als Grenze nähert, 
so finden wir: 


(11) Ns ve 


` Daß das links stehende Integral einen bestimmten endlichen Wert hat, 
wurde bereits S. 66#. festgestellt. 
Für irgend ein x, das der Ungleichung z > x,> 0 mit einem be- 

stimmt gewählten x, genügt, ist weiter: 

lim e7! = 0. 

y=+% 
Für lim y = + oo werden also bis auf das noch zu untersuchende erste 
Glied der Summe in (10) alle Bestandteile der rechten Seite dieser Glei- 
chung die Grenze 0 aufweisen. Für das erste Glied aber gilt, da sin z < æ 
im ganzen Integrationsintervalle zutrifft: 


m ELS 

>». -ay 

sin £ Ser feso -= 1 — e 
0 = er dg </ Ed E 
0 0 


so daß sich auch dieses erste Glied für lim y = + œ der Grenze O nähert. 
Wir haben somit: 


`, 
. sn g - 
lim |5 edz =0, 
y=+% 
Q 


g* 
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und die Formel (9) liefert also: 

0=C0-—artgo=0-— 5, C=2. 
Die Eintragung in (11) ergibt das Resultat: 


+œ 
(12) E de=Z- 
0 
Durch die Formel: y 
(13) Sia)- f en 
0 


erklärt man die unter dem Namen „Integralsinus“ bekannte nicht-elemen- 
tare Funktion (vgl. S. 40). Aus (12) folgt, daß diese Funktion Si(«) 


für im x = + œ den endlichen Grenzwert S hat*). 


9. Integrale mit Parametern. Die Gammafunktion. Alle Punkte 
(x, y), deren Koordinaten den endlichen Intervallen: 


a<a<t, e<y<a 


angehören, bilden einen abgeschlossenen endlichen Bereich B von der Ge- 
stalt eines Rechtecks. In diesem Bereiche sei f(x, y) eine eindeutige und 
gleichmäßig stetige Funktion. Wie S. 96 bewiesen wurde, ist dann: 


(a) Stay) dx = Fio) 


im Intervalle c<y <d eine eindeutige und gleichmäßig stetige Funktion 
von y. Sieht man von der Deutung des y als Ordinate ab, so sagt man 
auch, in (1) liege ein Integral mit einem „Parameter“ y vor; dieses Integral 
ist dann, wie wir sahen, eine stetige Funktion dieses Parameters. 

Wir fragen nun, ob die Funktion F(y) im Intervalle c<y <d auch 
differenzierbar ist. Dabei setzen wir voraus, daß f(x, y) im Bereiche B 
eine eindeutige und stetige partielle Ableitung f, (x,y) besitze. Dann 
können wir für irgend ein y, des Intervalles ce<y, <d bei stehendem x 
den Ansatz bilden: A 


SEE y)dy = fan) — f(e, 0). 


*) Auch für die Werte dieser Funktion Si(x) gibt das S. 129 genannte Werk 
eine Tafel. 
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Durch Multiplikation mit dx und Integration zwischen den Grenzen a 
und b folgt mit Rücksicht auf (1): 


ss ( dh Me y) dy) dz = F(y,) — F(e). 


Da nun f; (z, y) in B gleichmäßig stetig sein sollte, so ist (s. S. 100) 
links Umordnung der Integrationsfolge statthaft; wir erhalten: 


F(y) = Fe) sfr, y) de) dy. 


Jetzt steht unter dem äußeren Integralzeichen eine stetige Funktion von 
y. Differenzieren wir nach y,, so liefert die Regel (3) S. 55: 


FW) = ff; æy) dz. 


Damit ist der Satz bewiesen: Das Integral (1), aufgefaßt als Funktion 
seines dem Intervalle c < y < d angehörenden Parameters y, ist unter der 
Voraussetzung der Existenz einer in B stetigen Ableitung fy (x, y) nach dem 
Parameter differenzierbar, und zwar Ka Grund der Regel: 


a Fy) "are, y) 
@) dy TJ dy 


d. h. die Differentiation darf vor der Integration an der Funktion f(x, y) 
vollzogen werden oder die beiden in Rede stehenden Operationen dürfen in 
ihrer Reihenfolge ausgetauscht werden. 

Die Übertr agung der Regel (2) auf uneigentliche Integrale erfordert 
natürlich stets eine Prüfung der Konvergenz ne in Betracht kommenden 
Integrale. Ein bekanntes und wichtiges Beispiel ist: 


+ 


(3) p(y) = =f etana) da, 


wo » irgend eine nicht-negative ganze Zahl sein soll und y einem be- 
liebig wählbaren endlichen Intervalle O<ce<y<d angehören möge, 
dessen untere Schranke c zwischen 0 und 1 liege. 

An der unteren Grenze des Integrals bleibt x/”'(In x)” nach I, 195 
stetig, falls y>1 ist, für n = 0 auch noch bei y=1; dagegen hat diese 
Funktion do Ponkt z= 0 zum Paa falls y < 1 gilt 
(natürlich mit Ausschluß des Gleichheitszeichens im Falle n = 0). Nach 
der<Regel (4) S. 62 ist aber das Integral: 
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Ti 


(4) fera- Anz)" da 


(mit einstweilen endlichem z,) konvergent, da für irgend eine dem Inter- 
valle 1 —c <v < 1 entnommene Zahl v das Produkt: 
v+e—1 
z(a- nae a " na) 

sich wegen y — c > 0 und der Regel (11) in 1,195 für lim v = 0 der 
Grenze 0 nähert. 

Um zweitens das Verhalten des Integrales (4) für lim z, = + œo zu 
untersuchen, knüpfen wir an die in I, 195 bewiesene Gleichung an: 


(5) lim (7) "g. ° 


zs=+» 


a 
n 


Hiernach können wir einen Wert z, > 1 so wählen, daß der in (5) stehende 
Quotient für alle x > x, zwischen 0 und 1 liegt. Da das für die Grenzen 0 
und x, berechnete Integral einen endlichen Wert hat, so bleibt nur noch: 


(6) Se» "u xy dx =f era (=E) az 

To To \ a” / 
in seinem Verhalten bei lim z, = + œ zu untersuchen. Da die unter dem 
Integralzeichen stehende Funktion im ganzen Intervalle positiv ist, so hat 
das Integral (6) einen positiven, mit wachsendem x, stetig wachsenden 
Wert. Dabei gilt zufolge der Auswahl von z;: 
w fer ( TF) de < fet ds. 

To \2”7 Zo 
Wir wählen nun irgend eine der Bedingung: 

(8) m—-y2m—d>2 
genügende ganze Zahl m und stellen mit Hilfe der Exponentialreihe (1) 
in I, 230, der Ungleichung x > x,> 1 und der Bedingung (8) fest, daß 
folgende Ungleiehungen gelten: 


nr 


- (9) e>, MRT a 
2 x x 


Hieraus ergibt sich: 


z 


(10) J 


t mi) 
d a ! 
e+ardz <mı | Em! (5) ee. 
Za Zo 


W á N 
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Die hier rechts stehende Zahl ist also eine endliche obere Schranke für 
die mit wachsendem x, beständig wachsende stetige Funktion (6). Damit 
ist die Konvergenz unseres Integrals (3) bewiesen. 

Es ist nun auch leicht, die gleichmäßige Stetigkeit der Funktion (3) 
im Intervalle Oo <ce<y<d zu beweisen. Man zerlege zu diesem Zwecke 
das Integrationsintervall durch zwei Punkte x, und z,, die der Bedingung 
0<2,<1<x, genügen sollen, und schreibe: 


(11) ®,(W) Een ar. hr 
ee 


wobei das nur einmal ausgeschriebene Differential bei den beiden ersten 
Integralen zu ergänzen ist. Das erste Integral ist, absolut genommen, 
wegen 2,<1 um so größer, je kleiner y ist. Zufolge der Konvergenz 
des Integrals können wir nach Auswahl einer beliebig kleinen Zahl ô > 0 
* die Grenze x, so nahe bei O wählen, daß: 


| Ve rar-: (lng dz| < |J eza- (lu x)” dz <ò 
o 0 i 


für alle y des Intervalles zutrifft. Das dritte Integral in (11), das stets 
positiv ist, wird wegen x, > 1 um so größer sein, je größer y ist. Wegen 
der Konvergenz können wir hier z, so groß wählen, daß: 


+o +» 
0 Ni T E Ee =] ne noea<o 


wieder für alle y des Intervalles gilt. Endlich ist das mittlere Integral 
in (11) stetig, woraus dann nach bekannter Schlußweise die behauptete 
Stetigkeit von ®,(y) folgt. 

Sind weiter y, und y, zwei der Bedingung c< yy <y, <d genügende 
Zahlen, so folgt aus (11): 


[oo dy ie Br (ng dz) dy 
Yo Y% 0 x Yo ao 


und, da im dritten Integrale Umkehrung der Integrationsfolge statthaft 
ist, so ergibt sich weiter nach Ausführung einer Integration in bezug auf y: 


Yı RM, a Er 
a2) So,way=/(f+f)ay +f e—a) (nada. 
Yo Yo 0 A 25 


Das erste Integral rechts ist bei der obigen Auswahl der x, und z, ab- 
solut genommen, kleiner als 28 (d—e), kann also dem Werte O beliebig 
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nahe gebracht werden. Das letzte Integral in (12) konvergiert für 
lim v, = 0 und lim z, = + œ, und man findet: 


yı 
(13) Say = On) — 9): 
Yo 
Bei Differentiation nach der oberen Grenze y, folgt: 
abr) 
ey) = Eu "ar: 


Lassen wir den Index bei y, fort und tragen (n+ 1) an Stelle von v in 
diese Formel ein, so ergibt sich: Die im Intervalle O <ce<y<d durch 
(3) erklärte Funktion ®,(y) ist differenzierbar, und zwar ist: 


+o 
dẹ 7 
(14) — 5 e o ne) d 
0 

so daß auch hier die Ausführung der Differentiation nach y an der unter 
dem Integralzeichen (3) stehenden Funktion vor der Integration statthaft ist. 

Die im niedersten Falle n = 0 eintretende Funktion Ọ, (y) bezeichnet 
man durch f(y): 


+o 


(15) ra) = fe w-'dz 


und nennt sie die „Gammafunktion“*). Zur Aufstellung einer merk- 
würdigen Eigenschaft dieser Funktion folgern wir durch partielle Inte- 
gration (vgl. S. 13): 
» A> 
yj ea aa dr a + et da. 
Tragen wir die Grenzen 0 und + œo ein, so verschwindet, da y zwischen 
den positiven Schranken e und d liegt, e””xY sowohl an der unteren als 
an der oberen Grenze. Es folgt somit: 
j 35 
J ewde=y| e”ar-'da, 
0 0 


worin der nachfolgende Satz enthalten ist: Die für jedes Intervall 0 < ec 
<y<d erklärte Funktion T (y) hat die Eigenschaft, daß T(y+1) gleich 
dem Produkte y und V (y) ist: 

(16) Koa D= y E) 


*, Das Integral (15) heißt auch „Eulersches Integral zweiter Art“. Das Inte- 
gral (15) und einige verwandte Integrale betrachtete Euler in den „Institutiones 
caleuli integralis“; der Name „Eulersches Integral“ und die Bezeichnung T rühren 
von Legendre her. 
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Durch wiederholte Anwendung dieser Formel ergibt sich weiter für jede 
positive ganze Zahl (m —1): 3 
A) Ty+m—1)=(y+m—2) y +m 3): Hi To). 
Da F(1)= 1 aus (15) durch Ausführung der Integration unmittelbar folgt, 
so ergibt sich, wenn man in (17) für y den Wert 1 einsetzt, das auch 
schon aus (7) 8.65 hervorgehende Resultat: Die Werte der Gammafunk- 
tion für die positiven ganezahligen Argumente sind: 
8) F()=1, (2)=1!, F(8)=2!, (4) =3!1 dem 1! ---. 
“Da die zweite Ableitung F” (y) = O, (y) im ganzen Intervalle positiv 
ist, so ist F (y) = ®,(y) eine mit wachsendem y beständig wachsende 
Funktion. Die Funktion T (y) hat demnach für positive Argumente y nur 
ein einziges zwischen 1 und 2 (und übrigens nahe bei y = 1,46) gelegenes 
Minimum*) und nähert sich, wie aus den Formeln (16) ff. leicht folgt, sowohl 
für lim y = 0 als für lim y = + œ der Grenze + oo. Die einfachsten 
Mittel zur ausführlichen Untersuchung der Gammafunktion liefert übrigens 
erst die Theorie der analytischen Funktionen einer komplexen, Variablen. 


10. Die Integralsätze von Gauß und Stokes. Eine in der z,y-Ebene 
gelegene Kurve K habe überall eine mit dem Berührungspunkte stetig 
veränderliche Tangente und damit eine Bogenlänge, deren Maßzahl wir s 
nennen; die Richtung, in welcher s längs der Kurve wächst, sei beliebig, 
aber fest gewählt. Fassen wir die Ko- 
ordinaten æ, y der Kurvenpunkte als 
Funktionen von s auf (vgl. 1,332), so gilt: 


dæ dy , 
ce, g sine, 

wo « der Winkel der in der Riehtung 
wachsender s genommenen Kurventan- 
gente gegen die positive z-Achse ist 
(man veranschauliche sich die Verhält- 
nisse an Fig. 28). Mit dem Symbol v bezeichnen wir die Normale 
der Kurve im einzelnen Punkte und zwar in der Richtung, die durch 


Drehung der gewählten Tangentenrichtung um den Winkel + = ent- 


steht. Der durch (v, 2) zu bezeichnende Winkel dieser N ormalen gegen 
die positive &-Achse ist dann: 


W,)-a+S, 


*) 8. die Tafel der Gammafunktion für das Intervall EIER in dem 8.129 
genannten Werke S. 31. 
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und wir können die beiden oben angegebenen Gleichungen ersetzen durch: 


(1) = = sin (v, 2), = = — cos (v, x). 

Es sei jetzt weiter in der xy-Ebene ein endlicher Bereich B vorge- 
legt, = dessen Randkurve X wir die vorstehenden Bestimmungen be- 
ziehen wollen. Dabei soll statthaft 
sein, daß der Rand X von B aus 
mehr als einem geschlossenen Kur- 
venstücke besteht, wie z. B.inFig.29 
aus zweien. Man bezeichnet als 
positiven Umlaufssinn um den Be- 
reich denjenigen, bei dem man den 
Bereich selbst zur linken Hand hat. 
Für die beiden geschlossenen Kur- 
venstücke der Fig. 29 ist durch 
einige längs dieser Stücke ange- 
brachte Pfeile der positive Umlaufssinn angedeutet. Wählen wir s als in 
dieser Richtung wachsend, so wird die oben vereinbarte Richtung der Nor- 
malen v nach dem Bereichinneren weisen. 

Wir verstehen nun unter (x,y) eine im abgeschlossenen Bereiche B 
eindeutige und gleichmäßig stetige Funktion, die daselbst eine ebensolche 
Ableitung %x(x,y) besitzt. Das auf B bezogene Flächenintegral von 
palz, y)do wollen wir dann nach (8) S. 100 als Doppelintegral: 


ha (y) 


(2) “fi: (2, y) do IT ie y)de) dy 


c h (y) 


schreiben. Dabei haben wir das innere Integral der damaligen Verab- 
redung entsprechend nötigenfalls als ein Symbol für eine Integralsumme 
zu fassen. So ist z. B. für das in Fig. 29 eingezeichnete y als inneres 


Integral die Summe: „. 


Side + [war + [9242 


einzutragen. Da wir übrigens unter dem Integral die Ableitung von #(x) 
nach x haben, so ist die Integration ausführbar, und wir finden, indem 
wir die vorstehende Betrachtung gleich allgemein fassen: 


d 
(B) ’ 
(3) u %:(2,y)do -/ Va H E H Ulm )dy. 
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In dem rechts stehenden Integrale, das sich auf lauter Punkte (x, y) 
der Kurve K bezieht, soll s als unabhängige Variable eingeführt werden. 
Dabei beachte man, daß an den Austrittsstellen (z,, Y), (£3, Y), der zur 
x-Achse parallelen Geraden der Ordinate y aus B die Richtung wachsen- 
der s nach oben, d. h. in der Richtung wachsender y weist, nicht jedoch 
an den Eintrittsstellen (z,,%), (%1, y) --- (s. Fig. 29). Wir kehren dem- 
nach für die negativen Glieder in (3) rechts die Integrationsrichtung, 
welche zunächst die Richtung wachsender y hat, um: 


& e 
(B5 * 
(4) pi Pps do = f (Vta Ey) +H )dy+ f (Yan) Hea y+: )dy. 
c d 


Hierdurch erreichen wir, daß bei Einführung von s als der Integrations- 
variablen in jedem Falle nach (1): 


d 
dy = Z ds = — cos (v, x)ds 
zu setzen ist. Dabei erschöpfen wir gerade die ganze rechte Seite von (4), 
indem wir das „Linienintegral“ (s. S.91) von — y(x, y) cos (v, x) ds über 
den gesamten Rand K von B im positiven Umlaufssinne hinführen: 


CT i w 
(5) IE y)do = S y(z, y) cos (v, 2) ds. 


Diese Gleichung wandelt unter der Voraussetzung eindeutiger und stetiger 
Funktionen y, Yz das links stehende „Flächenintegral“ in ein „Linieninte- 
gral“ um. An Stelle der Gleichung (5) schreibt man auch etwas kürzer: 


(©) Tre ido = [vw na, 


wobei natürlich unter dy das zur Stelle (x, y) 
der Kurve K und zum Differential ds der- 
selben gehörende Differential der Ordinate 
zu verstehen ist. ®) 

Der gewonnene Satz bleibt auch dann 
gültig, wenn die Randkurve K von B Ein- 
knickungen in endlicher Anzahl besitzt. So 
liegen z. B. in Fig. 30 zwei Einknickungen 
vor, die K in die beiden Teile X’ und X” 
zerlegen. Das auf X bezogene Linienintegral 


*) Für die hier auftretenden Linien- oder Kurvenintegrale benutzen wir, was 
sofort verständlich sein wird, eine symbolische Bezeichnung ähnlich derjenigen 
der Flächenintegrale, indem wir die „Integrationskurve“ K als oberen Index an 
das Integralzeichen setzen. 
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ist dann einfach die Summe der beiden auf X’ und K” bezogenen Inte- 
grale. Die beiden der x-Achse parallelen Geraden der Ordinaten y, und y, 
(s. Fig. 30) zerlegen B in drei Teilbereiche B,, B,, D}, für die einzeln 
die durchgeführten Rechnungen in Kraft bleiben. Für die geradlinigen 
Randstücke dieser Teilbereiche liefert freilich die Formel (4) keine Be- 
standteile der Randintegrale, doch würden diese Bestandteile, wenn wir 
sie auf den rechten Seiten der Gleichungen: 


(Bi r (K3) 
[vi y)do = = S vle, y) cos (v, a) ds 


. nr . . . 
hinzudenken, doch wegen (v, x) = verschwinden. Die Summe der drei 


vorstehenden Gleichungen liefert nun einfach den Satz (5) für unseren 
Bereich B. 

Benutzt man an Stelle von (2) das Doppelintegral, bei dem die Inte- 
gration nach y vorangestellt ist, so gelangt man für eine Funktion p (x, y), 
die mit ihrer Ableitung py(z,y) in B eindeutig und gleichmäßig stetig ist, 
zur Gleichung: 


Tea: y) do = — Ea y) sin z x) ds 
oder in kürzerer Schreibweise: 
e. Tid 
(1) Toile, do = | gle, yda. 


Durch Subtraktion der Gleichung (T) von (6) stellen wir noch die bald 
zu benutzende Gleichung her: 


Bar 
(8) jJ Ye 9) do = -f (Ga pdz+ya, ydy). 


Der „Gaußsche Pe h ist der dem Satze (5) entsprechende, 
auf räumliche Bereiche B bezogene Satz. Der Anschaulichkeit halber 
legen wir zunächst einen endlichen räumlichen Bereich B mit einer 
ovalen Oberfläche O zugrunde, welche überall eine bestimmte, mit dem 
Berührungspunkte stetig veränderliche Tangentialebene hat. Die Funk- 
tion g(x, 9,2) sei im abgeschlossenen Bereiche B eindeutig und gleich- 
mäßig stetig und besitze daselbst eine ebensolehe Ableitung 9,(x, y, 2). 
Mit Benutzung des dreifachen Integrals (4) S. 115 schreiben wir dann: 

Bf 4 ga (2) halys?) 
(9) T yila, Y, 2) dr -/ (J (J PX, Y, 2) da) dy) dz. 


a nd) (y2) 


*) S. die Abhandlung i attractionis corporum sphaeroidicorum ete.“ 
in Gaub’ Werken Bd. 5, S. 3 
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Die Bedeutung der Integralgrenzen mache 
man sich an Fig. 31 klar. Die zur z-Achse 
parallelen Tangenten von O liefern einen 
B umschriebenen Zylinder, welcher in der 
y,2-Ebene die aus den beiden Teilkurven 
y=9,(2) und y = 9,(2) zusammengesetzte 
Kurve ausschneidet. Sie umgrenzt einen 
der 4,2-Ebene angehörenden Bereich, der 
mit B’ bezeichnet werden möge. Der 
Zylinder berührt die Oberfläche O längs 
einer Kurve X, welche O in zwei Teil- ' 

oberflächen O, und O, der Gleichungen x, = h, (y, z) und x, = ha (y, 2) 
zerlegt. 

Es ist nun erstlich das innere Integral (9) sofort ausfübrbar: 


„2(v,2) 
J 92(8,y,2) dx = p(23,Y,2) — P21: Y, 2) 
42) 
wo 2, = h (y, Z) und z, = h, (y, 2) zu setzen ist. Damit aber können wir 
das Integral (9) in die Differenz zweier auf B’ bezogenen Flächeninte- 
grale umwandeln: 


Br, @) ,® s 
a) Tandar- fony dd S olene). 


Da (x,,%,2) ein Punkt der Teiloberfläche O, ist, so erscheint es am Platze, 
das erste Integral in (10) rechts in ein auf O, bezogenes Flächenintegral 
zu transformieren. Um die Gleichung (15) S. 123 und die damaligen 
Voraussetzungen anwenden zu können, ziehen wir zunächst die Randkurve 
von B’ ein wenig zusammen und bilden damit einen den Rand von B’ 
nirgends erreichenden Teilbereich B’ von B’, der die Teiloberfläche O, 
von 0, liefere*). Wir haben dann als Gleichungen (17) S. 113 von O;: 


z=h,(ü,v), Vi Be 
in (15) 8.123 einzutragen und finden als dem „Ebenendifferential“ do’ 
= du dv = dy dz entsprechend das Flächendifferential do von 0,: 


Nun gilt aber, wenn wir die nach dem Bereichinneren gerichtete 


*) Die Maßregel ist; nötig, weil, wie wir sogleich sehen werden, der erste 
Faktor auf der rechten Seite von (15) S. 123 gegen den Rand von B hin nicht 
endlich bleibt. 
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Oberflächennormale durch das Symbol v und den Richtungswinkel von v 
gegen die positive «-Achse mit (v, x) bezeichnen, nach 1, 327: 
1 
JAUNA 
Vi +G 
Die Gleichung (11) kann also in die Gestalt gesetzt werden: 
do = — cos (v, x)do, 


cos (v, £) = — 


und wir erhalten: 


(# 


) (CATV 
p (£z, Y, 2) do’ — a E Y, 2) cos (v, x) do. 


Beide Integrale bleiben stetig, wenn wir B’ jetzt wieder zu B’ und ent- 
sprechend Ô, zu O, wachsen lassen, so daß die Gleichung besteht: 
8 


) d r (0) ; 
TE y, 2)do = -S plas Y, z) cos (v, z) do. 


«/ 


Auf demselben Wege findet man: 
(8) $ ©) 


Damit gewinnen wir aus Gleichung (10) den auf den räumlichen Bereich B 
mit der Oberfläche O bezogenen „Gaußschen Inlegralsate“: 


ar, (Oid 
(12) d P=(£, Y, )d=—) p(z, Y, 2) cos (v, z) do, 


der das links stehende „Raumintegral“ in ein „Flächenintegral“ umwandelt. 

Es ist nun die Frage, wie weit wir die Voraussetzungen über die 
Gestalt der Oberfläche O von B verallgemeinern dürfen. Wie bei ebenen 
Bereichen können wir auch die vorstehenden Rechnungen ohne Mühe in dem 
Falle durchführen, daß das innere Integral (9) als eine Integralsunme 
anzusehen ist. Die Oberfläche O des endlichen Bereiches B mag demnach 
irgendwie gestaltet sein, wenn sie nur überall eine mit dem Berührungspunkte 
stetig veränderliche Tangentialebene hat oder auch (wie wir sogleich hinzu- 
setzen) aus einer endlichen Anzahl von Teiloberflächen O', O”, - - - besteht, 
die diese die Tangentialebenen betreffende Bedingung erfüllen. Es mag also 
O ein „Polyeder“ mit einer endlichen Anzahl krummer Teilflächen sein. 
Das Flächenintegral (12) ist dann einfach die Summe der auf die Teil- 
flächen bezogenen Integrale. Den letzten Teil des ausgesprochenen Satzes 
wolle man sich durch Übertragung der an Fig. 30 angeschlossenen Be- 
trachtung veranschaulichen. Durch jeden Kantenpunkt des Polyeders O 
lege man die zur x-Achse parallele Gerade. Dadurch wird B in eine 
endliche Anzahl zylindrischer Teilbereiche B,, Ba, +-+- der Oberflächen 
O, Os, : zerlegt, für welche die Gleichungen: 
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Br, f (0) 
J P(T, Y, Z) dt =— foa, Y, 2) cos (v, 2) do 


wie oben leicht beweisbar sind. Dabei mag rechter Hand in jedem Falle 
der auf den Zylindermantel bezogene Teil des Oberflächenintegrals, der 


ja wegen (v, z) = = verschwindet, hinzugesetzt werden oder nicht. Die 


Summe der vorstehenden Formeln liefert den Satz (12) für unseren 
jetzigen Bereich B. -- 

Die Übertragung der Formel (5) aus der z,y-Ebene auf eine krumme 
Fläche liefert den „Integralsatz von Stokes“*), Bei der Transformation 
kommen die Formeln (17)ff. S. 113 zur Verwendung. Zur Darstellung 
der krummen Fläche seien die Formeln (17) S. 113 mit den beiden unab- 
hängigen Variablen u und v zugrunde gelegt; doch wollen wir, um die 
Bezeichnungen g, y, y in anderem Sinne gebrauchen zu können, die Ko- 
ordinaten der Flächenpunkte (x, y, 2) als Funktionen von u und v einfach 
x(u,v), y(u,v), z(u,v) schreiben. Auf der Fläche denken wir einen end- 
lichen abgeschlossenen Bereich B eingegrenzt, dessen Rand mit K be- 
zeichnet werde. Die Fläche soll zunächst in B überall eine bestimmte 
und mit dem Berührungspunkte stetig veränderliche Tangentialebene 
haben. Ebenso habe K überall eine bestimmte stetig veränderliche Tan- 
gente und damit eine Bogenlänge, oder es soll doch K aus endlich vielen 
Stücken bestehen, von denen dies gilt. In der w,v-Ebene entspreche dem 
Bereiche B der endliche Bereich B’ mit der Randkurve K’. Wir verab- 
reden einen positiven Umlaufssinn um B’ genau wie oben (S. 138), indem 
wir z durch u und y durch v ersetzen**). Diesen positiven Umlaufssinn 
übertragen wir auf die Umlaufung von B und wollen alsdann sogleich 
in B die Normalen der krummen Fläche in der Richtung aufgepflanzt 
denken, daß der Umlauf um B im positiven Sinne mit der Verschiebung 
in Richtung der aufgepflanzien Normalen eine „rechtsgängige“ Schrauben- 
bewegung liefert ***). 


s *) Vgl. Stokes „Mathematical and physical papers“, Cambridge 1905, Bd. 5, 
. 320. 

+*+) Die positive Achse der Ordinaten v habe gegen die positive Achse der 
Abszissen w die übliche Orientierung. 

*+) Vgl. „A.G.“S.92. BeiderüblicheuAn- 
ordnung des räumlichen Koordinatensystems 
(positive x-Achse nach rechts, positive y-Achse 
vom Beschauer fort, positive 2-Achse nach oben 
gerichtet) wird eine reehtsgängige Schrauben- 
bewegung zusammengesetzt aus einer Trans- 
lation in der Richtung der positiven z-Achse 
und einer Drehung um diese Achse, bei der 
die positive x-Achse nach der positiven y- 
Achse bewegt wird. S. Fig. 32. 


144 IV, 3. Integrationen bei mehreren Variablen [10 


Im Bereiche D soll nun eine eindeutige und gleichmäßig stetige 
Funktion g(x, y, z) gegeben sein, die in jedem Punkte (x, y, z) von B 
partielle Ableitungen pz, py, p: besitzt*), welche in B gleichfalls ein- 
deutig und gleichmäßig stetig sind. Man bilde alsdann das auf die Kurve 
K in der Richtung des positiven Umlaufs bezogene Linienintegral: 


) m dz 
Toa, y,ë)dz ~ fye, Y, 2) ds ds. 
o 


Hierbei gilt, wenn wir u und v als unabhängige Variable einführen und 
mit s die Bogenlänge von K’ bezeichnen: 


dx , _ {0x du x da (dx du ðs do q , 


ds S d ee ea > 


woraus für das angesetzte Linienintegral folgt: 


u Co 9x du ox dv A 
Soenda = f(z dë tO So =) ds 


oder in abgekürzter Schreibweise: 


wf Ta 2 2 
Joe, y, z) dx = Tor du +g 3e do). 


Das letzte Integral läßt sich nun auf Grund von (8) in ein auf B’ 
bezogenes Flächenintegral umwandeln; wir erhalten: 


(K)/* m 
Tran da 623) -& o) 


oder bei Entwicklung der rechten Seite unter Benutzung der Regel (5) 


in I, 163; (K) B” a 
en op dx Op dx : 
Soana a2 - /@ Jv % Ju) da” 


Nun ist aber: 


dp _ ôT ‚0y , € op __.0% ‚04 ‚ 82 
Ju ME NT a ga g Pe 


so daß sich, wenn wir unter D(x, y),--- die Funktionaldeterminanten 
(5. 102) verstehen, die Gleichung: 


(K) Re n d 
Syla, Y, z) dz = j (— Py Di, Y) + p: D(z, 2)) do 
findet. Endlich vermittelt wieder die Formel (15) S. 123, der wir hier 
die Gestalt zu geben haben: 
do = +yD (y, 2)?+ D(z, z) + D(z, yy do’, 


*) Dies setzt natürlich voraus, daß ọ (æ, y, z) auch in der räumlichen Nach- 
barschaft von B gegeben ist. 
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den Übergang zum krummflächigen Bereiche B, dessen Flächendifferential 
do ist. Unser auf den Rand K von B bezogenes Linienintegral läßt sich 
also in ein auf B bezogenes Flächenintegral verwandeln: 

— py Dh% y) + p; Di, 2) 
VDy, 5+ D(x)" 4 Dla, y)" 


( 


13) Soi Jd yi 
T, Yy t= 
( Joens 7 


Die Formel läßt sich noch ein wenig kürzer schreiben. Bezeichnen 
wir die vorhin im einzelnen Bereiehpunkte (x, y, 2) errichtete Flächen- 
normale symbolisch durch v, ihre Richtungswinkel gegen die positiven 
Achsen aber mit (v, x), (v, y), (v, 2), so gilt nach (8) in 1, 327: 

cos (v, £) : cos (v, y) : cos (v, 2) = D (y, 2): D(2,2): D(x, y). 
Indem wir die positiv genommene Wurzel im Nenner der rechten Seite 
von (13) mit W bezeichnen, gilt demnach: 


Di, De, D(x, y) 
(14) cos (v, £) =+ ER cos (v,y)=+ = cos (v,2) = + er ; 


wo entweder nur die oberen oder nur die unteren Vorzeichen gelten. Die 
Vorzeichenbestimmung geschieht auf Grund einer Kontinuitätsbetrach- 
tung. Drehen wir das Achenkreuz stetig um den Nullpunkt, so gelten, 
da die drei Kosinus (14) nie zugleich verschwinden, beständig die glei- 
chen Vorzeichen. Man drehe nun so, daß die positive z-Achse parallel 
und gleichgerichtet mit der Flächennormale v im Punkte (x, y, 2) wird, 
und daß die positive x-Achse parallel und gleichgerichtet zur Tangente 
der durch (x, y, 2) hindurchlaufenden Kurve K, (s. S. 123), in Richtung 
wachsender u genommen, ausfällt. Dann gilt an der betrachteten Stelle 
(vgl. I, 327): - 
a» ee er LU 


Die letzte Ungleichung ist eine Folge unserer Vereinbarung über die Wahl 
der Richtung der Normalen v; die Richtungen der Kurven K,, K, (ge- 
nommen nach Seiten wachsender u,v) und die Normale v bilden ein 
„Rechtssystem“ (s. „A. G.“, S. 92), wie die positiven Achsen g, y, z. Da 
nun nach vollzogener Drehung cos (v, 2) = + 1 wird, so gilt zufolge der 
Auswahl der Richtung der Flächennormalen v in der dritten Gleichung 
(14) und also in allen dreien das „obere“ Vorzeichen. 

Die Gleichung (13) nimmt jetzt die Gestalt an: 


(x) (8) s , 
(15) Tole, y2)de= Te Py cos (v, 2)+ p; cos (v, y)) do. 


Zwei weitere Funktionen Y (z, Y, 2), (£, Y, 2) mögen mit ihren partiellen 
Ableitungen erster Ordnung im Bereiche B dieselben Bedingungen be- 
Fricke, Differential- u. Integralrechnung. II. 10 
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friedigen wie g (x,y,z). Unter zyklischer Vertauschung der z, y,# haben 
wir dann die beiden (15) entsprechenden Gleichungen: 


wm 27 e > 
fela, yY, z) dy = J Y; cos (v, £) + Y, cos (v, 2)) do, 


Œ) 2) h : 
i£ (z, y, 2) dz = Te Za COS (v, Y) + X, COS (v, 2))do. 


Durch Addition aller drei Gleichungen folgt als Ausdruck des „Stokesschen 
Satzes“: 


nn 
(16) (pdz + ydy + yde)= 


Tray v) cos(a) +p; 1) 0m) +. p) 20872) do: 


Diese Formel wandelt das links stehende auf die geschlossene Raumkurve 
K bezogene „Linienintegral“ in ein „Flächenintegral“ um, das sich auf 
einen in K eingespannten krummflächigen Bereich B bezieht; die Richtung 
der Normalen v bildet, um diese wichtige Voraussetzung zu wiederholen, mit 
der Umlaufsrichtung des Linieniniegrals eine „Rechtsschraube“. 

Der Satz gilt übrigens auch dann, wenn B eine „Polyederfläche“ mit 
endlich vielen Teilflächen B,, B,,... der Randkurven K, , K3, .. . ist, so- 
fern er nur für jede dieser Teilflächen gilt. Bei der Addition der auf die 
einzelnen Teilllächen bezogenen Formeln (16) heben sich nämlich je die 
beiden Linienintegrale, welche zur einzelnen Polyederkante gehören, gegen- 
seitig fort, da jede Kante zweimal und zwar in entgegengesetzten Rich- 
tüngen als Integrationsbahn dient. 


11. Integration vollständiger Differentiale. Hat die in einem end- 
lichen Bereiche B der x,y-Ebene eindeutige Funktion f(x,y) daselbst 
partielle Ableitungen f, und f,, so heißt nach (7) in I, 151 die Summe: 


(1) df(z, y) =, er y) dz + RE y) dy 

das zur Stelle (z, y) und zu den dx, dy gehörende „vollständige Differen- 
tial“ von f(x, y). Existieren in B auch noch stetige Ableitungen /z, und 
fjs, so sind diese nach (5) in I, 163 miteinander identisch: 


Die Umkehrung dieses Prozesses der Bildung eines vollständigen 
Differentials (1) führt zur Aufgabe der Integration vollstündiger zweiglie- 
driger Differentiale, die wir näher so zu bezeichnen haben: Es sei ein 
Differentialausdruck: 

(3) p(z, y)dz + va, y)dy 
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mit Funktionen @(x,y) und y(x, y) vorgelegt, die in einem endlichen 
Bereiche B eindeutig und gleichmäßig stetig seien. Wir nehmen an, daß 
in B die Ableitungen g, (x, y) und Y, (x, y) existieren und stetig seien. 
Soll es alsdann eine Funktion f(x, y) geben, von der der Ausdruck (3) das 
vollständige Differential ist, so müssen der Gleichung (2) entsprechend jeden- 
falls die Funktionen p’ und y, identisch sein: 


(4) Py (8, Y) = b (@, y). 

Wir können nun folgenden Satz beweisen: „Unter der Bedingung 
(4) existiert eine bis auf eine additive Konstante bestimmte, freilich nicht 
immer eindeutige Funktion f(x, y), von der der Ausdruck (3) das voll- 
ständige Differential ist. 

Wir beweisen zunächst die behauptete Bestimmtheit der Funktion 
f(x, y). Ist neben f(x, y) auch noch g(x, y) ein „Integral“ des Differentials 
(3), wie wir kurz sagen wollen, so stimmen die partiellen Ableitungen 
beider Funktionen in B überein, so dab F(x, y) = g(x, y) — f(x, y) da- 
selbst eine Funktion darstellt, deren partielle Ableitungen F (x, y) und 
F(x,y) in B existieren und zwar überall verschwinden. Sind nun (2,%) 
und (z + 2x, y) zwei Bereichpunkte, deren Verbindungsgerade ganz dem 
Bereiche angehört, so ist die zugehörige „Differenz der Funktion F(z, y)“: 

AF&,y)=F,(&+#22,y)d2=0. 

Entsprechendes gilt für einen zur y-Achse parallelen Weg des Bereiches 
Wir nehmen nun an, daß es möglich ist, 
durch „treppenförmige“ Wege (s. Fig. 33) 
mit endlich vielen abwechselnd zu den Achsen 
parallelen Geradenstücken von einem ersten 
Punkte P, zu „jedem“ anderen Punkte P, 
des Bereiches B hin zu gelangen. Dann ist 
einleuchtend, daß F(x, y) in allen Punk- 
ten von B gleiche Werte hat und also im 
ganzen Bereiche konstant ist. Dies heißt aber, daß g(x, y) und f(x, y) 
nur um eine additive Konstante verschieden sind. 

Es sei weiter zunächst der Bereich B durch einen einzigen geschlosse- 
nen Kurvenzug berandet. In einem ersten Bereichpunkte (a, b) schreiben 
wir den Funktionswert f(a, b) willkürlich vor und ziehen von diesem 
Punkte nach einem beliebigen anderen Bereichpunkte (x,,y,) eine erste 
Kurve K, mit einer Bogenlänge s. Wir bilden für die Integrationsriehtung 
von (a,b) nach (g, y) das Linienintegral des Differentials (pax + ydy) 
und fügen den gewählten Funktionswert f(a, b) hinzu: 


r w) (K)f 
(5) fia,b)+ Voanar+ pandy) =f b) | lo Te +38) as. 


10* 
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Es besteht dann der wichtige Satz, daß dieser Ausdruck für alle in B 
wählbaren Kurven zwischen (a, b) und (x,,y,) einen und denselben, nur 
von (X,,Yı) abhängigen Wert hat. Irgend eine zweite in der Richtung 
von (a,b) nach (z,,y,) gezogene Kurve möge 
durch + K, bezeichnet sein; soll sie indessen in 
umgekehrter Richtung durchlaufen werden, so 
möge sie durch das Symbol — K, bezeichnet 
werden. Dann ist zunächst einleuchtend, daß: 


(- Ka) 2 (+ Ka) č 
“Syds NZ Spa + vas) 


gilt. Nun bilden aber die Kurven + K, und — K, 
den Rand eines Teilbereiches B, von B, und zwar liegt bei der Anord- 
nung der Fig. 34 der positive Umlauf um B, vor*). Nach (8) 5. 140 
gilt also die Gleichung: 


(Bo) 5 A (+Kı— K) - 
Te -9,)d0 - (pdz + Ydy). 


Zufolge (4) verschwindet aber das links stehende Integral. Unter Zerlegung 
der rechten Seite folgt also mit Rücksicht auf die vorletzte Gleichung: 


KL (x) t 
0= j(pazr+ydy)— Taz + vas), 


woraus die Unabhängigkeit des Wertes (5) von der gewählten Kurve 
einleuchtet. 
Wir schreiben nun bei beliebig gewählter Kurve K: 
(ur va) 
(6) f(a, b) + Jo% yde + ya, y)dy = flt Yı) 
(a, b) 
und haben damit bereits die nach Auswahl des Wertes fla, b) in B ein- 
deutig bestimmte Funktion f(x,, y,) gewonnen, deren Ableitungen: 
(7) fa (2, m) = Pl, N) f,(@ Y) = dla, 1) 
sind, deren vollständiges Differential also der vorgelegte Ausdruck (3) ist. 
Benutzen wir nämlich z. B. bei der Berechnung von f(z, + 4%, Yı) zu- 
nächst dieselbe Kurve wie in (6) und sodann die Verbindungsgerade der 
Punkte (2,,3,) und (2, + 4x, Yı), so ist: 


Fig. 4 


sı+dz 


fin + Az, 9) Ta, 9) = fyi, Yı) dr 


2 


*) Es kann natürlich auch der negative Umlauf vorliegen. Überkreuzen sich 
übrigens die Kurven K, und K,, so hat man die folgende Betrachtung auf mehrere 
Teilbereiche B, zu beziehen. 
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und also auf Grund des ersten Mittelwertsatzes (S. 57): 


fa + Am, 9) - fan) = pl + 942, y) AR, 
woraus die Behauptung folgt. Daß aber die Funktion f(&,, y,) im Punkte 
(a,b) den Wert f(a, b), den wir vorschrieben, annimmt, ist unmittelbar 
aus (6) einleuchtend. 

Besitzt der Bereich B mehr als eine Randkurve oder ist er, wie man 
sagt, „mehrfach zusammenhängend“, so ist der Schluß auf die Eindeutig- 
keit der Funktion (6) nicht mehr mög- 
lich, Zwar werden z. B. im Falle der 
Fig. 35 die Kurven K,, K,, von denen 
die zweite aus der ersten durch stetige 
Verschiebung im Inneren des Bereiches 
B gewinnbar ist, gleiche Integralwerte 
liefern, auch eine Funktion f(z,, y) 
erklären, die den Gleichungen (T) ge- 
nügt. Ob aber z.B. die Kurve X, ', wel- 
che jenseits der durch den inneren Rand 
eingeschlossenen Bereichlücke verläuft, denselben Wert f(z, y,) liefert, 
bleibt unentschieden. Tatsächlich gelangt man hier in das Gebiet mehr- 
deutiger Funktionen f(x, y), auf das wir jedoch nicht weiter eingehen 
können. 

Für die Berechnung des Integrals (6) bedient man sich zweckmäßig 
eines treppenförmigen Weges wie in Fig. 33, wobei dann längs jedes 
Geradenstückes eines der Argumente konstant ist und nach dem anderen 
allein zu integrieren ist. In besonders elementaren Fällen, wenn z. B. die 
p(z, y), d(z,y) einfache, in der ganzen x,y-Ebene erklärte Funktionen 
sind, kann man sich auch unbestimmter Integrale auf Grund folgender 
Schlußweise bedienen. Erstlich ist: 


Jola, y)dæ + z(u), 


wo die Integration bei konstantem y auszuführen ist und y(y) irgend 
eine Funktion von y allein bedeutet, eine Funktion von æ und y, deren 
partielle Ableitung nach x mit p(x, y) identisch ist. Soll die Ableitung 
nach y mit y(x, y) identisch sein: 


af r i 
a) plz, y) dæ + z = pha y), 


so brauchen wir nur x(y) der Bedingung: 


oO RN, fo yaz 


150 IV, 3. Integrationen bei mehreren Variablen [11 


entsprechend zu wählen. Man beachte dabei, daß rechts zwar in den 
ein zelnen Gliedern x auftritt, in der ausgerechneten Differenz aber x nicht 
mehr vorkommt. Die Ableitung der rechten Seite von (8) nach v ist 
nämlich (bei Umkehrung der Differentiationsfolge im zweiten Gliede, s. 
(5) in I, 163): 218 X 2 

r PAE NS p ETAS r 
Ya — ðy (È foar) Li dy %, Py 
und ist demnach zufolge (4) mit O identisch; der Wert der rechten Seite 
von (8) ist also von x unabhängig. Durch Integration des in (8) gege- 
benen Ausdrucks für y’(y) in bezug auf y gewinnt man y(y) und damit 
die gesuchte Funktion f(x, y) in der Gestalt: 


O fy- foad [ven - E fp@, az) ay + 0, 


unter C eine Konstante verstanden. 

Ein paar Andeutungen über den nächst höheren Fall dreier unab- 
hängiger Variablen mögen sich hier noch anschließen. Es sei ein drei- 
gliedriger Differentialausdruck: 

(10) p(z, y, z) d + vn, y, z)dy + ray, 2) de 

vorgelegt, gebildet mit Funktionen ø, %, x, die in einem räumlichen Be- 
reiche B eindeutig und stetig seien. Soll derselbe das vollständige Diffe- 
rential einer Funktion f(x, y, 2) sein, so müssen der Bedingung (4) ent- 
sprechend die partiellen Ableitungen der , %, x, die wir als existierend 
annehmen, die Gleichungen befriedigen: 


(i 1) p, E Er p= Siy Xa = P 
Zur Integration des Ausdrucks (10) bilde man den der Gleichung 
(6) entsprechenden Ansatz: 


(t1 Y13371) 
(12) f(a, b, c) + f (pdx + ydy + gdz) = f(t, YA), 
(a,b,c) 

wo der Funktionswert f(a, b,c) im Punkte (a,b,c) willkürlich vorge- 
schrieben sei und das Integral längs einer von (a,b,c) im Innern des 
Bereiches B zum Punkte (£1, Y1, 21) führenden Kurve X, zu erstrecken 
ist. Hier besteht dann der Satz, daß der Integralwert jedenfalls immer 
dann von der Wahl der Kurve K, unabhängig ist, wenn für „jede“ ge- 
schlossene Kurve K des Bereiches B das Linieninlegral: 


(£) 
(13) YRZz + Ydy + gdz) 


den Wert O hat. Wählen wir nämlich statt K, eine andere von (a, b, c) 
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nach (£1, Y1; 21) laufende Kurve K,, so wird K = + K, — K, eine solche 
geschlossene Kurve liefern, und die weiteren Schlußfolgerungen sind 
dann einleuchtend. Auch erkennt man wieder in der nunmehr eindeuti- 
gen Funktion (12) das gesuchte Integral des Ausdrucks (10). 

Das Integral (13) wird aber stets dann verschwinden, wenn sich in 
die geschlossene Kurve K eine nur durch K berandete Fläche einspannen 
läßt, die ganz in B liegt. Wenden wir nämlich auf diese Fläche den 
Stokesschen Satz (16) S. 146 an, so verschwindet zufolge (11) die rechte 
Seite dieser Gleichung und damit das Integral (13). Hat z. B. der räum- 
liche Bereich eine einzige ovale Randfläche, so erscheint die Einspannung 
einer solchen Fläche in X stets möglich. Anders liegen z. B. die Ver- 
hältnisse bei einem Bereiche B, der eine ringförmig geschlossene Röhre 
darstellt. Hier erkennt man sofort die Existenz von geschlossenen Kur- 
ven K, in die sich keine nur durch K berandete ganz in B liegende 
Fläche einspannen läßt. Entsprechend hat man hier das Auftreten von 
mehrdeutigen Funktionen (12) zu erwarten. 


Abschnitt V. 
Anwendungen der Integralrechnung. 


Kapitel I. Geometrische Anwendungen der Integralrechnung. 


1. Die Bogenlängen der Kurven. Eine ebene Kurve sei in recht- 
winkligen Koordinaten durch eine Gleichung y = f(x) gegeben. Ist f(x) 
im Intervalle x, < x < z, eindeutig und differenzierbar, so hat nach (3) 
S. 87 die Kurve zwischen den Punkten (x,, f(x,)) und (x,, f(x,)) ein Stück, 
dessen Bogenlänge sich durch das Integral darstellt: 


(1) s -fvi + f’(a)! da - /vi + y”? da”). 


Für eine auf ihre Hauptachsen 2a und 2b als Koordinatenachsen 
bezogene Ellipse ist der Radikand unter dem Integralzeichen (1) bereits 
in I, 304 berechnet. Den damaligen Ausdruck von (1 + 4°?) in y formt 
man mit Hilfe der Ellipsengleichung leicht in x um: 
ei a „, 

Ta aty? alata’) 
hier bedeutet e = Va? — b? die „lineare Exzentrizität“ der Ellipse. Die 
Bogenlänge eines Stückes der Ellipse ist demnach durch: 


ni 


(2) st [Ver a 1 — eg? 


a =). Va? S (a? —e Fo s: 


gegeben. Nach den Angaben‘ von 8.38 haben wir hier ein nicht-ele- 
mentares Integral, das eben wegen seines Auftretens bei der Bogenmes- 
sung der Ellipse als „elliptisches Integral“ bezeiehnet wird; genauer 
handelt es sich um ein „elliptisches Integral zweiter Gattung“. Elementar 


*) Durch dieses Integral wird also in der Sprechweise von 1,51 und 109 die 
„Bektifikation® der Kurve geleistet. 
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ist der besondere Fall e = 0, d. h. der Fall des Kreises; die Gleichung (2) 


liefert hier: z 


dz / 
s=a |. = alare sin ” — aresin < 


Ver x: x a), 


was leicht zu Em elementaren Gesetze hinführt, daß die Länge eines 
Kreisbogens gleich dem Produkte des Radius und des (in Bogenmaß ge- 
messenen) Zentriwinkels ist. 

Ist die Kurve durch ein Gleichungenpaar (5) S. 87 mittelst einer 
dritten Variablen £ dargestellt, so ist nach (6) S. 88 an Stelle von (1) 
die Bogenlänge der Kurve für das fragliche Intervall durch Has folgende 
Integral gegeben: 


Ö s- [VrO Fr it, 


unter ż und i, die den x,, x, entsprechenden Werte von ¢ verstanden. 
Für die Bogenlänge einer (gemeinen, verkürzten oder verlängerten) 
Zykloide (s. Fig. 55 in I, 275) gewinnt man auf Grund der Darstellung 
(2) in I, 276 leicht: h 
(4) s= [vet b — 2ab cos t dt. 
to 


Führt man y als neue Variable an Stelle von ¢ in das Integral ein, so ist 


zu setzen: dy 
b cost =a — y, di = ———— +=. 
Voe 


Für das Integral (4) berechnet sich hieraus: 


fva b — 2ab cos t dt je ee A L | 


a ur Ne F2ay—y) 
Da rechts unter dem Integralzeichen eine Funktion steht, die in y und 
der Quadratwurzel einer ganzen Funktion dritten Grades von y rational 
aufgebaut ist, so liegt nach S. 38 wieder ein elliptisches Integral vor. 
Elementar ist jetzt der Fall b = a, d.h. der der „gemeinen Zykloide“. 
Die letzte Gleichung nimmt dann die Gestalt an: 


aya fvi eos t dt = 2a [sin Zdt=Y2a my 
Die Ausführung der Integration in bezug auf ż¢ ergibt nach Eintragung 
der in (4) angegebenen Grenzen: 


t t 
s = 4a (cos F — cos 3)" 


Die besondere Wahl i, = 0, t, = 2x liefert als Bogenlänge der gemeinen 
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Zykloide zwischen zwei aufeinander folgenden Spitzen 8a, in Überein- 
stimmung mit dem in I, 313 erhaltenen Resultate. 

Man setze für é die Amplitude $ in einem Polarkoordinatensysteme 
ein, dessen Pol der bisherige Nullpunkt O und dessen Achse die positive 
x-Achse ist. In diesem Systeme sei die Kurve durch die Gleichung 
r =f(#) gegeben. Dann gilt: 


z = p (ð) = r cos ? = f (8) cos®, y = y (9) = r sin ẹ = f(9) sin ĵ, 
und man gewinnt für den Radikanden der in (3) stehenden Quadratwurzel: 
p (f= de cos —rsin®, y’ (®)= dr sin $ + r cos ĝ, 

7 , Ir\? ES 
p (8P +) OHM, 


so daß sich das Integral für die Bogenlänge in Polarkoordinaten so ausdrückt: 


(5) s = A on rdə a f VFOFFTOTae. 


Man findet z. B. für die durch Fig. 60 in I, 279 dargestellte „Archi- 
medische Spirale“ der Gleichung r = aĝ: 


s=a | YTF d. 


Das unbestimmte Integral ist in Aufg. 7, S. 37 berechnet und ergibt 
bei Gebrauch der in (5) S. 63 erklärten symbolischen Schreibweise des 
bestimmten Integrals: 

(6) s = a[o y1 F P+ ln (8 + yI+ le. 

` Zur Berechnung der Bogenlänge einer Raumkurve legt man am 
zweckmäßigsten eine Darstellung (7) 8.88 durch drei Gleichungen für 
die Kurve zugrunde. Die Bogenlänge der Raumkurve ist dann nach (14), 
S. 90 gegeben durch: 


(1) s= | VEVE it 


Die durch den Schnitt einer Schraubenfläche mit einem koachsialen 
Kreiskegel erzeugte „konische Schraubenlinie“ hat nach I, 330 (Aufg. 4) 
die Gleichungen der Gestalt: 


z = t cos (bt), y = t sin (bt), z=at. 
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Hier gewinnt das Integral (T) die Form: 


fri 
s - [vær 1) + be dt, 
ta 


so daß sich die Bogenlänge der konischen Schraubenlinie zufolge (5) 
S. 36 so darstellt: 


s = gbt Vat I FOP (a+ 1) lIn (bt + Va F F EM. 


Zur Erklärung der Polarkoordinaten im Raume denken wir die po- 
sitive z-Achse des rechtwinkligen Systems vertikal nach oben gerichtet 
und legen um O eine Kugelfläche des Radius 1 (s. Fig. 36), für welche 
wir an die in der Erdbeschreibung übliche Ortsbestimmung anknüpfen. 
Zu dem Zwecke nennen wir den 
höchsten und den tiefsten Punkt 
der Kugel (Schnittpunkte mit der 
2-Achse) „Nord-“ bzw. „Südpol“ und 
die die beiden Pole verbindenden 4 
Halbkreise „Meridiankreise“, deren ra 
einzelnem eine in die z-Achse ein- 
gehängte „Meridianhalbebene“ ent- 


spricht. Als erste Polarkoordinate / sa 


eines Raumpunktes P wählen wir ~- 


den „Radius vektor“ r= OP von O ie 
zum Punkte P; natürlich gilt dann 

für die Werte r stets r>0. Als 

zweite Polarkoordinate von P werde K 
die „Poldistanz“ 0 = X POZ ge- N 
wählt (s. Fig.36), d. h. der Richtungs- 
winkel des Radius vektor r gegen 
die positive z-Achse; man erschöpft alle Poldistanzen, wenn man 9 das 
Intervall 0 < 0 < x durchlaufen läßt. Die dritte Polarkoordinate werde 
durch die Meridianhalbebene des Punktes P geliefert und als „östliche 
Länge‘ p =X QOX gemessen (s. Fig. 36) die durch die positive z-Achse 
laufende Meridianhalbebene bekommt also ọ =Q, und im übrigen ist p 
einfach die „Amplitude“ der Projektion OQ von r auf die x,y-Ebene 
(s. Fig. 36), welche zur Erschöpfung aller Meridianhalbebenen das Inter- 
vall 0 < p < 2x zu durchlaufen hat*). 


Fig. 56. 


*) Doch können wir, wie dies bei einem gleich zu betrachtenden Beispiele 
der Fall sein wird, ọ auch als unbeschränkte Variable ansehen, wo dann zwei 


156 V, 1. Geometrische Anwendungen der Integralrechnung [t 


Die Beziehungen zwischen den rechtwinkligen und den Polarkoordi- 
naten des einzelnen Punktes P sind leicht aus Fig. 36 abzulesen. Erst- 
lich hat man z =r cos 0 und OQ =r sin 0. Da aber der Punkt Q die 
rechtwinkligen Koordinaten v, y von P hat und seine „Polarkoordinaten 
in der x,y-Ebene“ OQ und ø sind, so gilt: 


(8) æ= r sin 0 cos p, y=-rsin®dsinpg z= r cos 0. 


Nennen wir die Richtungswinkel des von. O nach P gerichteten Radius 
vektor r gegen die positiven Achsen «, 6, y, so ist unmittelbar y = 0, 
und übrigens zeigt der Vergleich der Formeln (8) mit den Gleichungen 


(1) in „A. G.“, S. 94: 
(9) cos œ = sin cos p, cos ĝ = sin 0 sin œ, cos y = cos 0, 


wobei die beiden ersten Gleichungen einen bekannten Satz der sphäri- 
schen Trigonometrie zum Ausdruck bringen. 

Man zeichne gleich noch in der Meridianhalbebene von P mit dem 
Radius r den Halbkreis um O und an diesen im Punkte P die „nach 
oben“ gerichtete Tangente*). Der von O aus ihr parallel laufende Strahl 
hat die Koordinaten: 


"-2-0, p'=p+x fü 0<0<7, 
"-0—-7, gp =p für Z<0<e. 


Für 0= y bleiben beide Gleichungen für 0’ richtig, während 9° unbe- 


stimmt bleibt, da der von O ausziehende Strahl die positive z-Achse ist. 
In allen Fällen findet man als „Richtungskosinus“ jener Tangente: 


(10) cos«’=— cos 0 cos p, cos ß'= — cos 0 sin p, cos y'= + sin 0. 
Eine Raumkurve geben wir in Polarkoordinaten etwa durch zwei 

Gleichungen: 

(11) r = g (0), g =f0, 


die 7 und g als Funktionen von 8 darstellen. Tragen wir diese Ausdrücke 
in (8) ein, so liefern uns diese drei Gleichungen, in denen wir jetzt 0 als 
Variable t auffassen, eine Darstellung der bisherigen Art für unsere 
Raumkurve. Werden die Ableitungen in bezug auf 0 durch Indizes an- 
gedeutet, so folgt aus (8): 


Werte p, die um ein Multiplum von 2% differieren, eine und dieselbe Meridian 
halbebene liefern, 

. *) Ist P der Nordpol oder der Südpol, so möge sich die Tangentenrichtung 
stetig an die der übrigen Punkte des Meridians anschließen. 
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x —=-r'sindcospg+rcosdcosp—rsindsinp-gQ, 
y-r'sinOsnp+treosdsinp+trsindcosp-gp', 
g'= r cos 0 — r sin ®. 

Indem man quadriert und addiert, folgt weiter: 

gH ype =r Pre r snb. g? 


Das Integral für die Bogenlänge einer Raumkurve bei Gebrauch von Po- 
larkoordinaten ist also: ; 


6, 
(12) s= |V Fret" sin? ð -p° dO. 
8o 


Ist r konstant und etwa gleich a, so liegt die Kurve auf einer 
Kugelfläche des Radius a um O und heißt dann eine „sphärische Kurve“. 
In diesem Falle verschwindet r’, so daß sich das Integral der Bogenlänge 
einer sphärischen Kurve in der Gestalt darbietet: 


8, ð, 


-a (s 
(3) s=aļ| VI +sin? 0. g? d= aj y1 + sin? 0. f’(0)? d0, 
8o 


8o 


wobei @ = f(0) die Gleichung der Kurve ist. 
Auf der Kugelfläche des Radius 1 wird durch die Gleichung: 


(14) p = c- ln tg £ 


eine als „Loxodrome“ bezeichnete Kurve dargestellt. Die Konstante c sei 


von O verschieden und werde als negativ vorausgesetzt. Für 0 = > gilt 
g =Q, so daß die Kurve durch den Schnitt- - 

punkt der positiven x-Achse mit der Kugel- 
fläche hindurchläuft. Nimmt 0 von X bis 0 
ab, so wächst p von Ô bis + 00; die Kurve 
läuft also auf der „nördlichen Halbkugel“ im 
Sinne zunehmender p unendlich oft um den 
Pol herum, wie dies in Fig. 37 veranschau- 


` . > x . 
licht ist. Lassen wir 0 von — bis = zu- 


nehmen, so nimmt p von 0 bis — œ ab; 
auf der „südlichen Halbkugel“ führt also die 
Loxodrome gegen den Pol hin unendlich viele Umläufe um denselben 
in Richtung abnehmender ọ aus. 
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Aus (14) ergibt sich sofort: 


, 1 0 0 
(15) p = zc cotg (+) 
so daß das Integral (13) die einfache Gestalt gewinnt: 
9 
s=V1 +e f| d0 =Vy1 + e (0, — 0). 
8% 


Die Bogenlänge der Loxodrome zwischen zwei Punkten ist also dem „Breiten- 


unterschiede“ dieser beiden Punkte proportional. 

Nach I, 332 sind die Richtungskosinus cos œ, cos ß, cos y der Tangente der 
Loxodrome im Punkte (0, p) den x’, y’, 2° proportional. Tragen wir den Wert 
(15) für 9’ und außerdem r=1 und r’=0 in die obigen Gleichungen für x’, 
y’, g’ ein, so folgt: 


cos @: cos B:cosy = (cos 0 cos p — c sin g) : (cos 0 sin p + ce cos g): — sin 0. 
Wenn wir also der Tangente die Richtung nach oben geben, so gilt: 
Holop = ceug doaa = — CD inip uC LPN r A sin CE 
yi+ è yi+ ë yite 


Ist demnach n der Winkel, unter dem die Loxodrome den Meridiankreis des 
Punktes (0, p) schneidet, so gilt nach Formel (3) in „A. G.“, 8.95: 


cos a = — 


cos y = cos & con œ’ -F cos ß cos B’ + cos y cos y’, 


wo œ’, ß’, y’ die in (10) dargestellten Richtungswinkel sind. Durch Ausrechnung 
der rechten Seite dieser Gleichung findet man: 


(16) cos 4 = 


d.h. einen von der Stelle (6, 9) unabhängigen Wert: die Loxodrome schneidet 
alle Meridiankreise unter einem und demselben aus (16) hervorgehenden Winkel n. 

Projiziert man die eben benutzte Kugelfläche des 
Radius 1 vom „Südpol“ aus auf die æ, y-Ebene (soge- 
nannte „stereographische Projektion“), so gehen die 
Meridianhalbkreise in die von O ausziehenden gerad- 
linigen Strahlen über, und zwar liefert der Halbkreis 
der „östlichen Länge“ y den Strahl der „Amplitude“ p. 
Die zu konstanten 9 gehörenden „Parallelkreise“ der 
Kugelfläche liefern die konzentrischen Kreise der x,y- 
Ebene um O. Dabei ist der Radius r des zum ein- 
zelnen 6 gehörenden Kreises aus Fig. 38 leicht abzu- 
lesen. In dieser Figur sind zwei diametrale Meridian- 


tr? halbebenen gezeichnet; rechts ist ein Punkt P mit 0 < = 
Fig. 38. 


in den Punkt P’ der x,y-Ebene projiziert, links ein 
Punkt P mit 6>".. Man stellt sofort fest, daß beide Male: 


T 1 0 


(17 ee, 
wm sind 1--.cos®' 
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gilt. Zufolge (14) ist die Gleichung der Projektion der Loxodrome: 

g> 
g=c-hr, p= 

Bei der stereographischen Projektion der Kugelfläche vom Südpol aus auf die 

x, y-Ebene geht die Loxodrome in eine logarithmische Spirale über (s. 1,251). Gegen- 

über der Fig. 63 in I, 252 liegt hier übrigens wegen der Annahme c< 0 der 

Unterschied vor, daß sich die Spirale in der Richtung „zunehmender“ Amplituden 

immer enger und enger um den Poi herumwindet. 


2. Aufgaben über Bogenlängen der Kurven. Man bestimme die Bogenlänge 
für folgende Kurven*): 1) Parabel x?—=2py. — 


s - (Vır@)'% = 35 [e Vp + z? -+ p?lu (x + Vyp? a 


2) Kettenlinie y = a Co$ (+) -— 


T T em (2) a= fo (2) dz = a| Sin EE 


Die vom Scheitelpunkte (0,a) bis zum Punkte (x,y) der Kettenlinie gemessene 
Bogenlänge ist demnach: 


p= aSin (2) =a J co (2) PAR E 


Es ist somit leicht möglich, aus der Scheitelordinate æ (a. Fig. 69 in I, 288) und 
der Endordinate y des gemessenen Bogens eine dem Bogen gleiche Gerade zu 
konstruieren. (In der oben genannten Figur ist der Bogen SP gleich der Ge- 
rađen QC). 

3) Evolute der Parabel (s. Fig. 92 und Gleichung (1) in I, 313): 


8: — p)? = 21py”. — 


Man zeige die Beziehung 3p(1 -+ y’ °) =2£ -4 p und wird finden: 


la 
s= [Viet pism [Ve 


To 


4) Die in I, 311 ff. besprochene Evolute der Ellipse: 


(aa)? + by)? = e. — 
Das Integral für die Bogenlänge ist auf die Gestalt zu bringen: 


5 Varta) VERA 


2 


Für einen Quadranten der Kurve hat man nach I, 304 einzutragen x, = 0, 


* Die im Einzelfalle zu benutzenden Variablen gehen aus der Kurvenglei- 
chung hervor. 


160 V, 1. Geometrische Anwendungen der Integralrechnung [2 


ET 
= == ist aus der Theorie der 


x, =e?a7!; die sich ergebende Quadrantenlänge 


Evoluten und Evolventen (I, 312) zu bestätigen. 


5) Die durch Fig. 94 in I, 314 dargestellte Traktrix, welche eine Evolvente 
der &03-Kurve ist, hatte die Gleichung: 


«= — VI = y7 + Mr Cos o = 


Man zeige unter Gebrauch von y als Integrationsvariable, daß a: von der Spitze 
der Kurve bis zum Punkte (x, y) derselben gemessene Bogenlänge gleich — In y ist. 
6) Astroide der Gleichungen (s. (11) in I, 288): 
æ= a cos? t, y =a sin? t. — 
Das Integral nimmt die Gestalt an: 


i 


3 
s = 3a f sint cos ¿dt = Șș a [sin? di s 
h 
woraus man für die Gesamtlänge der Astroide den Wert 6a ablese (vgl. Aufg. 7 
in I, 315). 
7) Beliebige Hypozykloide der Gleichungen (s. I, 278): 


z = (a — b) cost +8 cos ("7 ı), y= (a —b)sin t — b sin (471) — 


Das Ergebnis ist: 


m 2rd a be ? ; : x 
Für 4 =0 und ¿4 = Rar erhält man als Länge eines zwischen zwei aufeinander 
q 


b(a—b) 
folgenden Spitzen gelegenen Stückes der Kurve SR. 


a 
8) Kardioide oder Herzkurve, nach ], 278 und 283 darstellbar durch: 
æ = 2a cost — a cos 2t, y = 2a sin t — a sin 2¢. — 
Man beweise die Richtigkeit der Angabe: 
i 


2 

s=4a f sin — dt = 8a| — cos 

` 2 
fo 


t "Mi. 
2 i 
die Gesamtlänge der Herzkurve ist somit 16a (s. I, 315). 
9) Kreisevolvente (s. Fig. 93 in I, 314) von den Gleichungen: 
x = a (cost + tsin t), y = a (sin t — t cos t). — 
Das Integral für die Bogenlänge nimmt hier die besonders einfache Gestalt an: 
i 


s= ofi E= E E 


wi 


z 2 terlhrg;p! 


I = G Giz —/ t 2zi 
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10) Bei Gebrauch der „Polargleichung der Kegelschnitte“ (Gleichung (5) in 


I, 279): 
u ee | 
— ccos# 

führe man die Bogenmessung durch. — Das hier eintretende Bogenintegral: 

9 

V1 +c? — 2ccos# 

s=p f (1 — c cos ®)? a8 
9 


wird, abgesehen vom Falle des Kreises (c = 0), nur für die Parabel (c= 1) elemex- 
tar. Man zeige mit Benutzung von Aufg. 22 S. 19 für c= 1: 


cos © IF 
2 Be 
IER z 1 — cos tale 7 ||; 


11) Für die logarithmische Spirale (s. Fig. 63 in I, 282) von der Gleichung 
r= e"? zeige man die sehr einfache Regel: 
+1 


s= ver (eh_e D= LEE en) 


und erläutere das Ergebnis speziell für lim &, = — œ. Vp 
12) Für die Lemniskate (Fig. 78 in I, 295) von der Gleichung r = a ycos 2% 
beweise man die Gleichung: 
9 


u 
SC 
Veos 2% y1 —?2 sin’? t 
| So 


v 


Es handelt sich hier um ein „elliptisches Integral erster Gattung“, das man durch 
die Substitution sin =u auf die algebraische Gestalt transformiert. 

13) Für die zylindrische Schraubenlinie (s. Fig. 100 in I, 322 und die Glei- 
chung (7) in I, 321) wird man ohne Mühe die Regel beweisen: 


Ta 

s=ya + (5) (i — bo). 
14) Die in I, 330 besprochene sphärische Zykloide entsteht durch Abrollen 
eines geraden Kreiskegels auf einer Ebene in der daselbst näher bezeichneten 


Art. Man wähle die Mantellinie m == 1, den Radius des Grundkreises r = = 


gı 80 
daß die Höhe h = sv; wird. Man zeige zunächst, daß die Gleichungen der 


Kurve sich in diesem Falle auf die Gestalt bringen lassen: 
ur. ke: 1 =: 
z= cost (1+ g inte), y= z "nt, er y3 sin®t. 


Als Bogenintegral wird man daraufhin finden: 


ti 
m" 
1 — 
en, vaj 8 + cos? t d cost, 
a. 
fo 


Fricke, Diforential- u. Integralrechnung. IF. Gi RN mi! 
ih : i TEI APY 
TFA Ivy 


EF 
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so daß sich die Bogenlänge elementar ausdrücken läßt (s. Aufg. 7, S. 37): 


s-—;V3 [cos t3 + eos?t+31m| cos t + y3 + cos®t|]a- 


Die Kurve sc@ießt sich nach einem vollen Umlaufe des Kegels und besteht aus 
zwei bezüglich der z,2-Ebene symmetrischen Stücken, die in Spitzen zusam- 
menhängen. Die Gesamtlänge der Kurve bestimme man zu: 


2V3 + Völns, 


3. Die Inhalte ebener Bereiche. Der Inhalt eines ebenen Bereiches 
ist gleich dem über den Bereich erstreckten Flächenintegral œ des Diffe- 
rentials do. Je nach der besonderen Darstellung, welche wir für do be- 
vorzugen, gelangen wir zu verschiedenen Darstellungen für das Integral. 

Bei Gebrauch rechtwinkliger Koordinaten bietet sich zunächst die 
Darstellung von œ durch ein Doppelintegral dar*): 

a fla) 
o= f( Sau) az, 
a DA” 
das wir im Sinne der Darlegungen von S. 97ff. zu verstehen haben. 
Die unmittelbar mögliche Ausführung des inneren Integrals liefert weiter 
das „einfache“ Integral: 


(1) v= f (Aa) — hada. 


Am meisten benutzt man diese Formel für den Fall, daß der durch 
y = f,(£) dargestellte Rand des Bereiches die x-Achse ist. Dann ist 
fo(&) = 0, und wir gelangen, wenn wir bei f, (x) den Index fortlassen, zu 
dem Satze: Der Inhalt desjenigen ebenen Bereiches, der durch die x- Achse, 
das dem Intervalle zy L x <a, zugehörige Stück der Kurve y = f(x) und 
die zu x, und x, gehörigen Kurvenordinaten begrenzt ist, wird dargestellt 
durch: 


(2) o- firði ar dx**), 


Wir gelangen hier zu der einfachsten Deutung des bestimmten Integrals 
zurück (s. S. 54); man erinnere sich noch daran, daß bei dieser Dar- 
stellung von œw die „unterhalb“ der x-Achse liegenden Flächenstücke 
„negative“ Maßzahlen œ bekommen. 


*) Die Bezeichnungen der Grenzen ist gegenüber S. 97 den gegenwärtigen 
Zwecken angepaßt. 

+*+) Man sagt, dieses Integral leiste die „Quadratur“ der Kurve y = f(x) oder 
des im Texte beschriebenen Bereiches. 
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Für die Ellipse gewinnen wir sofort: 


q - 2 ya, o= è [Vids 
und also nach Aufg. 6, 8. 37: 2 
v = 4 [« Va’ — x’ + a? are sin (SE 
Ein Ellipsenquadrant wird gewonnen, wenn man z% =Q und q =4& 
setzt; man erhält 1 abx und also für den ganzen von der Ellipse um- 


schlossenen Bereich abx, worin die Elementarformel für die Kreisfläche 
als Spezialfall enthalten ist. 

Ist die Kurve durch zwei Gleichungen x = g(t), y = y(t) gegeben, so 
nimmt das Integral (2) für den Inhalt œ nach (7) S. 56 die Gestalt an: 


(3) o= fvg Hat 


Ziehen wir als Beispiel wieder die Zykloide der Gleichungen (2) in 1,276 
heran, so ergibt sich: 


i 
= = fk — b cos t)’ dt = $ [(2a? + 5°): — 4ab sin t + b? sin t cos ah 
= 


Hier ist also auch für b Z a das Integral elementar; insbesondere folgt 
für die gemeine Zykloide (b = a): 


v = SBi 4 sin £ + sin £ cos £]e. 


Für 4 = 0 und t, = 2x folgt als Inhalt des Bereiches, den das zwischen 
zwei aufeinander folgenden Spitzen verlaufende Zykloidenstück und die 
x-Achse eingrenzen, der Betrag 3a?’x; dieser Bereich ist also dreimal so 
groß wie die Fläche des die Zykloide erzeugenden Kreises”). 

Führen wir statt der x, y neue Variable u, v durch die Gleichungen: 


£ = (u v), y = Yu, v) 
ein, so kann nach (14) S. 106 das Integral für den Flächeninhalt œ des 


*+) Auch hier sind die Integralgrenzen anders als oben (S. 106) geschrieben. 
11% 
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"i: nl) 


(4) o=/( [Po ») au) ao 


vo g(r) 


geschrieben werden, wo D(ọ, Y) die Funktionaldeterminante ist (s. 8.102). 

Der wichtigste Fall ist der, daß u =r, v = ® als „Polarkoordinaten“ 
in der Ebene gewählt werden. Die Funktionaldeterminanmte bestimmt 
sich aus x=rc0osd, y = r sin Ẹ zu: 


$ dx öy əxz əy _ 
D(r cos d, r sin 9) =3: 70 N" 
so daß für den Pol O die Funktionaldeterminante verschwindet. Wir 
nehmen demnach zunächst an, daß der Pol O dem Bereiche nicht ange- 


hört. Das Integral (4) nimmt dann für Polarkoordinaten die Gestalt an: 


so daß auch hier das innere Integral sofort ausführbar wird: 


Pi 
(5) o = È f (g0? — 90%) d9. 


Man benutzt nun die Polarkoordinaten meist zur Ausmessung eines 
Bereiches der in Fig. 39 dargestellten Art, der 
also durch das einem Intervall 9, < ? < 2; zuge- 
hörige Stück einer Kurve r = g(9) und die beiden 
zu 9, und ĵ, gehörenden Radienvektoren begrenzt 
ist. Um den Ansatz (5) ungehindert anwenden zu 
können, schneide man, wie Fig. 39 andeutet, durch 
einen kleinen Kreisbogen des Radius r, einen am 
Pole liegenden kleinen Kreissektor des Inhaltes 


F r (9, — Pp) ab. Formel (5) liefert: 


9 En 
1 `é 1 
n= ı Juw- r) d? = 4 foo dd — Zr (9 nn 
5 $, 


und man erkennt durch Hinzunahme des Kreissektors, daß der auszu- 
messende Bereich sich durch das auf der rechten Seite der letzten Glei- 
chung verbleibende Integral darstellt: Der Inhalt eines Bereiches, der 
durch das dem Intervalle 9, L9 <P, angehörende Stück der Kurve 
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r = g(9) und durch die zu 9, und 9, gehörenden Radien vektoren begrenzt 
ist, wird vom Integral geliefert: 


A EA 
(6) = — | gf dd =- fr dò. 
2y y 
Bei der Hyperbel der Halbachsen a, b (s. Fig. 40) haben wir zu setzen: 
a ee 
b? cos? F — a’? sin? & 


und finden für den Inhalt œ eines durch die Polar- 
achse, den Radius vektor r des Hyperbelpunktes 
(r, 9) und den zwischenliegenden Hyperbelbogen 
begrenzten Bereiches: 


H 


o = at? å 28 
TE b? cos? # — atsin? F 
ö 


Das Integral ist nach (25) S. 10 zu berechnen und ud 
liefert: 
F 2-1 |b cos + asin® | 
NT ai lia |b cos — asin 9 |` 


Erweitert man den rechts stehenden Bruch mit dem Zähler, so folgt mit 
Benutzung von (7) und durch Rückgang zu rechtwinkligen Koordinaten: 


wobei sich die zweite Gleichung aus der ersten leicht auf Grund der Hy- 
perbelgleichung in g, y ergibt. Für x und y findet man umgekehrt: 


æ = a Cog E) y = b Šin (2) 


was im Falle a = b = 1 zur ursprünglichen Erklärung der hyberboli- 
schen Funktionen (I, 69) zurückführt. 

Kombinieren wir die Polarkoordinaten mit einer Darstellung der 
Kurve in der Gestalt: 


(8) z = r cos ẹ = g(t), y =r sin 8 = Y(t) 


mittelst einer Vagiablen ż, so folgt zunächst durch Differentiation in be- 
zug auf ĝ: 


dt d 


Tg? F5 sin # + r cos ẹ = OR 


dr 
Tp cos $ — r sind p'(t) z5 T 
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Vereinigt man diese Gleichungen mit den Gleichungen (8) zur Elimina- 


tion der Glieder mit is; so folgt unmittelbar: 


rd) = pO yp i) — g$ vH) dr. 
Die durch das Integral (6) ausgemessene Fläche © wird bei Benutzung der 
in den Kurvengleichungen (8) vorliegenden Variablen t durch das Integral: 


t 


(9) o= 3 | 00v O- p OyO)dt 
bo 


gegeben. Anwendungen folgen sogleich. 

Aufgaben: Man berechne den Inhalt des zwischen der x-Achse, zwei Or- 
dinaten und der Kurve gelegenen Bereiches in folgenden Fällen: 

1) Parabel y? = 2px. — 


= 


Bel). u 3 
o= y2] Vz da = $ Vip (2, VI — to Vi) =$ (E, Y un) 5 


Hier (und weiterhin) bedeuten y,,%y, die zu x,,%, gehörenden Kurvenordinaten. 
2 = 2 
Für æ, = 0 ergibt sich o= my, 80 daß das Rechteck der Höhe y, über der 


Grundlinie x, durch den Parabelbogen in zwei Teilbereiche zerlegt wird, deren In- 
halte sich wie 1:2 verhalten. 

2) „Verallgemeinerte Parabel“ der Gleichung y” = 2px” mit zwei positiven 
ganzzahligen Exponenten m und n. — 


M n 


a 
n 
m = m m Ea m 
o= Verf =" a2- = a” en ae) 
Zo 


m 


Man deute das Ergebnis für x, = 0 wieder geometrisch. 
3) Gleichseitige Hyperbel y = x7! oder xy =1. Für die Integralgrenzen 


gte UA a — i 
i 
dx 
SEEE 
To 


Man vgl. die Erklärung der Funktion in æ in I, 33 f. 

4) „Verallgemeinerte Hyperbel“ der Gleichung g” y” = 1 mit positiven ganz- 
zahligen und voneinander verschiedenen Exponenten m, n. Die Integralgrenzen 
mögen wieder der Bedingung 0 < x, <x, genügen. — 


T m n-m n—m\ 
Ra 
1 


m A 2 n fr 1 Te } 
m—nr nn) 


——— \# 
n— m m—n 

fo \ ’ n EA n vi 
Ist n>m, so konvergiert das Integral für lim æ, = 0; ist m>n, so konvergiert 


es für lim æ, = -+ æ. Man erläutere diese Angaben durch Zeichnung einiger spe- 
zieller Kurven. 
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5) Kettenlinie y = a Co3 (2) u: 


Xi 


p= «fen (2) dz= a! (ein (2) — Sin (=). 
Für z, =0 und z, = A folgt: 


o = a? Õin (2) =a yy — ar, 


so daß man an die Konstruktion der Bogenlänge s = Vy? — a? (s. Aufg. 2 8. 159) 
leicht die Konstruktion eines dieser Fläche œ gleichen Rechtecks anschließt. 
6) Für diə Sinuslinie folgt: 


2, 


o= [in zdz = cosa, — cosa. 


To 


Auch dieses Ergebnis deute man geometrisch. — 

Unter Gebrauch von Polarkoordinaten ist der von zwei Radien vektoren und 
dem zwischenliegenden Kurvenstücke begrenzte Bereich für folgende Kurven aus- 
zumessen: 

7) Kegelschnitte unter Benutzung der Polargleichung (5) in I, 279. — Für 
den gesuchten Flächeninhalt œ gilt der Ansatz: 

4 


9 9 
N WERNE, | PoR ar 
Ur a gim ie cos 9)? 
5% 5 


a) Im Falle der Parabel ist e=1: 


9 KT a 
f ala) 


len, aa ul f 
sP D= EA anA 
de F Sın (5) 

wo das Integral nach Aufgabe 20, S. 18, weiter zu 
behandeln ist. 

b) Bei der Ellipse führe man zur Integration 
den in Fig. 41 mit n bezeichneten Winkel ein. Es 
ist hier um den Mittelpunkt M der Ellipse mit der 


halben großen Achse a der Kreis beschrieben und 
die zum Punkte P der Koordinaten r, & gehörende 


Ellipsenordinate y zur Kreisordinate y'= zY ver- Fig. 41. 

längert. Man liest aus der Figur leicht ab: 

(10) OQ =r cos 9 =e +a con, PỌ =r sin = bsinn. 

Durch Differentiation in bezug auf folgt: 
dr ; . dq dr. = dn 
eu = et en == g= Sue 
gg? r sin a sinn gg’ EO P D +beon Tg 


Man beweise durch zweckmäßige Vereinigung dieser Gleichungen mit den Glei- 
chungen (10) die Richtigkeit der Angabe: 


r? d? = bla + e cos y dn. 
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Die Integration ist nun sofort ausführbar: 


PN 
1 
oz (a + e cos n) dy = ș blan + e sin nJ 
"no 


Für M = 0, n =?2z kommt als Inhalt des von der Ellipse umschlossenen Be- 
reiches abx. 3 

c) Bei der Hyperbel führe man eine Variable ņ entsprechend den Gleichun- 
gen (10) durch: r cos F = — e + a Con, r sin € = b Siny 


ein und deute zunächst ņn geometrisch als doppelte Sektorfläche einer gewissen 
gleichseitigen Hyperbel. Als neue Gestalt des Integrale muß man finden: 


Pr 
ot o | a— eCo ndan= z blan—e Sinn m. 


To 
Man beachte bei der Durcharbeitung 
der Aufgabe, dab n mit wachsendem 
% abnimmt. 

8) Lemniskate der Gleichung 


r = a V cos 2# (s. Fig. 78 in I, 295 und 
Aufgabe 12, 5. 161). — 


En “ 


fon 29 d? 


a° (sin 29, — sin 2 9,)- 


Man lese hieraus ab, daß die in Fig. 42 
schraffierte Hälfte des von der ein- 
zelnen Schleife der Kurve umschlos- 
senen Bereiches inhaltsgleich mit einem Viertel des über der Halbachse OA = a 
errichteten Quadrates ist. 
9) Logarithmische Spirale re”. — 
- j 
A EET e (ea etn 1 ALn 
2 4a TA $ 
Io 
Bei den Hypozykloiden und Epizykloiden messe man den Bereich, der durch 
zwei vom Mittelpunkte des festen Kreises ausziehende Radien vektoren und die 
Kurve eingegrenzt ist. Hierbei ist der Ansatz (9) heranzuziehen. 
10) Beliebige Hypozykloide der Gleichungen (8. I, 278): 


e= (a — b) cost b cos (7t), y = (a — b) sint — b sin (71). — 


Als Ergebnis muß man hier finden: 


f 


o= (a) e—a (1— cos ($ i)) a= Faaa) [— > sin G N 


to 
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Im Falle der Astroide (4b=a) leite man für den Inhalt des ganzen von der 
Kurve umschlossenen Bereiches a a?r ab, so daß dieser Bereich sich zur Fläche 
oO 


des der Astroide umschriebenen Kreises wie 3 zu 8 verhält. 
11) Beliebige Epizykloide der Gleichungen (s. I, 278): 


x= (a + b) cos t — b cos EF y= (a+ b)sint— bein (Ei). _ 
Die Rechnung führt zu: 

1 b 5 a tı 

o =z +da] — — sin ($:)] - 


ta 


Bei der Kardioide (b = a) ist der Inhalt des von der Kurve umschlossenen Be- 
reiches 6a?°x, d. h, das Sechsfache der Kreisfläche des Radius a. 
12) Kreisevolvente (s. Fig. 93 in I, 314) der Gleichungen: 


x= a (cost + tsin t), y = a (sin t — t cos i). — 


Die von den Radien vektoren der Punkte ż, und ł sowie der Kurve eingeschlossene 
Fläche hat den Inhalt: 1 


0-4) 


4. Das Polarplanimeter. Wie das Kugelrollplanimeter (S. 76) eine 
mechanische Auswertung des auf rechtwinklige Koordinaten bezogenen 
bestimmten Integrals darstellt, so kann man mittelst des „Amslerschen 
Polarplanimeters“ das auf Polarkoordinaten bezogene Integral (5) S. 164 
mechanisch auswerten. In Fig. 43 ist eine Abbildung eines neueren von 


Coradi hergestellten Polarplanimeters gegeben. Das festliegende Gewicht 
b gibt im Mittelpunkte seiner Grundfläche den Pol O an, um welchen 
der „Polarm“ P parallel zur Papierebene drehbar ist. Am linken Ende 
von P ist mittelst eines Gelenkes über die Papierebene hin drehbar der 
„Pahrarm“ A angebracht, der am rechten Ende den „Fahrstift“ f trägt. 
Links am Fahrarm befindet sich die mit ihrem Rande auf der Papier- 
ebene lagernde „Rolle“ L, deren Achse parallel zum Fahrarm eingelagert 
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ist. Ein Zählwerk gestattet die vollen Umdrehungen der Rolle mit einer 
Genauigkeit von drei Dezimalstellen abzulesen. 

Es besteht hier die Grundtatsache, daß, wenn der Fahrstift f über 
irgend eine Kurve hingeführt wird, die Bewegung der Rolle Z auf der 
Papierebene im allgemeinen aus einer Rollung und einer Gleitung zu- 
sammengesetzt ist. Das Gesetz, nach dem sich bei diesem Vorgange die 
Rollendrehung regelt, ist zunächst festzustellen. 

In Fig. 44 denken wir die Rollenachse mit zwei Handhaben G und 
H versehen und führen die zur Papierebene parallele Achse derart ohne 
Änderung ihrer Richtung über die Papierebene hin, daß der Berührungs- 

” punkt des Rollenrandes auf der Papier- 

i g B ebene die gerade Strecke AB von A 

E nach B beschreibt. Wir geben der Rol- 

s lenachse die Richtung von H nach G 

und wollen die Umdrehungszahl U der 
Rollendrehung (in einer vollen Um- 
drehung als Einheit gemessen) positiv 
oder negativ rechnen, je nachdem die 
Drehung, vereint mit einer Translation 
in Richtung der Achse, eine Rechts- 
oder Linksschraube liefert*). Mit « werde der Überschuß der Amplitude 
der (gerichteten) Rollenachse über die Amplitude der Bahnrichtung von 
A nach B (s. Fig. 44) in irgend einem zugrunde liegenden Polarkoordi- 


natensysteme bezeichnet. Im Falle der Fig. 44 ist « im Intervall 0 <a < $- 


Fig. 44, 


gelegen; wenn man will, kann man statt etwaiger konvexer Winkel « 
auch konkave Winkel negativer Maßzahlen benutzen. 

Ist nun «= 0 oder = x, so liegt bei der vorgeschriebenen Bewe- 
gung der Rolle reine Gleitung derselben vor, so daß keine Achsendre- 


hung der Rolle auftritt. Ist hingegen « = n, so liegt reine Rollung 
vor; und es ist einleuchtend, daß, wenn ọ der Rollenradius ist, die Um- 


drehungszahl U der Rolle mit der Streckenlänge s = AB durch die Be- 
ziehung verbunden ist: Tr sa 


Ist hingegen « irgend ein Winkel des Intervalles 0 < « < Z, wie in 


Fig. 44, so ersetze man den Weg von A nach B durch den treppenför- 
migen in der Figur angedeuteten Weg, dessen Stücke abwechselnd par- 


*) Dementsprechend ist das Zählwerk am Planimeter eingerichtet, falls man 
als Richtung der Rollenachse diejenige des Fahrarmes vom Gelenk zum Fahrstift 
wählt. 
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allel und senkrecht zur Rollenachse verlaufen. Ersetzen die beiden eine 
Stufe der Treppe zusammensetzenden Stücke die Teilstrecke 4s,, so ent- 
nimmt man aus Fig. 44 sofort, daß die Hinführung der Rolle über die 
Stufe die Rollendrehung: 


4s,-sin« 
AD, = Ber 
bewirkt. Die Hinführung über die ganze Treppe liefert also die Drehung: 
i or 1 ; 
a) U-IAU,-5% SAs, = gg S sine. 


Dieses Ergebnis besteht unabhängig von der Auswahl der 4s,, bleibt 
also auch bestehen, wenn wir die 4s, kleiner und kleiner wählen. Wir 
sehen nun den „kinematischen“ Satz als einleuchtend an, daß für 
lim 4s, = 0 die Führung der Rolle über die Treppen sich einem Grenz- 
vorgange nähert, nämlich der Bewegung der Rolle über die Strecke AB. 
Das Ergebnis (1) aber heißt dann einfach, daß die Umdrehungszahl U 
der mit dem Sinus des Winkels & multipligierten Streckenlänge s proportio- 
nal ist. 

Auf sonstige Werte œ überträgt man diese Betrachtung sofort, wo- 


bei man nur für Z <e<x und für en <e<27 die Treppenstufen 


auf der anderen Seite von AB anzubringen hat. Die Formel (1) und 
der ausgesprochene Satz bleiben unverändert gültig; wie es sein muß, 
treten für «> x negative Maßzahlen U auf. 

Es sei jetzt irgend eine Kurve K mit einer Bogenlänge s gegeben, 
die wir im Sinne wachsender s mit unserer Rolle beschreiben. Dabei 
möge an der „Stelle s“ der Kurve der Winkel « der Rollenachse gegen die 
in Richtung wachsender s genommene Kurventangente wie oben be- 
stimmt sein. Ersetzen wir die Kurve durch eine Sehnenkette 4s,, 
ISg,..., so findet sich längs des zur Sehne 4s, gehörenden Kurven- 
stückes mindestens ein Punkt, in dem die Kurventangente der Sehne 
parallel ist*). Hier liege der Winkel «, vor. Führen wir jetzt die Rolle 
über die Sehnenkette, indem wir längs 4s, den Winkel «, konstant hal- 
ten, so erscheint am Schlusse die Rollendrehung: 


1 P 
U= gm ein oe, JS;. 


Wir vollziehen jetzt wieder den Grenzübergang lim 4s, = 0 und finden: 
Bei Hinführung der Rolle über die Kurve K tritt die Rollendrehung: 


1 5 
(2) U = fein g- ds 


*) Wir setzen voraus, daß sich die Tangente längs der Kurve stetig (oder 
doch wenigstens „abteilungsweise“ stetig) ändert, 
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ein, so daß sich insbesondere, falls die Rollenachse gegen die Kurve kon- 
stanie Neigung « hat, die Formel (1) wieder ergibt. 

In Fig. 45 ist eine schematische Zeichnung des Polarplanimeters 
entworfen. Dabei sei der Polarm OA = a, der Fahrarm vom Gelenk bis 
zum Fahrstift AF = b, der senkrechte Abstand des Gelenkes A von der 
Rollenebene AC = c, und endlich seien r und r’ die Radien vektoren von 

P F und vom Auflagerpunkte der Rolle. 
s 2 Die Erklärung der Winkel 8 und y ent- 
P / 


nehme man aus der Figur. Es gilt nun 


offenbar: 
uf r? = a? + b — 2ab cos y, 
r A 
ne A Aa so daß wir finden: 
0 ; (3) r? =a? +b + 2be + 2b. r’ cos b. 
S / Der Leser wolle sich eine der Lage des 


Planimeters in Fig. 43 entsprechende 


schematische Zeichnung entwerfen und 

wird an der Hand derselben leicht wieder zur Relation (3) gelangen. 
Wir führen jetzt den Fahrstift über einen Kreisbogen um O vom 
Radius r und Zentriwinkel 7% hin. Da hierbei y konstant ist, so bleibt 
die Figur mit sich kongruent, und der Auflagerpunkt der Rolle beschreibt 
seinerseits einen Kreisbogen um O vom Radius r’ und Zentriwinkel 78, 
dessen Länge also r’- 4% ist. Der Winkel « der Rollenachse gegen diesen 
Kreisbogen ist konstant und, wie die Figuren zeigen, einfach gleich 


(6 + $7) oder um 2x kleiner *), so daß an Stelle von (3) nach Multipli- 
kation mit 4® geschrieben werden kann: 
(4) r? 19 = (a? + B + 2060) 48 — 2b-r’d4® sin a. 


Die bei der Bewegung eintretende Rollendrehung U ist aber gegeben durch: 


y- 


r 1% sina 
2on 


oder also zufolge (4) durch: 


(5) U= : 


1 
Abor 4box 
Auf dieser Gleichung beruht die Beziehung des Polarplanimeters 


(a? + b? + 2b) 18 — -P AF. 


*) In Fig. 45 ist & > 5 x, in der vom Leser zu entwerfenden Figur aber < x. 
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zum Integrale (5) S. 164. Wir wollen den 
Fahrstift F über den Rand des in Fig. 46 
gezeichneten Vierecks P, Q, QP, hinführen, 
das von den Strahlen der Amplituden $ und ER 
(9 + 19), sowie von zwei Kreisbogen der PP 
Radien OP, =r, und OP,=r, begrenzt it. KU 
Die Beschreibung des Kreisbogens P,Q, in 

der Richtung von P; nach Q, liefert die Rollendrehung: 


ig. 46 


A: 2 2 ; i 
U, = ipg (®t D + 280) 40 — ioa 8. 


Die Durchlaufung von 947, in der Richtung von Q, auf P, liefert also 
— U, als Drehung. Die Durchlaufung von Q, nach Q, und die von P, 
nach P, liefern kongruente, aber im entgegengesetzten Sinne erfolgende 
Bewegungen des Planimeters; die zugehörenden Drehungen heben sich 
also auf. Die Gesamtdrehung, die wir 
gleich mit 4 U bezeichnen wollen, ist 
also (U, — U,) und stellt sich demnach 
in der Gestalt dar: Fig 4l. 


(A ee nA 


1 
aber 
Der Übergang zum Integral beruht G = 
nun auf einer bekannten Betrachtung Æ — 
Wir überlagern den auszumessenden Be- 5 — 
reich, wie Fig. 47 andeutet, mit einer 
Reihe von Vierecken der eben betrachteten Art, wobei der Inhalt des 
einzelnen Vierecks auf Grund der Gleichung: 


2m rè) de = — boa AU 


durch die Umdrehung AU geliefert wird. Bei der Addition können wir 
die gemeinsamen geradlinigen Randstücke zweier benachbarter Vierecke, 
die je zweimal und zwar in entgegengesetzten Richtungen durchlaufen 
werden, einsparen. Die Summe der Inhalte aller Vierecke ist dann einfach: 


3> (rn? — r?) 48 = — 2bex- U, 


wo jetzt U die Rollendrehung ist, die beim Beschreiben des treppenför- 
migen äußeren Randes des Viereckssystems eintritt. Der Grenzübergang 
lim 48 = 0 führt zum Integral: Für den Bereichinhalt und damit für 
das Integral gilt die Darstellung: 
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9 


(1) je? 7) a8 = — 2er. U, 


Po 


wo U die Rollendrehung des Planimeters ist, die bei einem vollen Umlaufe 
des Fahrstiftes um den Bereich in der in Fig. 47 angedeuteten Pfeilrich- 
tung erzielt wird*). 

Ist der auszumessende Bereich sehr groß, so kann man den Pol O 
auch in das Innere des Bereiches verlegen und auf Grund folgender Über- 
legung vorgehen: Zufolge (5) tritt keine Rollendrehung ein, wenn der 


Fahrstift den Kreis des Radius r, = Va? + b? + 2bc um O beschreibt. 
In Fig. 48 ist dieser Kreis des Radius r, angedeutet, seine Fläche möge 
aus dem Bereiche zunächst herausgeschnitten werden. Um dem ring- 
förmigen Restbereiche eine einzige Randkurve zu geben, fügen wir noch 
das Verbindungsstück PQ des äußeren und 
inneren Randes hinzu, das dann als Rand 
des Restbereiches zweimal in entgegenge- 
setzten Richtungen zu durchlaufen ist. 
Durch Führung des Fahrstiftes über den 
ganzen Rand des Restbereiches (in der 
Pfeilrichtung) wird auf Grund von (7) der 
Inhalt dieses Bereiches gewonnen. Da aber 
der innere Kreis keinen Beitrag zu U liefert 
und die beiden von PQ herrührenden Bei- 
träge sich aufheben, so folgt einfach: Führt man im Falle eines im Inneren 
des Bereiches liegenden Poles den Fahrstift über den Rand des Bereiches, 
so liefert die Rollendrehung den um den Kreisinhalt (a? + b? + 2be)n ver- 
minderten Bereichinhalt, so daß der gewünschte Inhalt erst durch Zusatz 
des Betrages (a? + b? + 2be)x gewonnen wird. 


Einige beiläufige Entwicklungen über Beziehungen des Polarplanimeters zu 
früheren Sätzen mögen sich hier noch anschließen. Die Rollenachse ist parallel 
zum Fahrarm und in starrer Verbindung mit demselben angeordnet. Da aber der 
Faktor 2box in (7) allein vom Rollenradius g und der Fahragmlänge b abhängt, 
so ist die Größe der Rollendrehung U unabhängig davon, wie die Rollenachse des 
näheren angebracht ist. Man darf demnach (wie dies tatsächlich auch bei älteren 
Apparaten ausgeführt wurde) die Rolle direkt auf dem Fahrarme oder senkrecht 
unter demselben anordnen; auch können wir uns vorstellen, daß die Rolle direkt 


*) Bei der üblichen Anordnung des Zählwerkes liefert die Umlaufsrichtung 
des Textes negative Maßzahlen U. Will man lieber mit positiven U arbeiten, so 
hat man einfach die Umlaufsrichtung umzukehren. Kennt man die Konstanten b 
und e nicht genau, so umfährt man einmal eine bekannte Fläche, z. B. einen 
Kreis des Radius 1, und liest die zugehörige Umdrehung U, ab. Dann ist 
z=—2ber-U,, und also folgt für — 2er, d. b. für den in (7) rechts stehen- 
den Faktor, der Wert x- Uz1. 
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an Stelle des Fahrstiftes angebracht ist, und daß mit dem Auflagerpunkte der Rolle 
unmittelbar die Randkurve K des auszumessenden Bereiches B beschrieben wird. 

An diese Vorstellung können wir folgende Theorie des Planimeters an- 
schließen: Da die Polarmlänge a in der Gleichung (7) gleichfalls nicht auftritt, so 
nehmen wir a =b und setzen zur Verein- 
fachung der Formelna=b=1. Die Schar 
der Kurven, längs deren „reine Rollung“ 
beim Planimeter eintritt, wird nun von den 
gesamten Kreisen des Radius 1 geliefert, 
deren Mittelpunkte auf dem geometrischen 
Orte des Endpunktes vom Polarme liegen, 
d. h. also auf dem Kreise des Radius 1 um O, 
Entsprecheud der in Fig. 45 bevorzugten 
Anordnung des Planimeters mit „konkavem*® 
Winkel y deuten wir in Fig. 49 nur die 
Schar der „Halbkreise“ an, längs deren reine 
Rollung eintritt. Ist die Amplitude des 
einzelnen Kreismittelpunktes, so ist die Glei- 
chung des Halbkreises: 


(x — cos u)? + y—sinu)”’—1 


oder in Polarkoordinaten; 
(8) r = 2 cos (f — u), 


wo (— u) dem Intervalle 0 < ($ — De angehört und u als „Parameter“ der 
Schar zu gelten hat. y 
Diese Schar wird nun allenthalben senkrecht überkreuzt von einer zweiten 


Kurvenschar, die in Fig. 49 gleichfalls angedeutet ist, und deren Gleichung mit 
dem Parameter v sich so schreibt: 


1 y amg 
(9) 8 — = arcos (Zr) 5yr =r. 


Die Wurzel ist positiv zu nehmen, und im ersten Gliede ist der „Hauptwert“ der 
Funktion arc cos gemeint, Man bestätigt für die einzelne „Kurve K,“ nach kurzer 
Rechnung: 


(10) ER USE 


Bei Abnahme des Wertes r von 2 bis 0 nimmt also auch ® ab, und zwar vom 
Werte =v bis = — x. Die einzelne der Kurven X,, die sämtlich kongruent 
sind und durch Drehung um O ineinander übergehen, windet sich also spiralig un- 
endlich oft um den Pol. 

Daß sich im einzelnen „Punkte (u, v)“ die beiden durch ihn hindurchlaufen- 
den Kurven K, (d. i. der Kreis (8)) und X, senkrecht schneiden, folgt sofort 
durch Heranziehung des in I, 290 erklärten Winkels f zwischen der Kurventangente 
und dem Radius vektor, für welchen nach Formel (1) daselbst: 


gilt. Für die Kurve K, hat man zufolge (10): 


yá 
ner 
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Aus (8) aber folgt durch kurze Rechnung: 


(11) 9 — u = are cos (+ r), tg p= — m 


. y4 —r’ 2 


woraus die Behauptung hervorgeht. Da nun bei jeder Lage des Planimeters der 
Fahrarm die Tangente der durch den Auflagerpunkt der Rolle hindurchlaufenden 
Kurve K, ist, so können wir zusammenfassend das Ergebnis aussprechen: Die 
durch (11) und (9) gegebenen Kurven K, und K, sind die Kurven der „reinen 
Rollung“ und der „reinen Gleitung“ der Planimeterrolle. 

Wir führen nun unter Heranziehung der allgemeinen Entwicklungen von 
S.101ff. die u,v als neue „Variable“ oder als neue „krummlinige Koordinaten“ 
ein, wobei man als Darstellung der alten Koordinaten r, $ in den neuen aus (9) 
und (11) leicht folgert: 


(12) T __ RE ð = u + arc tg (v — u). 
Vi + @—u? . 
Die partiellen Ableitungen der r, $ nach den u, v sind: 
P ar, 2em o ae, wm 
“ve NH OUT 
(14) lm „. See Be 
a Wr Item 
Für die Funktionaldeterminante D (r, #) folgt hieraus: 
De, = ar 08 r 08 _ 2(w—u) 


ĉu 0 Dv du (Vito) 

Sind also do, da’ und dw” = du- dv einander entsprechende Flächendifferentiale 
in der Ebene der Fig. 49, der „r,9-Ebene“ und der „u,v-Ebene“, so gilt (vgl. S. 107): 
i aag N _4@w—u)du dv 

(15) da=rdo = 1 DIS IR de = et . 
Hierbei ist da” = du-dv der Inhalt eines Rechteckes der u,v-Ebene, das sich auf 
ein Kurvenviereck der Fig.49 überträgt. 

Der vom Punkte (u, v) nach (u,v4.dv) laufenden Seite dv dieses Rechtecks 
entspricht dabei ein Bogendifferential ds, der durch den „Punkt (u, v)“ der Fig. 49 
hindurchlaufenden Kurve K,, für welches wir auf Grund des Ausdrucks (6) in 
I, 292 für ds aus (12) und (13) leicht berechnen: 


(Or? „fo: 2dv 
as, = V ($) a) een 
Der gegenüberliegenden Seite, die von (u + du,v) nach (u + du, v + dv) führt, 
gehört demnach folgendes Bogendifferential der Kurve KR ,;+2, ZU: 


e ; 0(ds,) , 4(v— u) dudv 
ant -gy MOE oa 
Der Vergleich mit (15) liefert die Beziehung: 
(16) da = aay du, 


welche die Eigenart des Planimeters begründet. Wählen wir als Bereich erstlich 
ein Rechteck der wv-Ebene der Ecken (%,, vo), (4, Vo) (Uis %ı), (th, v,), und wird 
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das entsprechende krummlinige Viereck der Fig. 49 durch B bezeichnet, so folgt 


unmittelbar: ey Uy r 
(B) "Alds,) ) (u (uo) 
fef feee 
Vo o 


Uo 


wo die rechts in der Klammer stehenden Ausdrücke die Bogendifferentiale der 
Kurven X, und X, sind. Es steht also rechts einfach der Überschuß der Seite 


K, vom Viereck B über die Seite K, ; dieser Überschuß, wie er eben von der 
Planimeterrolle beim Umfahren von- B aufgenommen wird, ist also in der Tat dem 
Inhalte von B gleich. Der Übergang zu beliebigen Bereichen wird dann in be- 
kannter Weise durch immer kleiner zu wählende Vierecke der bisherigen Art 
vermittelt. — 

Für einen den Pol nicht enthaltenden Bereich B der handkurve K gilt zufolge 
(2) und (7): 


(17) ao = — b sin «ds. 


Die Analogie dieser Gleichung zu den Formeln (5) ff. S. 139, in denen gleichfalls 
Flächenintegrale durch Linienintegrale dargestellt werden, ist augenfällig; und es 
liegt daher der Wunsch nahe, von den 
damaligen Entwicklungen aus das Plani- 
meter erneut verständlich zu machen. Dies 
gelingt sehr leicht unter Heranziehung des 
Satzes über Integration vollständiger Dif- 
ferentiale über geschlossene Kurven (S. 148). 

In Fig. 50 ist 8 der schon vorhin ge- 
brauchte Winkel zwischen dem Radius 
vektor r und der Tangente von A, wobei 
nach I, 290 und 292: 


& rd dr 
(18) sinß= en cos ß E Fig. 50 


gilt. Der Winkel « der Rollenachse (des Fahrarmes) gegen die Kurve J ist kon- 
vex: endlich bedeutet y den Winkel zwischen r und b, für welchen man aus dem 
Kosinussatze abliest: 

r?+ U= a? 


a _ Váb*r?— (r° +0 — at 
2br ` 2 


2br 


mit positiv zu nehmender Wurzel. Zur Abkürzung schreiben wir: 


(12) cos y = sin y 


V Ebr? — (r? +b — a?) = h(t), sin zn. 
-bor 
Nun folgt aus Fig. 50 sofort: 
x = 2m + y— Bb, — sin « = sin (p — y) 
und also weiter zufolge (18) und (19): 
i 1 hi 
(20) — b sin «ds =F (ras + (b?— a’) dè — ~ dr) 5 


Der Leser wolle sich vorerst überzeugen, daß diese Relation für alle Lagen des 
Planimeters längs K richtig bleibt*). 


*) Damit die Rechnung unverändert besteht, wolle man insofern der in 
1, 290 gegebenen Erklärung des Winkels ß abweichen, daß jetzt ß der Winkel 


Fricke, Differential- u. Integralrechnung. TI. 12 
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Wir kehren nun zu rechtwinkligen Koordinaten durch die Gleichungen: 


r=yaitye, = arctg (2) 


Seren. 


wo nach Ausführung der Integration r durch x und y auszudrücken ist. Die 
Gleickung (20) gewinnt die Gestalt: 


—bsinads— z (z dy — y dæ + @*— a’ dare tg (7) — ariy) » 


wo iu den beiden letzten Gliedern vollständige Differentiale von Funktionen steben, 
die in B eindeutige und stetige partielle Ableitungen haben*). Somit gilt nach 
S. 148 für die über die geschlossene Kurve K geführten Linienintegrale: 


of y OA 
darctg (2) = 0, dafis, y)=0, 


und dig letzte Gleichung führt zu: 


zurück und schreiben: 


9 
= 


DM, or 18) 
— b sin « ds = -> Jeu- ydaı. 
Nun liefern aber die Gleichungen (6) S. 139 für y(x, y)=x und (7) 3. 140 für 
ga, y =y: > e > > 

' a zdy =” do, Aa ya” do, 


so daß wir in der Tat zur Grundgleichung (17) des Planimeters zurückgelangen. 


ö. Die Inhaltekrummflächiger Bereiche. Durch die Gleichungz—f(x,y) 
sei in rechtwinkligen Koordinaten eine krumme Fläche gegeben. Ist in 
einem Bereiche Z3 der z,y-Ebene die Funktion 
f(x,y) mit ihren Ableitungen f, und /, ein- 
deutig und stetig, so hat das über dem Be- 
reiche B gelegene Stück der krummen Fläche 
nach S. 112ff. den Inhalt: 


re ee 
G) os | Vi+r.”+f, do) 


In der bereits in 1,321 betrachteten Fig. 51 
ist eine Kugel mit einem Zylinder, dargestellt 
durch die Gleichungen: 


as 2 O 
(2) | 


Fig 51. 


tangente ist. 
*) Der Pol O sollte dem Bereiche B nicht angehören. 
»*) Man sagt, dieses Integral leiste die „Komplanation“ der krummen Fläche. 


/w.rcin.org.pl 
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zum Durchschnitt gebracht. Wir wollen als erstes Beispiel den in der 
Figur sichtbaren Teil des Kugeloktanten ausmessen. Im Innern des Zy- 
linders liegt oberhalb der x,y-Ebene ein blattförmiges Stück der Kugel- 
fläche, das man als die „Fläche von Viviani“ bezeichnet. Dasselbe wird 
durch die x,2-Ebene in zwei symmetrische Hälften zerlegt, von denen wir 
zunächst das hinter der z,2-Ebene (nach Seiten der positiven y-Achse) 
gelegene ausmessen wollen. Der unter dieser Fläche gelegene Bereich B 
der x.y-Ebene ist durch die x-Achse und den von der Grundfläche des 
Zylinders gelieferten Halbkreisy=-+Y ax — x? eingegrenzt; für diekrumme 
Fläche aber berechnen wir aus der ersten Gleichung (2) leicht: 


z = f(x, y) =V a — r — t, y LER HE =- 
Va —a—y 


Der Ansatz (1) in Form eines Doppelintegrals liefert also als Inhalt der 
halben blattförmigen Fläche*): 


RE 
* . d 
aae 


Das innere, bei konstantem æ auszuführende Integral liefert nach 


(16) 8.8: 


Vaz- a? AR 2 

? dy ThA F EN Ware a x 
J VO E RF = Los sin Veh = art SIN V 
0 


so daß für den auszurechnenden Inhalt folgt: 


w= a f arc sin Y „4 „de. 
0 


Durch partielle Integration gewinnt man: 


è nA x m 2 x 1 “yz dz 
‚[aresin V da = ware sin Y I, — z Va afz’ 
wobei sich das hier noch verbleibende Integral nach einer bekannten Regel 
(8. 27) leicht bestimmt zu: 


J vo. = 2V x _ 2 Ya are TE 


*) In der bei «=a gelegenen Spitze des Blattes wird zwar f/ unendlich, 
doch konvergiert das Integral. 


12* 
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Es ist demnach: 


Eat - = ja ı® Kis 2 
= x en Y Ye = — dt a 8 
o alzare sin) 2 Vas + aaretg | T „era 


Da der Kugeloktant den Inhalt 5 a*x hat, so ist der in Fig. 51 sichtbare 


Teil des Kugeloktanten, der außerhalb des Zylinders liegt, gleich aè, d. h. 
inhaltsgleich mit dem (Quadrate über dem Kugelradius*). 

Stellt man die krumme Fläche mittelst zweier Variablen u, v durch 
drei Gleichungen (17)8.113 dar, so wird der Inhalt œ nach (19) 8.113 durch: 


(8) o =" | VDlæ,y} + D,a} + De, iF do 
geliefert, wo die D die Funktionaldeterminanten sind und B’ das Abbild 
des auszumessenden Flächenstücks in der u,v-Ebene ist. 

Beim betrachteten Beispiele, wo es sich um das Stück einer Kugel- 
fläche handelt, wird man zweckmäßig die 8.155 eingeführten Polar- 


koordinaten 0 und œ heranziehen, in denen die Darstellung der Kugel- 
fläche des Radius a durch: 


x = a sin 0 cos o, y =a sin ô sin p, z =a cos 0 
gegeben ist. Man berechnet hier leicht: 
D(a,y)=a?cos0sind, D(yz)=a’sin?deospy, D(z,x)=a?sin? ð sin p, 
so daß sich der Ansatz (3) in die einfache Form kleidet: 
v = a? "sin 0 da'**). 


En Schreiben wir, um die Hälfte des Vivianischen 


Ti ER Blattes auszumessen, dies Integral als Doppel- 

A N integral, so ist bei konstantem 0, d. i. längs 

f S > I, eines „Parallelkreises“ (vom Radius a sin 8) 
Ap | òl der Kugel von p =Q bis zum Zylindermantel 
asing Andi #-4 zu integrieren. In der Ebene des Paralel- 


kreises sind die Verhältnisse durch Fig. 52 
skizziert, aus der man sofort abliest, daß die obere Grenze das Komple- 
ment von 9 ist. Somit gilt: 


+) Von Viviani entdeckter und 1692 veröffentlichter Satz. 

#) Den Entwicklungen von S.108ff. liegt die Annahme zugrunde, daß der 
Wurzelausdruck unter dem Integrale (3) im Bereiche B’ überall endlich und von 
0 verschieden ist. Nun verschwindet aber #°sin® in den beiden Schnittpunkten 
der z-Achse mit der Kugelfläche des Radius a, auf der der Bereich B’ des Textes 
liegt. Indessen folgt aus der Stetigkeit des Integrals bei 0@=0 und 0 =~ oder 
auch durch Übertragung der S. 127 ft. für die Umgebung des Poles r = © ausgeführten 
Überlegung, daß das oben für œ angegebene Integral seine Brauchbarkeit behält, 
falls B’ einen oder beide Punkte 0 = 0 und 0 = x enthält. 
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Een) z 
a, A > 

v= |ù |sin0do)do =a Z — 6) sin 0 do. 
0 v 0 


Die Ausführung des Integrals bietet keine Schwierigkeit und führt zum 
schon bekannten Ergebnis zurück. 

Ganz besonders einfach gestaltet sich die Ausmessung von „Um- 
(drehungsflächen“, Wir wählen die Achse einer solchen Fläche als z-Achse 
und denken die Fläche dadurch ent- 
standen, daß eine in der z,y-Ebene 
gelegene, etwa durch y = f(x) dar- 
gestellte Kurve im Raume um die z- 
Achse rotiert (s. Fig. 53). Der ein- 
zelne Punkt der Kurve erzeugt dabei 
einen „Parallelkreis“ der Umdrehungs- 
tläche, die verschiedenen Lagen der 
rotierenden Kurve aber heißen „Meri- 
diankurven“ der Fläche*). 

Für die Darstellung solcher Flä- 
chen eignen sich besonderssogenannte 
„Zulinderkoordinaten“ im Raume. Wir 
gelangen zu denselben, indem wir x 
beibehalten und an Stelle von y und z nach Art der Polarkoordinaten in 
der ,2-Ebene zwei Koordinaten r, & durch die bekannten Gleichungen: 


r= VPF A, = arc tg E 


einführen; es ist also einfach r die Länge des Lotes vom Punkte (z, y, 2) 
auf die x-Achse und # der richtig abgelesene Neigungswinkel dieses Lotes 
gegen die x.y4-FRbene"*®). Natürlich gilt umgekehrt: 
y = r Cos ĵ, z= r sin ð. 
Die soeben betrachtete Umdrehungsfläche der Meridiankurve y = f(x) 


+) Die Bezeichnungen sind vom Erdsphäroid hergenommen. 
**) Der Name der Koordinaten gründet sich auf den Umstand, daß die Flächen 
konstanter Werte r „Zylinder“ mit der x-Achse als Achse sind. Behalten wir 


statt æ die Koordinate z bei und führen für x und y Polarkoordinaten r, —=Va:-Ly®, 
8, = arc tg : ein, so ergibt der Vergleich mit den Formeln (8) S. 156 der dort 
einzeführten räumlichen Polarkoordinaten 7r, 0, @ sofort: 

rn =rein®, d =p. 


Die Zylinderkoordinaten r,,9,,2 nennt man demnach auch „Semipelarkoordinaten“. 
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hat nun offenbar in Zylinderkoordinaten einfach die Gleichung r = f(x). 
Wollen wir sie durch drei Gleichungen (17) S. 113 mittelst zweier unab- 
hängiger Variablen u, v darstellen, so wählen wir xv=# und v = z, so 
daß die drei Gleichungen der Fläche lauten: 


z= f, y = f(x) cos ®, z = f(x) sin #. 


Die drei unter der Wurzel des Integrals (3) stehenden Funktionaldeter- 
minanten berechnen sich aus: 


ð ) a ô 

s= 5 5 fla) siun ®, s5 N, cos W, 
ox y 02 r , 
zZ a Fioeos®, Ja (a) sing 


sofort in den Gestalten: 
D(a,9)=f(e)sin®, Dy, 2) =— fE) f (e), D(z, x)= f(x) cos ®, 


so daß das Integral (3) die Form annimmt: 


(4) o=" S fæVi +r ode. 


Wollen wir insbesondere eine „Zone“ der Umdrehungsfläche aus- 
messen, die von zwei zu x, und zx, > x, gehörenden Parallelkreisen ein- 
gegrenzt ist (s. Fig. 53), so wird diese Zone in der 9,x-Ebene auf ein 
Rechteck B’ abgebildet, das von der x-Achse, der Geraden $ = 2x und 
den beiden zur -Achse parallelen Geraden der Gleichungen z =g, und 
g= x, begrenzt ist. Schreiben wir also (4) als Doppelintegral, so folgt: 


51 


2a 
6) o = f (fS &VTF EF do)adz. 
E 0 
Da das innere Integral bei konstantem x auszuführen ist, so folgt: Der 
Flächeninhalt © einer Zone der in Zylinderkoordinaten durch r = f(x) ge- 


gebenen Umdrehungsfläche wird durch das „einfache“ Integral geliefert: 


(6) v = 2x | fV IF rE da”). 


*) Kehren wir zur Gleichung y= f(x) der Meridiankurve zurück, so ist 


A -+f (Œ) dæ = ds das zu dæ gehörende Bogendifferential (die zur Stelle x und 
em Differential dæ gehörende Tangentenlänge). Aus (6) folgt: 


da=2ryds=ny+(y-+dy)ds—adyds, 


wo im ersten Gliede rechts die Mantelfläche des vom Tangentenstückchen ds bei 
der Rotation beschriebenen abgestumpften Kegels steht. Die zugehörige „Dif- 
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Für das Umdrehungsellipsoid gilt: 
b 3 7 b x 
Br 2, f)=-—--— - en.“ 


Schreiben wir a —b?=-+e?, je nachdem a > b oder a < b ist, so finden 
wir nach kurzer Rechnung für den Zoneninhalt: 


(7) o=? f Va Fen de. 
Für die Kugel des Radius a, d. h. für b = a, e = Q, folgt: 
o = 2ra(2, — To) 

in Übereinstimmung mit einem Eilementarsatze. Für a >b folgt unter 
Benutzung der Aufg. 6, S. 37: 

v = z ex Vat— ex’ + a! arc sin C N 
woraus man für die Gesamtoberfläche findet: 
(8) v = 2x (e + 2 are sin (-)) 
Ist endlich a < b (Fall des sogenannten „Sphäroids“), so haben wir das 
Integral (7) nach Aufg. 7, S. 37 zu behandeln: 
Z fes ya + ea? + at ln (es + Vart e| 
Für die Gesamtoberfläche folgt jetzt: 

ab, jb-+e 
0 = 2y (+ e In (7 )) ` 

Da man aus der Gleichung-b? — a? = e? sofort auf: 
/b+e\? be? b-p e 
a ) ee, See 
schließt, so kann die eben für w angegebene Gleichung auch so geschrieben 
werden: 


(9) o= 2a (+ S? a GES) 


e 


v = 


Der Leser wolle sowohl von der Gleichung (8) als von (9) aus durch 
Grenzübergang lim e=0 die Elementarformel für den Inhalt der Kugel- 
fläche herstellen. 


ferenz“ Aw ist der dem dx= dæ entsprechende Zoneninhalt s. die schmale in 
: z TETEL : 
Fig. 53 angedeutete Zöne). Für lim dæ = 0 gilt lim yA = 1, woraus die Banart 


des Integrals (6) unmittelbar geometrisch verständlich wird. 
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Ist die Meridiankurve durch ein Gleichungenpaar x = g (t), y = y (ù 
gegeben, so führt man auf Grund der Regel (7) S. 56 das Integral (6) 
für den Zoneninhalt leicht in die Gestalt über: 


(10) v = 2x fyt) Vp(t)’+ vlt)? dt. 


Für. die gemeine Zykloide als Meridiankurve hat man z. B. (vgl. die 
Rechnungen von S. 153): 


t ti 
v = 2xa? J (1 — cos t) V2 — 2 cos tdt = 160: | sin? i d (5): 
fo fo 


Das Integral ist nach bekannten Regeln berechenbar und liefert: 


o = 16a? E cos? (2) — cos Pg 
Für den Gesamtinhalt der Fläche, die durch Rotation eines zwischen zwei 
aufeinander folgenden Spitzen gelegenen Stückes der Zykloide entsteht, 


ergibt sich œ =" xa?, d. h. diese Fläche verhält sich zur Fläche des 


die Zykloide erzeugenden Kreises wie 64 zu 3. 


Aufgaben: Es sind die Zoneninhalte bei den Umdrehungsflächen folgender 
Meridiankurven zu berechnen: 
1) Parabel „= 2px (Umdrehungsparaboloid). — 


” 


o = sayiz | Ver Z dz= ` ayip (Zk 


2) Hyperbel s y = | (zweischaliges Umdrehungshyperboloid). — Das Inte- 
gral muß bei Benutzung der Abkürzung e=a°+ b? die Gestalt annehmen: 
X 
A = f yë atda. 


E73 


Man nehme a<x,<x, an und wird nach Aufg. 7, 8.37 zu dem Ergebnis kommen; 
xi > me 
o= i- [exyera?-- a'— a`la (ex + yes? — a). 


y* 
gi 


3 
3) Hyperbel 22 = — 1 (einschaliges Umdrehungshyperboloid). — 


P lexyeizi+a‘+ atmes + Ver’ F a) |". 


a’r 
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4) Die auf ihre Asymptoten als Koordinatenachsen bezogene gleichseitige 
Hyperbel y = a! für 0o<{x@,<zx,. — Das Integral für den Zoneninhalt: 


pai 


7 TR 
n= oa (VER - dz 


Xo 


wird durch die Substitution z = x7* auf ein nach 8. 32 leicht ausführbares Inte- 
gral gebracht. Das Ergebnis ist: 


von [In (+ V1+z2)—- 2°yi+ = 


5) Kettenlinie y = a Cos (z ): — Man muß zu folgendem Ergebnis gelangen: 


Tı 


o = 2ax IK: (#) de=an [æ -+ a Sin (#) Eos AL. í 


6) Astroide g = a cos t, y = a sin? t. — Der Ansatz (10) führt leicht zu: 
a 


den 6 mwr 
0 = 6a’ | sintteostdt= 3 a’ [sin® Jk 
“ » 


Bei der Drehung der Astroide (s. Fig. 65 iu 1,282) um die x-Achse entsteht ein 
mit zwei Spitzen und einer scharfen Kante ausgestatteter Umdrehungskörper mit 


2 
der Oberfiäche Z xa? 


7) Sinuslinie y = sin æ. — Mit Benutzung der Aufg.7, 8.37 muß man finden 


o= — æl cosgyi -p cos? æ + In (cos x +V1-+ cos) |". 
b „JR 


Das Stück der Sinuskurve zwischen 0 und x erzeugt bei 
der Drehung einen spindelförmigen Körper der Ober- 
fläche 2z(V2 + In (t +Y2)). — 

Eine ganz oberhalb der x-Achse*) gelegene ge- 
schlossene ovale Kurve möge zwei zur y-Achse parallele 
Tangenten haben mit den Berührungspunkten A, B, denen 
die Abszissen e=a und g= b> a zukommen (Fig. 54). 
Durch 4 und B wird die Kurve in zwei Teilkurven 
y=f(x) und y= f, (x) zerlegt, von denen die zweite 
über der ersten liegt. Bei Drehung um die x-Achse 
entsteht eine „Ringfläche“, die durch die beiden von # 
A und B beschriebenen „Parallelkreise“ in zwei Teil- 
flächen der Inhalte: 


b 
= 2x f fæi FE de, (d=0,1) 


*) d. i. auf Seiten der positiven y-Achse; s. die Fig. 54, wo die g,z-Ebene 
horizontal und die positive y-Achse vertikal nach oben weisend gedacht ist. 
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zerlegt wird. Nach der Regel (5) S. 55 können wir diese beiden auf dasselbe Inter- 
vall bezogenen Integrale addieren und erhalten als Flächeninhalt œ der Ringfläche: 


b 

ai) p= 2x fC VIF REE HRLOVI FE E) de. 

& 
8) Man messe hiernach die Oberfläche eines Kreisrings vom Meridiankreise: 
+ (y—0 =r, y=c+Vr’— z? 
aus, wobei die Mittelpunktsordinate e >r sei, damit der Kreis ganz oberhalb der 
x-Achse liegt. — Hier folgt, wenn die oberen Zeichen für f, (x) und die unteren 
für f, (x) gelten, aus f,;(@)—= e+ Yr’— x leicht: 
r ao a EN 
Kò-F yp VIRS- ya 


so daß der Ansatz (11) ergibt: 
tr 


+r 
fr > rdz dx 
02: (hm Hrn) ters |: =’ 
=r 


Vr’—ı 
Es 


- 


(12) o= 4era [are sin 5E- (2ra). (2er). 


Auf dieses Ergebnis kommen wir unten zurück. 
9) In Fig. 55 ist der den beiden Kreiszylindern 


der Gleichungen : 
a3 pema, spya 


gemeinsame Raumteil durch Schraffierung der Ober- 
fläche skizziert. Die Oberfläche setzt sich aus vier 
kongruenten haubenartigen Teilen zusammen, welche 
‚auf der x-Achse an den beiden Stellen g = + «mit 
“je vier Ecken zusammenlaufen. Man zeige, daß die 
Gesamtoberfläche den Inhalt 16a” hat. — 

Der Inhalt der oberen Haube wird durch das 
Integral (1) geliefert, wenn man der ersten Glei- 
chung (13) entsprechend z = f(x, y) = Ya’— %* setzt 
und der zweiten Gleichung (13) entsprechend als Be- 
reich B den Kreis des Radius a um O wählt. 

10) Man beweise, daß über dem Dreieck der 
x,y-Ebene mit den Ecken O, (1,0), (0, 1) ein Stück der 

Fig. 66. durch 2(@-+y)’— 92?=0 gegebenen Fläche dritten 


Grades vom Inhalte 5 (1++Y2) gelegen ist. — Die Lösung beruht auf der Be- 


rechnung des Integrals: 


o= f( f Vitetvas) de. 


11) Män stelle fest, welchen Flächeninhalt der im Kugelinnern der Fig. 51, 
S. 178 verlaufende Teil der Zylinderfläche hat. — Die in der Figur sichtbare Schnitt- 
kurve vierten Grades hat nach I, 322 die drei Gleichungen: 


ceo y =a cos tsin t, z=asint, 
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projiziert sich also in der x,2-Ebene auf die Parabel der Gleichung 2?= a (a —.a). 
Machen wir also der Bequemlichkeit halber die positive z-Achse zur positiven 
y-Achse und die negative y-Achse zur positiven z-Achse, so handelt es sich um 
die Ausmessung des in Fig. 56 skizzierten, oberhalb 

der x,y-Ebene gelegenen Zylinderstückes der Glei- Y 


chung z = Væ(a—«), das durch die x,z-Ebene und 
den parabolischen Zylinder der Gleichung y = Va (a — æ) - 
ausgeschnitten wird. Man gründe die Entwicklung jeah Fig. 50. 
auf den Ansatz (1) und zeige, daß die auszumessende H 
Fläche den Inhalt a? bat, d. h. daß sie inhaltsgleich 
ist mit dem in Fig. 51 außerhalb des Zylinders sicht- 
baren Teile des Kugeloktanten. 

12) Nach I, 323 ist durch die drei Gleichungen 


£= u COSV, y= usin v, s=—v 


eine Schraubenfläche der „Ganghöhe“ h dargestellt. 
Durch zwei Kreiszylinder, welche die 2-Achse zur ge- 
meinsamen Achse und die Radien u, und u, >u, haben, 
wird aufder Schraubenfläche eine bandförmige Wendel- 
fläche ausgeschnitten. Man berechne den Inhalt des- 
jenigen Stückes dieser letzteren Fläche, welches zwischen den"beiden zu v, und 
0%, >v, gehörenden Horizontalebenen liegt. — Der Ansatz (3) liefert für den In- 
halt das Integral: 


© -AS VEe 20) a) (EZ) +w au: 


Uo un 


das rechts stehende Integral ist weiter nach Aufg. 7, 8.37 zu behandeln. 


6. Die Inhalte räumlicher Bereiche. Der Inhalt r eines endlichen 
räumlichen Bereiches B ist das über diesen Bereich erstreckte Raum- 
integral des Differentials dr. Je 
nach der Darstellung desRaumdif- 
ferentials nimmt das den Inhalt x 
darstellende Integral besondere Ge- 
stalten an. 

Wählen wir zunächst recht- 
winklige Koordinaten, so kann man 
das Raumintegral als dreifaches 
Integral (4) 8.115 aufbauen. Unter 
Abänderung der Integrationsfolge 
und der Bezeichnung der Grenzen 
schreiben wir: 


Eyi 9A (œ) {i y) 


(1) r= "fdr =f (j (J de)dy)dz, 


To Jolt) fo(2,Y) 
wobei die Bedeutung der Integralgrenzen durch Fig. 57 erläutert wird 
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(s. auch S. 115ff.). Von dem in dieser Figur skizzierten ovalen räum- 
lichen Bereiche B ist durch das Integral (1) der durch die beiden Ebenen 
x = z und z = x, eingeschlossene Teil ausgemessen. In der z,y-Ebene 
projiziert sich der Bereich B auf einen ebenen Bereich B’, dessen Rand- 
kurve vom „Umrißzylinder“ des räumlichen Bereiches herrührt. Die Be- 
rührungskurve dieses Zylinders zerlegt die Oberfäche von B in zwei 
Teilflächen, eine untere durch 2=f,(z,y) und eine obere durch z = f, (z, y} 
dargestellte. Entsprechend wird die Randkurve von B’ durch die beiden 
zur y-Achse parallel laufenden Tangenten in zwei Teilkurven y = g(x) 
und y = g (£) zerlegt. Diese Gebilde geben also die Grenzen im Inte- 
grale (1) ab. 

Das innere Integral in (1) ist unmittelbar ausführbar und liefert den 


Rauminhalt t in Gestalt eines Doppelintegrals®): 
a jı {2) 7 
(2) u = f (4 (A(z, Y) — foit, y) dy) dx. 
. To Jl) 
Als ein auf den schraffierten Teil B’ bezogenes Flüchenintegral können 
wir an Stelle von (2): 


{B) i n ` , 
(3) T= N (Aa, ha, y) do 


schreiben. Das zum Flächendifferential do’ gehörende Differential dr) 
von r ist, wenn wir gleich noch do’= dg dy setzen: 


(4) di = (Why) do = (han) dx dy; 
dasselbe gestattet folgende anschauliche Deutung: Das zu do’— dæ dy 
gehörende Differential dt ist der Rauminhalt eines über dem Techtecke der 
Eckpunkte (x, y), (x + da, y), (x + dz, y + dy), (x, y +d) stehenden vier- 
seitigen Prismas, dessen untere und obere Grundfläche parallel zur zy- 
Ebene durch die beiden Punkte (z,y,f,%,%), (,4,fı(@,W) der Randfläche 
von B laufen (s. Fig. 57). 
Das in (2) vorliegende innere Integral: 
Fog 
6) ola) = | AE, P = o't H) dy 
J12) 


stellt nach 5. 162 den Flächeninhalt desjenigen ebenen Bereiches B, dar, 


} *) Man sagt auch, daß durch dieses Integral (sowie die sonstigen Integrale 
für z) die „Kubatur“ des Bereiches B ausgeführt oder das „Volumen“ von B be- 
rechnet werde. 

**) Wir vermeiden hier die Benennung „Raumdifferential“, da dieses dr den 
Charakter eines „Flächendifferentials“ hat. 
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in welchem die an der Stelle x zur ,2-Ebene parallele Ebene den räum- 
lichen Bereich durchsetzt (s. die beiden in Fig. 57 angedeuteten Bereiche 
B, und B,). Mit Hilfe dieser von x allein abhängigen Größe w(x) ver- 
wandelt sich das Integral (2) in ein einfaches Integral: 


(6) T = Jow di, 


das wir auch als ein längs der x-Achse zu erstreckendes Linienintegral 
auffassen können. Das zur Stelle x und zum Differential dæ gehörende 
Differential dr — w(x) dæ*) ist geometrisch zu deuten als Inhalt einer 
zylindrischen Scheibe der Grundfläche u(x) und der Höhe dz. 

Ist A(z, y) mit O identisch, so kommen wir mit (5) bzw. (2) auf 


das Integral: en: 
l 


1) = "Ira, y) do’ f Jrenas)a 


9x) 


zurück, welches bereits S. 94 m gedeutet wurde. Hier ist der 
i Bereich B von dem Erle T m schon a.a. O. näher bezeich- 
nete Bereich, der durch die x, y-Ebene, die längs des Randes von B’ senk- 
recht gur x, y-Ebene errichtete Zulinderfläche und die Fläche z = f(x, y) 
eingegrenzt ist. 

Ein Beispiel schließen wir an den in Fig. 51 8. 178 dargestellten 
Kugeloktanten an, und zwar möge der Inhalt r desjenigen Raumstückes 
des Kugeloktanten**) ausgemessen werden, welches im Zylinderinneren 
liegt. Um mit positiven y "arbeiten zu können, messen wir lieber das be- 
züglich der z,2-Ebene symmetrische Stück aus und haben dem Doppel- 
integrale (7) entsprechend den Ansatz: 


au — x? 
T -f J- ai y? dy) d2. 


Das innere Integral liefert nach Aufg. 6, 8. 37: 


Vaz -— a? 
e-#- vay-z yVa—a’—y°’+ (a? —a’)aresin( 7 a y) RT: 
7 ; 


*) das nun natürlich neiet den Charakter eines „Liniendifferentials“ (Bogen- 
differentials) besitzt. 
*) Hier ist natürlich unter „Kugeloktant“ ein durch die Koordinatenebenen 
ausgeschnittenes Achtel vom „Kugelinneren‘‘ gemeint. 
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Durch Eintragung der Grenzen für y findet sich: 


r=2 ya (a — 2) Vzdz + e-e are sin Va dx 
0 


Das erste Integral berechnet sich unmittelbar auf Grund des Potenzintegrals: 
1 5 Yon; 
ake (a — z) Vx dz = gl 
0 


Das letzte Integral bringt man mittelst der partiellen Integration nach 
kurzer Rechnung auf die algebraische Gestalt: 


a ee 
J (a? — x°) are sin V- Eo” 
9 1 3 . 3 pen 
= (a*s S 2) arc sin V/ ary — =V fee = z ENG dz, 
so daß man durch Einsetzung der Grenzen und Multiplikation mit = erhält: 
j f 3 — 
: je — 2?) arce sin y r To= ra — o 4 ‘aa a re, VE iz. 
0 


Endlich entwickeln wir das noch übrigbleibende Aee so: 


"Ba: — 2) Va rI zdz / Fr 
J ae dz = 247 Lee -fe- av: dx 
und berechnen das erste Integral rechts durch Vermittlung der neuen 


Variablen z = Ya; es ergibt sich: 
3a? — a? = = BE 2 re? / 
f VE a2 20° (2Vz—2Vaarctg .)- (; PV „ax vr), 


27 Bar —ayya g aa 
12 a+r Ab 12 
[1] 


Unter Zusammenfassung der Einzelergebnisse folgt: 


1 


Ta Th 


2 
3 3 
Ta a’. 
9 


Da im ersten Gliede der Inhalt des Kugeloktanten steht, so hat der in 
Fig. 51, S. 178 vor der Zylinderfläche gelegene Teil des Kugeloktanten 


u . 
den Rauminhalt Fe. Bohrt man demnach aus der zur rechten Seite 
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der 4,2-Ebene gelegenen Halbkugel das Zylinderinnere aus, so bleibt von 
der Halbkugel ein Stück des Inhaltes m a? übrig. 


Führt man neue Variable u, v, w durch die Gleichungen (5) S. 115 
ein, so transformiert sich das Integral für den Rauminhalt z nach (18) 
S. 119 in die Gestalt: E 


(8) T= À D(x, y, 2) dr’, 


bezogen auf das Abbild B’ des Bereiches B im u, v, w-Raume. D(x, y, 2) 
ist die nach (7) 8.117 zu berechnende Funktionaldeterminante. So gilt 
z. B. für räumliche Polarkoordinaten u = r, v = 0, w = p, wie aus den 
Transformationsformeln (8) S. 156 leicht folgt: 


D(z, y, 2) = r? sin 0. 


Das Integral für den Inhalt r des räumlichen Bereiches B ist bei Gebrauch 
von Polarkoordinaten gegeben durch: 


e G r 
(9) T= Fr sin 0 dr’, 


bezogen auf das Abbild B’ des Bereiches B im r, 0, p-Raume. 

Unter den verschiedenen Darstellungen dieses Raumintegrals als 
cines mehrfachen oder einfachen Integrals stellen wir die sich an (1) 
anschließende Gestalt: 


Ti 9ı (r) fi (r,0) 


(10) = J( J” sin 0ap) ao) ar, 


ro Il) solr: 0) 


voran. Wir nehmen dabei der Anschaulichkeit halber zunächst an, daß 
B eine ovale Gestalt hat und den Pol nicht enthält. Die Deutung dieses 
und der weiteren Integrale würde sich im „r, 0, 9-Raume“ gerade so ge- 
stalten, wie die Deutung der Integrale (1)#f. im z,9,2-Raume. Doch 
können wir die Deutung der Integrale (10) ff. auch gleich im letzteren 
Raume vornehmen, wobei dann die etwa durch F,, Fo, F, zu bezeich- 
nenden Flächen zur Benutzung kommen, längs deren r bzw. 6, œ kon- 
stante Werte haben. Man mache sich vorab klar, daß die F, die Kugel- 
flächen um O, die Fo die Kegelmäntel mit der Spitze in O und mit der g- 
Achse uls Achse und endlich die Fp die Meridianhalbebenen des Raumes sind. 
Durch Ausführung der inneren Integration in (10) folgt: 
ga m (r) 
T= | GIRG 0) — Alr, 01) sin 6 a6) dr. 


e 
o 160) 
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Setzen wir demnach: 
nt) 
(11) efe (r, 6 — fhr, 0) sin 6 d0= o(r), 
Solr) 
so stellt sich der Rauminhalt r als einfaches Integral dar: 
t= | o(r) dr. 
Hier ist nun einfach œ (r) der Flächeninhalt desjenigen Teiles der Kugel- 
oberfläche vom Radius r um O, der in B verläuft. Zufolge der zweiten Note 
S. 180 hat es übrigens keine Schwierigkeit, wenn dieses Flächenstück 
den Punkt 0 = 0 oder 0 = x enthält. Das Differential dt = o(r) dr ist 
nun der Inhalt einer auf dem fraglichen Flächenstücke aufgelagerten Kugel- 
schale der Dicke dr, die so zu gestalten ist, daß sie von jeder Kugelfläche 
eines zwischen r und (r + dr) gelegenen Radius wieder in einem Stücke 
des Inhaltes o(r) geschnitten wird. 
Stellen wir die Integration nach r voran, so können wir: 

BIP, l h (0,Ẹ) } i ca F 

Ge) g= f (sin oje dr)do =7 KAG p)? — (0, 9)°) sin 0 do 
ho (0, p) R 

schreiben. Hier dürfen wir (s. S. 180) sin 6- do’ als Flächendifferential 
auf der Kugel des Radius 1 um O fassen. Die Strahlen von O nach dem 
Rande dieses Differentials bohren aus dem Bereiche B ein an einen ab- 
gestumpften Kegel erinnerndes Raumstück heraus. Das zu do’ gehörende 


Differential: AS 3 00200 O 


bedentet nun den Inhalt cines Kegelstumpfes, dessen beide „Grundflächen“ 
von den Kugeln der Radien r, = h,(0, p) und r, = h, (0, p) geliefert wer- 
den. Übrigens ist wieder leicht einzusehen, daß in der vorstehenden 
Formel auch h, (8, p) mit O identisch sein darf, d.h. daß sich der Be- 
reich B an den Pol heranziehen mag. 

Die letzte Bemerkung ist um so wichtiger, als man die Polarkoor- 
dinaten besonders gern gerade in dem Falle zu Raumausmessungen ge- 
braucht, wenn der Bereich B den Pol rings umgibt. Als Beispiel be- 
rechnen wir vorerst nur den Inhalt einer Kugel vom Radius a um O. 


Hier gilt einfach: F a 2z i 
ye f(e ( f sinal f dg)) dð) dr, 
Ö fa ô 


x s 4 5 
woraus man leicht die bekannte Elementarformel t = = xa’ abliest. 
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Besonders einfach stellen sich die Inhalte von Umdrehungskörpern 
dar. Wählen wir die Achse eines solchen Körpers wieder als æ- Achse, 
und ist y = f(x) die Gleichung der Meridiankurve der Oberfläche des 
Körpers, so möge der zwischen den beiden zu x, und x, gehörenden 
Kreisscheiben gelegene Teil des Körpers (s. Fig. 53 S. 181) ausgemessen 
werden. Wir können hier unmittelbar an die Darstellung von t durch 
das einfache Integral (6) anknüpfen. Dabei bedeutet @(x) den Inhalt der 
an der Stelle x senkrecht zur Achse aus dem Körper ausgeschnittenen 
Kreisscheibe. Da der Radius dieser Kreisscheibe y = f(x) ist, so ist 
o(s) = xf(x)’, und wir finden: Aus einem Umdrelungskörper mit der 
x-Achse als Achse und der Meridiankurve y = f(x) wird durch die beiden 
zur x- Achse senkrechten Ebenen æ = x, und x = t, > 2, ein Raumstück 
des folgenden Inhaltes ausgeschnitten: 

(13) ver Ira) de. 


To 


Für ein Umdrehungsellipsoid finden wir: 


Tı 
abt 


fe — i) de = 


To 


xb 
PE 


f(z) = £ Va — z”, T= Tata — : ar)": 
Setzen wir x = 0, z, = a und multiplizieren mit 2, so kommt als Raum- 
inhalt des ganzen Ellipsoids t = Satz, was für b = a auf den Kugel- 
inhalt zurückführt. 


Ist die Meridiankurve durch ein Gleichungenpaar x = p(t), y = v(f) 
gegeben, so tritt an Stelle von (13) das Integral: 


h 


(14) T= zj PE pt) dt. 
2 


So gilt z. B. im Falle der gemeinen Zykloide: 
ti 


af rannte nr] 
fo 


Für 4 = 0, & = 2x ergibt sich 5x?a’ als Inhalt des ovalen Umdrehungs- 
körpers, der von einem zwischen zwei aufeinander folgenden Spitzen ver- 
laufenden Stücke der Zykloide geliefert wird. 


... Aufgaben: Es sind die Rauminhalte der Umdrehungskörper folgender Me- 
ridiankurven zu bestimmen: 
Frioke, Differential- u. Integralreehnung. II. 13 
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1) Gerade der Gleichung y = j & für die Grenzen x, —0 und s, =h (In- 
halt des geraden Kreiskegels der Höhe k und des Grundkreisradius 7). — 


h 
ie: Ae Tar 
== | (3)? de=a(}) |5" x garh, 
ò 


2) Parabel y? = 2px (Umdrehungsparaboleid). — 


Ti 
è 
r=2px | sdz= pam — n) 
To 
Für 2, =0 mde —=x folgt: 
1 1 
T= prg’ d = TE. 2Ppx—= 2 zy’-x, 


wenn y die zu x gehörige Parabelordinate ist. Man leite aus den Ergebnissen 
der Aufg. 1 und 2 den Satz ab: Konstruiert man über der gleichen Kreisfläche 
einen Kreiskegel, ein Umdrehungsparaboloid und einen Kreiszylinder ein und der- 
selben Höhe, so verhalten sich deren Inhalte wie 2:3:6. 


y? z 
3) Hyperbel i — i = 1 für a<r, <x, (zweischaliges Umdrehungshyper- 


boloid). — Pr 
bE 3 b? r 
r>a | (Bat v) as =a pale — satel 


y? y2 
4) Hyperbel ze. A = — ł (einschaliges Umdrehungshyperboloid). — 


2 2 ` z 
g= a f (Bato) dx= xt let + Batoe- 
To 


5) Die auf ihre Asymptoten als Koordinatenachsen bezogene gleichseitige 
Hyperbel „= at für 0<% <7,- — 


Das Integral konvergiert für lim &, = œ gegen die Grenze m," !. 
6) Sinuslinie y = sin x. — 


fi 


5 1 z È 
r= a fäntada- - a [æ — sin g cos z]*- 
2 Zs 
. 
To 


Der in Aufg. 7, S. 185 beschriebene spindelförmige Umdrehungskörper hat den 
Rauminhalt 5 m? 


rcin.orgfpl 
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7) Kettenlinie y = a &o3 ( £) .— 
Tı 
= «zn | C03? (>) dx= = zu” [e + a Gin 2) -€o SE . 
a 2 a a j] Jra 
8) Astroide x = a cos* t, y = a sint. Den Grenzen x, und æ, die die Un- 
gleichungen 0< x <x, <a befriedigen, entsprechen hier zwei Grenzen t, und 4 
mit den Bedingungen "o b >t 20o. — 


t 4 
7} ra 


tT=— q | a? sinë t. 3a cos? t sin t dt=—3a’a f (0 — cos? $° cos? t sin t dt. 
A % 


Setzt man cost=u, so folgt: 
=) (1 — cos? t)? cos?t sin tdt =|| (G — u u? du. + 


Man beweise, daß der in Aufg. 6, 5. 185 beschriebene Umdrehungskörper den In- 


82 a 
halt 105“ hat. 

9) Der Rauminhalt des in Aufg. 8, 5. 186 betrachteten 
Kreisrings (s. auch Fig. ö4, S. 185) ist auszumessen. — Wir be- 
nutzen zunächst den oberen Halbkreis y = f, (x) als Meridian- 
kurve und erhalten in: 


tr 


ad 


-r 


den Inhalt des Umärehungskörpers, der durch das auf der x- 
Achse aufstehende Ebenenstück OAEBD der Fig. 58 bei der 
Umdrehung um die «-Achse beschrieben wird. Um den von der Fig. 58. 
schraffierten Kreisfläche der Fig. 53 beschriebenen Kreisring 
übrig zu behalten, haben wir den vom Ebenenstück CAF BD beschriebenen Um- 
drekungskörper des Inhaltes: z 

g= a hie da 

-r 


in Abzug zu bringen. Für den gesuchten Rauminhalt r finden wir hiernach unter 
Benutzung der Regel (5) 8. 55: 


spi ET drin 


en u= =( J netda | ode) = zf h — hd. 


Man trage die Ausdrücke für fı (æ) und f, (æ) ein, führe die Integratfon aus und 
N © die Richtigkeit der Angabe r= (r?r). (2er), auf die wir unten zurück- 
kommen, 


10) Man berechne den Rauminhalt eines dreiachsigen Ellipsoids, dessen Ober- 
Bäche durch: j 


ler r S 
m: nth! 
133 
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dargestellt ist. — Für einen Oktanten findet sich bei Benutzung des Ansatzes (T): 


Syaza 


-if fv: Wa) ydy) da 


Das innere Integral, nach je 6, S. 37 berechnet, liefert: 


Syaz 
: 
S Vie- (a! — 2 — yi dym z baa. 


Für den Gesamtinhalt des Ellipsoids findet man S zabe. 
2 


- 11) Man löse die Aufgabe 10 mit Hilfe von Polarkoordinaten. — Die in die 
Gestalt r = h(0, p) gesetzte Gleichung des Ellipsoids ist: 


1 


1 /sin20 cos? p a ~ sin?@ sin?p , cost 0 ; 
4 a? DE c 


Der Ansatz (12) liefert also für den Gesamtinhalt des Ellipsoids: 


2m n 
E r 
= N fresno 40) ag. 
oo } 


Das innere Integral kann durch Einführung der Variablen «— c03# in die fol- 
gende Gestalt gesetzt werden: 


r’ sin 0 dô = — Tr a at a 
f J (VA + Bu) á VAF Bu’ 


wobei A und B Abkürzungen sind für: 


cos? g sin?g 1 


A Tu B=z—A. 
Die Einsetzung der Grenzen 0 = 0 und 0 = x oder also u = 1 und u = — t liefert: 
n 
2p2 
frina ao Z IT aut —— 
AYA+B aê? sin? p + b” cos’p 


9 
Schließlich ist noch in bezug auf ọ zu integrieren, was unter Heranziehung der 
Gleichung (24) S. 10 zu geschehen hat: 


2a 


E do an AA 
= za fa ara G =$ abe[arcte ($ tso) l, = , Tabe. 
ô 


12) Welches ist der Inhalt des in Fig. 55, S. 186 dargestellten und in Auf- 
gabe 9 daselbst beschriebenen Raumteiles, der den beiden Zylindern gemeinsam 
ist? — Der fragliche räumliche Bereich wird durch die Koordinatenebenen in 
acht teils symmetrische, teils kongruente Oktanten zerlegt. Für den Gesamtinhalt 


16 
muß man = a? finden. 


rcin.org.pl 
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Kapitel II. Physikalische Anwendungen der Integralrechnung. 


tł. Massen und Schwerpunkte. Der physikalische Begriff der „Masse“ 
eines materiellen Körpers K kann aus der Tatsache der Wägbarkeit des 
Körpers abgeleitet werden. Nach Erklärung der Masseneinheit (1 Gramm) 
erhält K die positive Zahl u als Masse, falls K mit u Gramm die Wage 
hält. Die Physik hat darzulegen, unter welchen Voraussetzungen dem 
Körper K auf diese Weise eine eindeutig bestimmte Zahl u als seine 
Masse zugewiesen ist, und in welcher Art diese Voraussetzungen in der 
physikalischen Praxis als erfüllt anzusehen sind. Auch hat die Physik 
die weiteren Eigenschaften dieses Begriffs zu entwickeln, z. B. den Satz 
darzulegen, daß bei irgend einer Zerlegung von K iu Teilkörper die 
Summe der Teilmassen gleich der Gesamtmasse ist usw. 

Der Körper erfülle einen räumlichen Bereich, dessen Inhalt r nach 


den Methoden des vorigen Kapitels bestimmbar sei. Den Quotienten = 


der Masse un: des Inhaltes bezeichnet man als die „mitilere Dichte“ des 
Körpers K. Ein einzelner Punkt des Körpers K habe die rechtwinkligen 
Koordinaten z, y, z. Ein diesen Punkt umgebender Teilbereich habe den 
lahalt 4r und der daselbst befindliche Teil des Körpers K die Masse Au. 


Jy 


Dann ist S die mittlere Dichte dieses Teiles. Hieran schließt sich ein 


bekannter Grenzübergang: Es werde der den Punkt (x, y, 2) enthaltende 
Teilbereich 4r kleiner und kleiner gewählt, und zwar in der Art, daß 
das Maximum der Entfernungen der Punkte des Teilbereiches vom Punkte 
(x, y, 2) sich hierbei der Grenze O nähere. Wir nehmen an, daß, wie auch 


dieser Grenzübergang vollzogen werden möge, der Quotient T sich hierbei 

einer bestimmten endlichen, allein von der Stelle (x,y,2) abhängenden Grenze: 
e Ju - 

1 lim 55 = Öle, y, 5 

(1) bui day) 

annähern möge, die wir als die „Dichte“ des Körpers K an der Stelle 

(x, y, z) bezeichnen. 

Die Werte dieser für den Bereich von K erklärten Funktion ò (x, y, 2) 
mögen zwischen den beiden Schranken ò, und ð, > ô, liegen. Wir zer- 
legen alsdann Kin bereits so kleine Teilbereiche der Inhalte 47,, 4r,,..., 
daß für jeden dieser Teilbereiche: 


(2) <<, a IT <Au<oö,: Ar 


gilt; dies ist deshalb möglich, weil zufolge (1) der hier eingeschlossene 
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Ma : : | . 
Quotient T für lim 4r = 0 einer zwischen ô, und ô, gelegenen Grenze 
zustrebt. Da nun die Summe aller Teilmassen 4 u, 4 t, ... die Gesamt- 
masse u ist und 4r = t gilt, so folgt aus (2) sofort: 


E O DLE <d. 


Verstehen wir unter d, und ð, fortan den kleinsten und den größten 
Wert, den ö(z, y, z) in K annimmt, so dürfen wir nur mehr die Folge- 


rung ziehen ò < r <ð, eine Ungleichung, die den Satz liefert: Die 


mittlere Dichte des Körpers K ist ein Wert, der nicht kleiner als das Mi- 
nimum ð, und nicht größer als das Maximum ð, der Dichte ö\x, y, 2) ist. 
Dieser Satz überträgt sich natürlich auch auf jeden Teil des Körpers. 
Wir nehmen nun weiter an, daß d(z,y, z) im Bereiche K stetig sei, 
oder daß doch wenigstens dieser Bereich in eine endliche Anzahl von 
Teilbereichen zerfalle, in denen ö(z, y, 2) stetig ist. Der Rückgang von 
ö(z, y, £) zur Masse u von K ist dann durch Integration zu vollziehen: 
Die Masse u des Körpers K ist durch das auf K bezogene Raumintegral: 


nf 

(3) u= foy e)dr 

gegeben. Zerlegen wir nämlich X in Teilbereiche der Inhalte Ar, 
Ata, ...*), so mögen ihnen die Teilmassen A u,, Aup,- . entsprechen. 


Die mittlere Dichte im Teilbereiche des Inhaltes 4r, liegt ihrem Werte 
nach nicht unter dem Minimum und nieht über dem Maximum der da- 
selbst auftretenden Werte (x,y,z). Zufolge der Stetigkeit von d(z, y, z) 
im Teilbereiche können wir also einen Punkt (x,, y,, 2,) daselbst angeben, 
in dem der Wert d(2,, y,,2,) gleich dem Werte der mittleren Dichte 
dieses Bereiches ist: Er j 

PIR = Ò (Trs Yar 24). 


Nun ist u = > A u, und also: 
u DAAN 2,) Ir,. 
T 


Da hier rechts eine Summe steht, die beim Grenzübergange lim Ir = 0 
das Integral (3) liefert, so ist die Gleichung (3) bewiesen. Übrigens steht 
nichts im Wege, bei der Integration statt rechtwinkliger Koordinaten 


*) Ist d(x, y,z) nur „abteilungsweise“ stetig, so mögen die Trennflüchen der 
„Abteilungen“ bei der Herstellung der Teile 4z,,4r,,... sämtlich mit herange- 
zogen werden, damit wir in den einzelnen Teilbereichen d(x, y,2) als stetig vor- 
aussetzen dürfen. 


- 
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&,y,2 auch andere Koordinaten für die Punkte des Bereiches K zu be- 
nutzen. 

Stellt der Körper eine dünnwandige Schale dar, so kann man der 
Rechnung die Näherungsvorstellung zugrunde legen, ihs als eine mit einer 
Masse u „belegte“ ebene oder krumme Fläche F aufzufassen. In derselben 
Art bedient man sich, falls der Körper eine drahtförmige Gestalt hat, 
der Vorstellung einer geraden oder krummen, mit einer Masse u belegten 
Linie L. Der Begriff der mittleren Dichte sowie der Dichte ô (x, y, 2) an 
einer einzelnen Stelle von F bzw. L ist dann mittelst des Flächeninhaltes 
w von F und der Bogenlänge s von L genau wie oben zu entwickeln. 
Man spricht in diesen Fällen wohl auch von einer „Flächendichte“ und 
„Liniendichte“ der Massenbelegung. Daß wir die Gesamtmasse in beiden 
Fällen wieder in Gestalt von Integralen erhalten, ist wie oben zu be- 
weisen: wir schreiben diese Integrale: 


(EAT bg 


(F)f* í 
(4) p= J ò (x, Y, z) do, = ò (z, Y, 2) ds 


und behalten uns natürlich auch den Gebrauch anderer Koordinaten an 
Stelle der z, y, 2 vor. 

Ist die Dichte ð konstant, so heißen der Körper K, die belegte Fläche 
F oder Linie L „homogen“. In diesem Falle ist natürlich die Gesamt- 
masse einfach durch d-r bzw. ð-œ und -s gegeben, z, o und s in der 
Bedeutung des Rauminhaltes von X, des Flächeninhaltes von F und der 
Bogenlänge von L gebraucht. 

Ist endlich der Körper in jeder Richtung nur sehr wenig ausgedehnt, 
so benutzt man als Näherungsvorstellung die eines mit einer Masse u be- 
legten Punktes (x, y, 2) und gelangt auf diese Weise zu dem in der Me- 
chanık grundlegenden Begriffe des materiellen Punktes der Masse u. 

An die Vorstellung eines Systems endlich vieler materieller Punkte 
(Ei, Yis 21) (Las Yas 22), - - -s (Enr Yu, 2) der Massen u, ua,- .-, u, knüpft 
der Begriff des „Schwerpunktes“ an. Wir nennen u = u, -+ ug Fe +H t, 
die Gesamtmasse des Punktsystems und berechnen uns drei endliche Zahlen 
&,n,& aus den drei @leichungen: 


n 
D a a > en 2 2 
(5) u5 5 A teo ll) == 12278) WS By 
k=i 


=i k= 
die wir als Koordinaten eines Punktes (£, y, 5) im zugrunde liegenden 
Koordinatensysteme deuten. Dieser Punkt wird als „Massenmittelpunkt“ 
oder „Schwerpunkt“ des Systems der n materiellen Punkte beseichnet. Die 
physikalische Bedeutung dieses Punktes ist hier nicht zu entwickeln. 
Dagegen haben wir zu zeigen, daß der Schwerpunkt unabhängig von dem 
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zu seiner Erklärung benutzten Koordinatensysteme ein dem System mate- 
rieller Punkte eigentümlicher, durch dus System eindeutig bestimmter Punkt 
ist. Führen wir nämlich neue rechtwinklige Koordinaten x’, y', 2’ ein, so 
bestehen nach „A. G.“ S. 99 drei lineare Beziehungen: 


£= qT + ay + az +a, 
(6) | y = bT + bay + bz’ + b, 

z= +y +G +e 
zwischen den alten und neuen Koordinaten. Der aus (5) berechnete Punkt 
(E, n, E) hat somit neue Koordinaten &', 7’, 8°, die mit den alten durch die 
Gleichungen: 


(M E = a, + an + ag +a. 


verbunden sind. Berechnen wir andererseits aus den neuen Koordinaten 
unserer n materiellen Punkte und ihren Massen entsprechend der Regel 
(5) den Punkt (&", 7”, €”): 


n n n 
r r TÈ r P r prr S =r 
us = á Tr i Me D myi, uS = 2, lr r 
k=1 kei k=1 
so finden wir durch Kombination dieser Gleichungen mit Benutzung der 
Erklärung u = Zu, von u: 


n 
tt s Dar rr 1 r , 1 
(a5 + on" + azg + a) = > MACEN +04, +42 +4), 
k= 


Zufolge der Gleichungen (6) und (5) bestehen also die Relationen: 


u(a, Se RR T mE + a) = Dun, = wE, 
k=1 


deren Vergleich mit (7) zeigt, daß tatsächlich die Punkte (£’, 7’, £^) und 
(E”, 7", &°) identisch sind. 

Haben wir ein zweites System materieller Punkte (2, ,,,%,410, Zapi) 
222, (Eyzmı Yasmı Zum) Aer Massen p, 1, :--,&u4m und also der (esamt- 
masse u = ty H't + Unym 80 ist dessen Schwerpunkt (¢', 7’, 8°) zu 
berechnen aus: 


nm ntm at 
7 YU 
rer r ’ gr a 
uS = D hf un = Du, u, 7 WR, 
k=en+l k=n+l k=a-i1 
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Die Addition dieser Gleichungen zu den Gleichungen (5) liefert: 


n+m ntm ntm 


u$ + iD ua, un + EDANA uE + wE = D me 
k=1 k=1 Reel! 


Die hier rechts stehenden Summen sind aber zufolge (5) gleich den mit 
(u + u’) multiplizierten Koordinaten &,, 7,4, Éo des Schwerpunktes des 
aus beiden Systemen zusammengesetzten Systems materieller Punkte, so 
daß die Gleichungen gelten: 


5) lat )Emustn'd, (utudnuntun, (ute)bo=ustu'd. 

Man wird diese Formeln leicht auf-die Zusammensetzung von mehr 
als zwei Punktsystemen übertragen und aus ihnen den felgenden Satz 
ablesen: Hat man v Systeme materieller Punkte zu einem größeren Systeme 
zusammengesetzt, so kann man dessen Schwerpunkt (Eo, No, &) auf folgen- 
dem Wege gewinnen: Man ersetzt das einzelne System der Gesamtmasse u 
durch seinen mit dieser Masse u belegten Schwerpunkt (E, n, &); der Schwer- 
punkt des Gesamisystems ist dann identisch mit dem Schwerpunkte des 
Systems der v materiellen Punkte (E, n, €), (&,n',€),... der Massen u, 
u... Es ist einleuchtend, daß wir diesen Satz zur Bestimmung des 
Schwerpunktes eines Punktsystems auch in der Weise anwenden können, 
daß wir das System in Teilsysteme zerlegen, für diese einzeln die Schwer- 
punkte bestimmen usw. 

Die Erklärung des Schwerpunktes für einen materiellen Körper oder 
für eine mit Masse belegte Fläche oder Linie vollziehen wir jetzt durch 
sachgemäße Übertragung der Formeln (5). An Stelle der Summen treten 
Integrale, an Stelle des einzelnen Gliedes, z. B. des Produktes u,z, tritt 
das Produkt des „Massendifferentials“ du und der Koordinate x; du aber 
ist gleich dem Produkte der an der Stelle (x, y, z) vorliegenden Dichte 
und des Raum- bzw. Flächen- oder Liniendifferentials. Der Schwerpunkt 
G, n, £) eines materiellen Körpers K der Masse u berechnet sich somit aus: 


IK)r® 


. K)f (6:97 kd 
(I) ut- J zl, yz) dt, u= J yöla,y,e)dt, u= [25,9,2) dt, 
und enisprechend sind die Erklärungen der Schwerpunkte einer mit Masse 
belegten Fläche F bzw. Linie L: 
Fr? or 
(10) wE= fe ò(x, y, 2) do, >, u$ = j x Ò(z, y, £) ds,- +, 


wo Ò(x, y, z) die „Flächendichte“ bzw. die „Liniendichte“ an der Stelle 
(2, y, 2) ist. 
Zerlegen wir den Körper K in » „Teilkörper“ der Massen u,, uz, 
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2... it, und bestimmen für diese einzeln die Schwerpunkte (&,, 71, &), - 
so folgt durch Addition der Teilintegrale und Benutzung von (9): 


=} 


Ka = 
Yni- us, Dun un Ds = us, 
k=i k=1 
womit wir den Ansatz (5) wiedergewonnen haben. Durch Übertragung 
auf Gebilde F oder L ergibt sich der Satz: Zerlegt man einen materiellen 
Körper K oder eine mit Masse belegte Fläche F oder Linie L in n Teil- 
gebilde, so kann der Schwerpunkt des Gesamtgebildes auf folgende Art ge- 
wonnen werden: Man ersetze das Teilgebilde durch seinen Schwerpunkt, 
den man mit der Masse des Teilgebildes belegt; der Gesamtschwerpunkt ist 
dann einfach der Schwerpunkt des so gewonnenen Systems von n materiellen 
Punkten. 

Für homogene Gebilde, d. i. für Gebilde konstanter Dichte ð, lassen 
sich die Gleichungen (9) und (10), in denen jetzt u = ò - t bzw. ô- œ 
und ô- s eingetragen werden kann, durch ò heben und dadurch in die 
Gestalten setzen: 


wf (Pf? (2) 
(11) t= fadı,.--, wv = Iado,:-, së= f zas. 


e 


Aus einer dieser Gleichungen ergibt sich 
leicht ein nach Guldin benannter Satz. F sel 
ein homogener in der x,y-Ebene „oberhalb“ der 
x-Achse gelegener Bereich mit der Randkurve A 
(e. Fig. 59). Durch zwei zur y-Achse parallele Tan- 
genten der Abszissen æ = a und g =b a werde 
R in zwei Teilkurven zerlegt, eine untere R, durch 
y=f,(x) und eine obere R, durch y = f, (x) dar- 
gestellte. Ist œ der Flächeninhalt von F', so folgt 
] für die Ordinate n des der x,y-Ebene angehören- 
den Schwerpunktes von F aus (L1): 


r)” 
(12) on l] y do. 
. 


Nach (7) S. 140 können wir dieses Flächenintegral in ein auf R bezogenes Linien- 
integral umwandeln, bei dem R in der für den Bereich 7” „positiven“ Umlaufs- 
richtung (s, S. 138) zu durchlaufen ist: 


(£) (R)? 
friom; | åz. 


Das Linienintegral läßt sich in zwei auf R, und R, einzeln bezogene Integrale 
zerlegen und gestattet, wenn wir noch bei A, die Integrationsrichtung umkehren, 


die Schreibweise: 2 
sa TRAF ne 
ydo=— 3 hæ da — Inaraz)- 
e 7 e 


> 


GABINET MATEMATYCZN 


1j Guldinsche Regel 


KO 
= 
o 


Multiplizieren wir mit 2%, so folgt weiter: 


(F) > è 
(13) 2% [van = [uw ne)aa 
a & 

Das rechts stehende Integral hat eine in Aufg. 9, S. 195 dargelegte geometrische 
Bedeutung“); es liefert nämlich den Rauminhalt r desjenigen Umdrehungskörpers, 
der bei Rotation der Fläche F um die x-Achse entsteht. Aus (12) und (13) er- 
gibt sich sonach t = œ. 2an und damit die „Guldinsche Regel“: Der Raumin- 
halt x des bei Drehung der Fläche F um die æ- Achse entstehenden ringförmigen 
Undrehungskörpers ist gleich dem Produkte des Flächeninhaltes o von F und der 
Länge des vom Schwerpunkte der Fläche F bei der Umdrehung beschriebenen Kreises 
£ das Ergebnis der Aufg. 9, S. 195). 

Ein ähnlicher Satz besteht für den Inhalt der Ringfläche, welche bei der 
Pinärehung durch die Randkurve R geliefert wird. Denken wir diese Kurve ho- 
ogen mit Masse belegt, so ist die Ordinate 7 des natürlich wieder in der z,y- 
bene gelegenen Schwerpunktes der Kurve R gegeben durch: 


RL 
Sn = j yds, 


Wasz 


nn s die Gesamtlänge von R ist. Zerlegen wir das Integral wieder in die bei- 
n auf R, und R, bezogenen Teile und beachten, daß längs R, (e. Fig. 59) die 
genlänge bei abnehmenden æ wächst, und daß also hier zu setzen ist: 


ds=— Yııfı'a)'de, 
g folgt bei Umkehrung der [ntegrationsrichtung längs R: 
zy Q 3 
"is ee : Er 
5 fads =| (VIF R HN Yı+n)da 
p~ £ 


Dor Zusatz des Faktors 2x liefert nach (11) S. 186 rechts den Inhalt der Ring- 
oberfläche œw, so daß nun s-2xn=w und damit der Satz gilt: Der Inhalt œ der 
bei der Umdrehung von R beschriebenen Ringflüche ist gleich dem Produkte der 
Boygenlänge s von R und der Länge des vom Schwerpunkte der Linie R bei der 
Umdrehung beschriebenen Kreises (s. Aufg. 8, S. 186). 


Aufgaben: Soweit nichts weiter bemerkt ist, soll es sich im folgenden um 
homogene Gebilde handeln. 

1) Man bestimme den Schwerpunkt eines Eilipsenbogens. — Die Ellipse sei 
auf ihre Hauptachsen als Koordinatenachsen bezogen; der Bogen sei begrenzt 
durch die beiden Punkte der Abszissen x, und æ,. Die Koordinaten &,n des 
Schwerpunktes bestimmen sich bei Benutzung des aus (2) S. 152 hervorgehenden 
Ausdrucks für das Bogendifferential ds durch: 


a, 
Er aa, G 
1 at— eta? b re 
s-— fe) a, de, s} =~ f|Yyat—eatde. 
u A 2 Gia 
To 


Beide Integrale sind elementar: doch vergesse man nicht, daß sich s in Gestalt 
eines elliptischen Integrals darstellt. 


.,.) Die damalige auf einen Kreis R bezogene Betrachtung überträgt man 
leicht auf die Kurse R des Textes. 
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Im Falle e= 0, b= a, d. h. für den Kreis, zeige man die einfachen Regeln: 


s$ = — a (Yı — Yo), sq = ala, —%), 
wenn yp y, die zu &,, x, gehörenden Kreisordinaten sind. Für den „oberhalb“ der 
x-Achse gelegenen Halbkreis leite man hieraus die Schwerpunktsordinate 7 = au 
ab, desgleichen für die aus dem Halbkreise und dem seine Endpunkte A 
den Durchmesser bestehende geschlossene Kurve 7 == u Nach dem eben auf- 
gestellten Satze erzeugt diese Kurve der Länge s=aw=-+ 2a bei der Drehung 
um die x-Achse eine Oberfläche des Inhaltes: 
(an + 2a) -2w 7; = 4a°m. 


Dies ist in der Tat der Inhalt der Kugeloberfläche. 

2) Man bestimme den Schwerpunkt eines oberhalb der &-Achse gelegenen 
Bogens der Parabel y? = 2ps. — Die auftretenden Integrale sind sämtlich ele- 
mentar; man muß zum Ergebnis gelangen: 


32s- = sat + ipep (+324 ©+4pe)| 


3s:n—=2YV2p [(V-+ a e 
-[VvaVe+!o+3pm(va+ 2+3) 


3) Es ist der Schwerpunkt eines Bogens der Kettenlinie zu bestimmen, deren 


Gleichung y = aCos (2) ist. — Gehören zu den Bogenendpunkten (Lo, Yoh (Lir Yı) 


z 
2 
Te 


die Werte y, und y, der Ableitung y'= Gin (>) h 


so muß man zu folgenden Ergebnissen gelangen ({e. 
auch die Aufgaben 2, 8.159 und 7, 8.195): 


yeah — To Yo — h F Yos 

HEY Hy F B — Ta. 
Man leite hieraus die in Fig. 60 angegebene Kon- 
struktion des Schwerpunktes $ ab. P, und P, sind 
die Bogenendpunkte, T der Schnittpunkt ihrer Tan- 
genten, dem die Abszisse & zukommt, und N der 
Schnittpunkt der Normalen, der die Ordinate 2n hat. 
4) Den Schwerpunkt eines Bogens der gemeinen 


Zykloide zu bestimmen. — Unter Benutzung der Va- 
riablen t muß man finden: 


este de) im 
oo (E]n aei e BETEN, 


Für den Schwerpunkt des Stückes zwischen der Spitze 4,—=0 und dem höchsten 
Punkte == findet man das einfache Ergebnis È =n = 4a. 
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5) Für den durch die positive z-Achse und den Radius der Amplitude # be- 
grenzten Kreisausschnitt beim Kreise des Radius « um O sind die Koordinaten 


des Schwerpunktes zu berechnen. — Bei Gebrauch von Polarkoordinaten hat mar: 
+ a 
wy’ Ni 2 sint 
È — do — 5 eydr F č — ` 
CH fr Mes rar)a x & 3l 9 
o0 o0 
E: a 
(F)f? Se — cost 
on— vao— [( [rens-rar)as, nal à 
vr 


Aus der für den Halbkreis eintretenden 
Schwerpunktsordinate „= = leite man 


mittelst der Guldinschen Regel die For- 
mel für den Kugelinhalt ab. 

6) Auf Grund der Guldinschen Regel 
ist der Schwerpunkt eines ebenen Drei- 
ecks zu ermitteln. — Benutzt man die 
Grundlinie (h, +R) des Dreiecks der Höhe 
r (s. Fig.61) als Umdrehungsachse, so be- 
schreibt die Dreiecksfläche des Inhalts 


tar einen Doppelkegel vom Rauminhalte 5 ar? h+), so daß sich die 


Schwerpunktsordinate 7 aus: 


i 1 : 1 
3 (h,-+h,)r 2an = ser! + Ar) zu u, 


ergibt. Man gelangt zu dem gleichen Ergebnis, wenn ein Winkel an der Grundlinie 
des Dreiecks > = ist. Teilen somit die Punkte A,, A4,,B,,B,,C,,C, (s. Fig. 61) 


die Dreiecksseiten je in drei gleiche Teile, so ist der Schnittpunkt S von A,B,, 
B,C,, C,A, der Schwerpunkt. Daß es sich hier um den Schnittpunkt der drei 
Mittellinien handelt, lehrt ein Blick auf Fig. 61. 

7) Man zeige, daß der Schwerpunkt der von der x-Achse, der Parabel der 
Gleichung y?°= 2px und der zu x gehörigen Ordinate y eingegrenzten ebenen 


5 i 3 3 : 
Fläche die Koordinaten £ — an= F! hat, und leite daraus mittelst der Guldin- 


schen Regel den Inhalt des Umdrehungsparaboloids ab (s. Aufg. 1, 8.166 und 
Aufg. 2, S, 194). 

8) Für das durch die z-Achse, die gemeine Zykloide und deren zu x, und a, 
gehörende Ordinaten eingegreuzte Ebenenstück sollen die Schwerpunktskoordinaten 


bestimmt werden. — Rechnet man den Ansatz: 
a y En u er T 
> g > > $ 1 A 
og = | ( J zay} dz = f zy dz, on= | ( fvay)do=, f yas 
2 o : To To 0 En 


auf ¢ als Integrationsvariable um, so gelangt man zu elementar ausführbaren 
Integralen. Man zeige insbesondere für ,„=0 und, = x: 


z x 8 5 
E= (m n 


6a. 
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Für das zwischen der Spitze ¿== 0 und der nächsten Spitze t= 2x verlaufende 
Flächenstück folgt é =ar, ng a, woraus nach dem Guldinschen Satze als 


Rauminhalt des zugehörigen Umdrehungskörpers 5x?a? in Übereinstimmung mit 
der 8. 193 durchgeführten Rechnung folgt. 

9) Ein Kreissektor des Radius « und des Zentriwinkels 9 sei mit einer Masse 
l:elegt, deren Dichte der Entfernung vom Mittelpunkte proportional sei (8 = c-r). 
Man zeige, daß der Schwerpunkt auf der Halbierungslinie des Zentriwinkels im 
Abstande = s sin( = vom Kreismittelpunkte liegt. — Bei Gebrauch von Polar- 


koordinaten hat man für die Masse u des Kreissektors: 
? æ 
> * h! 1 al 
p=e f ( i rdr) d? — ,ca’®, 
O AO y 


während für und ņ die Ansätze gelten: 
F a F a 
uë=c f ( j r’cos# dr) d®,; un=e| ( | sind dr) do, 
Wo o : 0.9 


die leicht zu entwickeln sind. 

10) Man bestimme den Schwerpunkt eines geraden Kreiskegels. — Es werde 
der Nullpunkt zum Scheitelpunkte und die positive z-Achse zur Kegelachse ge- 
wählt, Die Höhe sei kh, die Mantellinien mögen mit der Achse den Winkel œ 
bilden. Bei Gebrauch räumlicher Polarkoordinaten ist alsdann für die Berechnung 
der Raumintegrale bei stehenden 0, p in bezug auf r zwischen den Grenzen 0 
und 2 g ™ integrieren, hernach in bezug auf 0 zwischen den Grenzen 0 und œ, 
sowie endlich in bezug auf g zwischen den Grenzen 0 und 27. Für den auf der 
z-Achse gelegenen Schwerpunkt folgt somit, da z= r cos 0 gilt: 


h 
2n œ coe 


2 
t=ù ( (CI reos6-r*sin@dr)do)dg. 
T And r"sin ð dr JEF 


w v 
Durch Ausführung der Integration nach r ergibt sich: 


0 


2A a 
ln 7 sin 0 dO\ N [acoso 
£ J \ J ce ) am eoa 
0) (i) re 


Durch Fortsetzung der Rechnung und Heranziehung des bekannten Wertes für 
t zeige man =$ h. 


11) Man berechne den Schwerpunkt des Oktanten der Kugel des Radius a 
um O, der dem Bereiche positiver Koordinaten angehört. — Da hier offenbar 
= =q gilt, so genügt es, ë zu berechnen, was man auf Grund des Ansatzes: 


a Var- ar Var r?—y? 


szat f aff ( | àz) ay)az 


“ 
0 0 
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ausführen kann. Nach Aufg. 6, S. 37 stellt man leicht: 
Va— q? 
"e x 
| V= z= ydy = 7 (@- a) 
: o 
fest und wird als Ergebnis £ = ņ = = . a gewinnen. Man bestätige das Ergeb- 


nis, indem man $ mit Hilfe räumlicher Polarkoordinaten berechnet. 

12) Es ist für das durch zwei Punkte t, und &, begrenzte Stück der durch 
(Ti in I, 321 gegebenen zylindrischen Schraubenlinie der Schwerpunkt zu berech- 
nen. — Da nach Aufg. 13, S. 161: 


ds = Y (BIS (2) a, s= e+ () et 


gilt, so wird man unter Benutzung des Ansatzes (11) die geometrisch leicht deut- 
baren Ergebnisse finden: 


ain £, — sin, cos $ — c08 8, S +6) 
Fe s= til. 
Er 2 


E — QA — = m 
5 ET ' N a FR 9 


2. Lineare und quadratische Momente. Die in den Formeln (5) 
S. 199 rechts stehenden Ausdrücke sind besondere Fälle sogenannter 
„linearer Momente“ des Systems der n materiellen Punkte. Ist r, der Ab- 
stand des k*" Punktes von einer festen Ebene oder einer festen Geraden 
oder von einem festen Punkte des Raumes, so nennt man: 


(1) Yur, 
at 


das lineare’ Moment des Punktsystems in bezug auf die Ebene, die Gerade 
oder den Punkt. Man unterscheidet die drei Fälle auch, indem man von 
einem „planaren“, einem „axialen“ oder einem „polaren Momente“ des 
Punktsystems spricht. Handelt es sich um einen materiellen Körper X 
oder eine mit einer Masse belegte Fläche F' oder Linie L, so treten an 
Stelle von (1) die Erklärungen: 

(2) frö-dr, rodo,  frö.ds 


für die linearen Momente. 
Hieran reiht sich die Erklärung der „quadratischen Momente“ durch 


die Summe: n 
€ | 2 
(8) > mr, 

ae o- 

k=1 


an deren Stelle im Falle eines Körpers K, einer Fläche # oder einer 
Linie Z die Integrale treten: 


(4) frd-dr, H8- do, KE) ‘ds. 
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Man bezeichnet diese Momente auch als „Trägheitsmomente“ und unter- 
scheidet sie wieder als „planare“, „axiale“ und „polare“. 

Die axialen Momente kommen vornehmlich bei der Untersuchung 
der Drehungen um eine Achse zur Verwendung, die axialen Trägheits- 
momente ebener Flächen auch in der Elastizitätstheorie. Jedoch gehen 
wir hier weder diesen noch den sonstigen vielfältigen geometrischen und 
physikalischen Entwicklungen nach, die sich an die erklärten Begriffe 
anschließen. Das hier vorliegende Interesse erstreckt sich vielmehr nur 
auf die Durchführung der Integrationen. (2) und (4). Da die linearen 
Momente bereits bei der Lehre vom Schwerpunkt zur Geltung kamen, 
so wenden wir uns sogleich zu den Trägheitsmomenten und zwar zum 
wichtigsten Falle der „axialen Momente“. Die Gebilde seien bei den folgen- 
den Aufgaben durchweg als homogen angenommen, so daß die Faktoren 6 
vor die Integrale gesetzt werden können, 


Aufgaben: 1) Man bestimme das Trägheitsmoment einer Geraden der Länge 
2 und der Masse u in bezug auf eine zu ihr senkrecht verlaufende Achse erstens 
durch einen Endpunkt, zweitens durch den Mittelpuukt der Geraden. Wählen 
wir die Gerade zur x-Achse und den Nullpunkt im End- bzw. Mittelpunkte der- 
selben, so folgt mit Benutzung der Gleichung u = 6-1: 


I 
1 1 
A 5 a de E 
1. a [erde z 2-1 zul, 2. af erde sd. Tre el 
0 


für die Werte der gesuchten Momente. Diese Momente können übrigens auch als 
polare in bezug auf den Endpunkt bzw. Mittelpunkt der Geraden aufgefaßt wer- 
den, ja auch als planare Momente in bezug auf leicht näher angebbare Ebenen. 

2) Trägheitsmoment eines Kreises vom Radius a in bezug auf einen Durch- 
messer. — Wählen wir den Kreismittelpunkt zum Pole eines Polarkoordinaten- 
systems und lagern die Polarachse auf den fraglichen Durchmesser, so ist in das 
dritte Integral (4) einzutragen r=asin®, und übrigens ist ds = a dŷ zu setzen. 
Das gesuchte Moment ist, da 2ax -ô = u die Masse des Kreises ist: 


27 
-fa 1 
a?ö Í sin? p d? = a*d . m= à war. 
v 


3) Trägheitsmoment eines ebenen Rechtecks 
der Seiten « und b, erstens in bezug auf eine 
Mittellinie, zweitens in bezug auf eine im Mittel- 
punkte auf dem Rechtecke senkrecht stehende 
Achse. — Nehmen wir die Mittellinie a zur g- 
Achse, die Mittellinie b zur y-Achse (s. Fig. 62), 
so ist z. B. das Trägheitsmoment des Rechtecke 
in bezug auf die letztere: 


tha +#5 
ee 
e, ef / 2 2 
a 


2 = 
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unter u wie üblich die Masse des Rechtecks verstanden. Für die in der Recht- 
eckmitte senkrecht stehende Achse folgt das Trägheitsmoment;: 


mea 
+34 +75 


> 7 t S en 1 3 E) Br 2 2 
tj. (Je +y’jdy) de= „sad +ab)= 5u(a’+D). 
= A = =b 
2 


2 


4) Man zeige folgenden für ebene Flächen allgemein bestehenden Satz: Sind 
M, und M, die Trägheitsmomente von F in bezug auf zwei in der Ebene von F 
gelegene, sich senkrecht schneidende Achsen, so ist das Trägheitsmoment M, in bezug 
auf die zur Ebene von F im Schnittpunkte jener beiden Achsen senkrecht stehende 
Achse gleich (M, + M,). — Wenn man nämlich die beiden ersten Achsen zur 
æ- und y-Achse, die dritte zur z-Achse eines rechtwinkligen Koordinatensystems 
macht, so hat man einfach: 

r AY W)’ a POP uaa 
M, =` | yò-do, M, = | zò- do, M, = | («+y9)8.de, 

woraus der Satz unmittelbar hervorgeht. Man erläutere den Satz an den Ergeb- 
nissen der Aufg. 3. 

5) Trägheitsmoment einer Kreisscheibe des Radius a in bezug auf die im 
Mittelpunkte zu ihr senkrecht stehende Achse. — Das zweite Integral (4) ergibt 


für das gesuchte Moment: 
2x a 


o| rdo = 0) fi (rar) di = = ua’, 
I g 


unter u = ð- aê°x die Masse der Kreisscheibe verstanden. Man leite hieraus auf 
Grund des Satzes 4) als Trägheitsmoment der Kreisscheibe in bezug auf einen 
Durchmesser 4 pa? ab. 
6) Trägheitsmoment einer elliptischen Scheibe in bezug auf eine Hauptachse. — 
Für die auf der z-Achse gelegene Hauptachse ist r—y in das zweite Integral 
(4) einzutragen. Statt das Integral über die ganze Ellipsenfläche auszudehnen, 
kann man auch das Vierfache des über einen Ellipsenquadranten ausgedehnten 
Integrals benutzen. Das Trägheitsmoment der elliptischen Scheibe in bezug auf 
die Hauptachse 2a ist demnach gegeben durch: 
b 


2r? 
p „Ye x 


a 
46 | (J v'dy) dx -_ ($) f (Va’— z? d z = r pb? 
wo a ~ 

Das Integral berechnet man am einfachsten, indem man es durch die Substitution 
x=acosz auf die Aufg. 13, 5.18 zurückführt. Die Masse u der elliptischen 
Scheibe ist durch u = ð- abx gegeben. Das Trägheitsmoment in bezug auf die 
kleine Achse ist tua’, dasjenige in bezug auf eine im 
Mittelpunkte senkrecht: zur Scheibe stehende Achse dem- 
nach } u (a?-+-b52). 

7) Trägheitsmoment der in Fig. 63 dargestellten 
parabolischen Scheibe in bezug auf die Parabelachse. — 
Das Moment ist: 


x y2» 


DZ pi 
» » 9 » A 
23 f ( fra) de= , ô | Vepa az= l ug”, 
“ . 7 e > 
ô v 0 


wo u= ô-4@y die Masse der Scheibe ist. 


Fricke, Diferential- u. Integralrechnung. II. 
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8) Trägheitsmoment des in Fig. 64 dargestellten Rechteckskörpers der Kanten- 
längen a,b,c in bezug auf eine Mittellinie. — Wählt man, wie Fig. 64 darlegt, die 
Mittellinien zu Koordinatenachsen, so ist das Trägheitsmomentin bezug auf diez-Achse: 


S c La i 
2 2 
tae 
= 30 fabada: 
Tis 
er het 
Fig. #4 12 12 


Das innere Doppelintegral war bereits in Aufg. 3 berechnet. 

9) Trägheitsmoment eines geraden Kreiskegels in bezug auf seine Achse. — 
Unter Benutzung der in Aufg. 10, S. 206 erklärten Bezeichnungen findet man für 
dieses Moment bei Gebrauch räumlicher Polarkoordinaten: 


h 


1 


@ c08 0 n 
> 


n a 
aS 1 K "sin? 
wen A i T hI 
S sin? ĝ 3? sin 0 dr) d0 )dy raj J asg I0) do. 
0 Tome DO 
Die Integration nach 0 ergibt: 

Q 


sinë 0 d0 Baa T 
f o = fier0 atgo—; te @. 
6 


0 


Da h-tgæ=a der Radius der Grundfläche des Kegels ist und die Masse u des- 
selben sich in der Gestalt: 


san 
= h-ö 
u Zu il 


P 3 
darstellt, so ergibt sich für das gesuchte Moment wë 


10) Man beweise folgenden Satz: Ist M das Trägheitsmoment eines Körpers 
K in bezug auf eine Achse A und M, dasjenige von K in bezug auf eine durch 
den Schwerpunkt von K parallel zu A laufende Achse A,, so gilt, falls o der Ab- 
stand beider Achsen und u die Masse von K ist: 


(5) M= M, + uo’, 


d. h. das Moment M in bezug auf A ist gleich dem Momente M, in bezug auf die 
parallele Achse durch den Schwerpunkt, vermehrt um das Trägheitsmoment der im 
Schwerpunkt konzentriert gedachten Masse u von K in bezug auf d. — Man wähle 
den Schwerpunkt zum Nullpunkte und die Achse A, zur z-Achse; die parallele 
Achse A habe die Gleichungen x= «, y =f. Für M gilt dann: ` 


m («+ y—BN8-dr. 
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Entwickelt man den Ausdruck unter dem Integralzeichen, so folgt: 

M=" eyda A za-de—2p "| ya- dertte) de 
Das erste und das letzte Glied liefern M, und we°; die beiden anderen Glieder 


verschwinden, da die Koordinaten £, ņ des Schwerpunktes gleich 0 sind. 
11) Trägheitsmoment einer Kugel des Radius a in bezug auf einen Durch- 


messer. — Bei Gebrauch von Polarkoordinaten findet sich: 
er 
af ( ( tsin? 0 dr) d0) dp, dar = ` nat. 
=. j 7 15 5 
0 0 U 


Das Trägheitsmoment der Kugel in bezug auf eine Tangente ist demnach 3 ya? 
12) Aus einem Ellipsoid der Oberflächengleichung: 


x? y? z? 
E Aan. 


werde durch die beiden zur y,z-Ebene parallelen Ebenen der Gleichungen x = æ, 
und æ = æ, D> X, ein Stück K herausgeschnitten, dessen Trägheitsmoment in bezug 
auf die z-Achse zu bestimmen ist. — Das Integral für das Moment gestattet die 
Darstellung: 


J {a ER WH: dw) dr, 


wo sich das innere Flächenintegral auf eine elliptische Scheibe bezieht, die durch 
eine an der Stelle æ zur x-Achse senkrechte Ebene aus A ausgeschnitten wird. 
Nach Aufg. 6 ist demnach: 


ò ia Ga i EN 
wo b’ und ¢ die Halbachsen der Schnittellipse F, sind: 

, b 2 2 . re 2 

ee, a ET, 


Nach Einsetzung dieser Ausdrücke ist die Integration leicht zu Ende zu führen. 
Man zeige, daß das Trägheitsmoment des Gesamtellipsoides in bezug auf die æ- 
Achse 1 u(b°+ c?) ist. 

13) Trägheitsmoment eines Kreiszylinders des Radius a und der Höhe A in 
bezug auf die Achse des Zylinders. — Man wähle den Schwerpunkt des Zylinders 
zum Nullpunkte und seine Achse zur z-Achse. Bei Gebrauch der S. 181 einge- 
führten Zylinderkoordinaten x, r, $ ist das Raumdifferential: 


dr =rdzdrd? 
und also das gesuchte Moment: 
d, 


Fra 
af (J | Jrrar)as)ae= 0. ar 20h 3 nat, 
o 


1 v 
HE 
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14) Trägheitsmoment desselben Kreiszylinders in bezug auf die 2-Achse. — 
Bei Gebrauch rechtwinkliger Koordinaten kann man dem Momente die Gestalt geben: 


+a 
[io fe@r+y9to)dz, 
a - 
wo F., ein zur z-Achse senkrechter Schnitt ist. Letzterer ist ein Rechteck der 


Seiten A und 2ya°— 2”. Da die z-Achse senkrecht zum Rechteck durch seinen 
Mittelpunkt läuft, so ergibt sich aus Aufg. 3: 


pz 1 
ö = (+ y)do= is Ò- 2hya?— z? (h’-+-4(a?— z’). 


Die Integration nach z (s. die obige Aufg. 6 und die Autg. 6, S. 37) führt zum 


Ausdruck Š u(h?+3a°) für das gesuchte Moment. 


3. Integratoren. Für die in der Praxis vielfach zu bestimmenden 
linearen und quadratischen Momente M, und M, einer homogenen ebenen 
Fläche F in bezug auf eine Achse, die der Ebene von F angehört, hat 
man Apparate ersonnen, die diese Momente mechanisch auszuwerten ge- 
statten. Man bezeichnet solche Apparate als „Momentenplanimeter“ oder 
„Integratoren“, 

Der von Amsler (Schaffhausen) konstruierte Integrator ist in Fig. 65 
abgebildet und in Fig. 66 schematisch erläutert. Der Apparat hat freie 
Beweglichkeit längs der in Fig. 66 punktiert angedeuteten x-Achse, auf 
welche sich die Momente beziehen sollen. Um diese Beweglichkeit zu 
erzielen, legt man parallel zur x-Achse in richtigem Abstande (s. die 
beiden Halter in Fig. 65) eine mit einer Rille versehene Eisenschiene auf 
die Papierebene. In die Rille werden die beiden Räder 7è durch ein (nur 
in Fig. 65 sichtbares) Gewicht eingedrückt, so daß ein Herausspringen 
der Räder beim Arbeiten mit dem Instrumente vermieden wird. Der 
Apparat ruht außerdem auf der Papierebene mit den drei Planimeter- 
rollen Re Ti, Rọ. Letztere sind mit Zählwerken versehen, welehe die 
Umdrehungen Up, U,, Up, je in einer ganzen Umdrehung als Einheit 
gemessen, auf drei Dezimalstellen abzulesen gestatten. 

Die Rolle R, ist am Fahrarme mit einer zu diesem parallelen Achse 
angebracht. Am Ende des Fahrarms findet sich die Hülse H zum Ein- 
stecken des Fahrstiftes. Der auf der x-Achse befindliche Drehpunkt D 
des Fahrarmes ist Mittelpunkt zweier konzentrischer Kreisbogen A, und 
K,, die mit dem Fahrarme in starrer Verbindung sind. Die Radien dieser 
Kreisbogen verhalten sich wie 2 zu 3; wir setzen sie gleich 2r und dr. 
Endlich sind S, und S, zwei Kreisscheiben der Radien r, welche mit A, 
und K, verzahnt sind. Die Achsen von S, und S, werden dureh eine zur 


3] 


0 Bia 


Momentenplanimeter von Amsler 
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NNNSNN 
KUTUTOOADUO OAOD OOOO ACINA 


æ-Achse senkrechte Stange gehalten und nehmen auf diese Weise an der 
Bewegung des Apparates in Richtung der x-Achse teil. Die Rollen R, 
und R, sind in die Scheiben eingebaut. 

Ist ! die Fahrarmlänge vom Drehpunkte D bis zum Fahrstifte, und 
ist y die Ordinate des Fahrstiftes, so setzen wir y = l - sin «, so daß « 
der mit dem richtigen Vorzeichen (dem von y) versehene Winkel des 
Fahrarmes gegen die positive x-Achse ist. Die Rollenachse Rọ, die wir 
nach dem Falirstifte hin richten, bildet dann gegen die x- Achse gleich- 
falls den Winkel œ. Die Rollenachsen R, und R, mögen von den Schei- 
benmittelpunkten fort gerichtet sein. Der Apparat ist so gebaut, daß 
für œ= 0, d.h. wenn der Fahrarm auf der x-Achse liegt, die Winkel œ, 


und «, der Rollenachsen R,, R, gegen die positive -Achse — H bzw. 0 


sind (s. Fig. 66). Die Größe der Scheiben S, und S, sowie der Kreis- 
bogen K, und K, hat dann zur Folge, daß bei beliebigem Winkel « 
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des Fahrarmes die Winkel œ, und «, der Rollenachsen die folgen- 
den sind: 

(1) a=- 5 — 2x, č = — du, 

was man sich auch noch mit Fig. 67 deutlich machen wolle. 

Auf diesem einfachen Umstande beruht nun die Eigenart des Appa- 
rates. Beschreiben wir mit dem Fahrstifte den Rand der Fläche F (s. 
Fig. 67) im Drehungssinne des Uhrzeigers*) einmal vollständig, so messen 
die Rollendrehungen To; - 
U,, U, den Inhalt œ von 
F, das lineare Moment WE 
M, (statische Moment) EEE 
von F in bezug auf die N Í 
x- Achse und in gleich f 
noch anzugebender Art | = 
das quadratische Moment RE j 
M, (Trägheitsmoment) Aral: / 
von F in bezug auf die- et 
selbe Achse. RER 

Den Beweis grün- \ 
den wir auf die Integral- y 
sätze von S. 139ff. Die e 
Abszisse x, des Drehpunktes D ist leicht in den Koordinaten x, y des Fahr- 
stiftes darstellbar; wir finden für x, und das bei gleichzeitiger Anderung 
von x und y eintretende vollständige Differential dæ, von z: 


Pa Fig. ©. 


ydy 

(2) =: - Very, dz, Be ni 

Ist ọ, der Radius der Rolle R,, so gilt zufolge (2) S. 171 für das einem 

Differential dx, entsprechende Differential d U, der Rollendrehung U,: 
29,7: dU; = sin a, - dt. 

Der volle Umlauf um den Rand L von F ergibt somit die Rollen- 


drehungen:**) 


(3) 29,7. U; Sy “sin 0, X, = [sin «(da -+ 


ydy 
[ES p) 


*) d. h. nach den Festsetzungen von S. 138 im negativen Umlaufssinne. 

*) Beim Amslerschen Integrator ist 0, =ọ,. In den Integralen (3) haben 
wir die Integrationsbahn — /, genannt, insofern 'es sich um den „negativen“ Um- 
laufssinn um F handelt. Der Winkel «œ, ist natürlich der vorhin mit œ bezeich- 
nete Winkel. 
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Mit Benutzung von (1) finden wir für die Sinus der Winkel «: 


: ; y 
sın «y = SIN & = 


y> sine = — cos 2w = 2 sine — l= py 1, 


n g a 4 3 
: son. ws = 3 
sin «, = — sin 3 = 4 sinë ¢ — 3 sin æ = p y 2 


Unter Trennung der drei Fälle haben wir also bei Umkehrung der Inte- 
grationsrichtung ws Ergebnisse: 


x 1 W yrd 

Yan D,=- r |[vdz - er 

& = ı (y ayt— la 
re p fey y — Bde m |: Er er 

€ r L i 3 272 1.60 sy 31y" 
29%- U, =— js far — S y)dzr— ñ 1 yi =y’ - dy. 


Die hièr rechts stehenden Linienintegrale wandeln wir nun auf Grund 
der Formeln (6) und (7) 8.139. in Flächenintegrale um, die sich auf den 
Bereich F beziehen. Zunächst verschwinden nach der Formel (6) alle 
drei an zweiter Stelle stehenden Integrale, da in ihnen x nieht auftritt. 
Weiter aber liefert die Formel (7) S. 140: 


A “Fy da = fa, - ey - PMar-4 fudo, 
) (4y — 3Py)dy = 12 “fe do — 32 ® (m. 


Nun aber haben wir für den Inhalt œ und die Momente J/, und JZ, die 
Erkläruugen: 


5 do = w, “fudo -3m, a a 


unter ô die Dichte der Flächenbelegung verstanden. Aus den Umdrehun- 
gen U bestimmen sich somit der Inhalt o und die Momente M, und M, 
nach der einfachen Regel: 


| o= 2!ox- Ty, M, = | Pögx- U, 
(4) > 


M, =; Por- Ua + 5 ög- Ur 
Die Ungleichmäßigkeiten der Papierfläche können den Gang der 


Rollen R,, Ri, Ra ungünstig beeinflussen und dadurch die Genauigkeit 
der Ergebnisse beeinträchtigen. Diese Fehlerquelle wird bei dem in 
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Fig. 68 abgebildeten In- 
tegrator von Hele- 
Shaw, der durch Coradi 
hergestellt wird, vermie- 
den. Das Instrument ist 
auf dem S. 76 f. ausführ- 
lich besprochenen Prin- 
zip des Kugelroilplani- 
meters aufgebaut; die 
Rollen R,, Ri, I, sind 
also nicht auf die Papier- 
ebene aufgelagert, son- 
dern auf Kugelflächen 
welche genau wie beim 
Kugelrollplanimeter 
eine der Verschiebung 
des Apparates in der z- 
Richtung proportionale 
Drehung erfahren. 

Die technische 
Durchführung dieser 
Kugeldrehung ist aber 
gegenüber dem Kugel- 
rollplanimeter stark ab- 
geändert. Das in der Fi- 
gur sichtbare Rahmen- 
gestell ruht auf zwei 
Walzen, auf deren ge- 
meinsamer Achse unter 
den mit J, A und M be- 
zeichneten Apparaten 
drei Ringe aufgelagert 
sind. Aufdiesen Ringen 
ruhen drei gleich große 
matt geschliffene Glas- 
kugeln. Jede Kugel wird 
in der Höhe ihres Mit- 
telpunktes durch drei 
Rollen gehalten, von de- 
nen jeweils die eine un- 
sere Planimeterrolle R, 
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ist. Der Fahrarm muß in seiner Normalstellung (senkrecht zum Rahmen- 
gestell) genau auf die x- Achse aufgesetzt werden*); die gemeinsame 
Zentrale der Kugeln ist also zur y-Achse parallel. Man mache sich 
zunächst klar, daß, wenn der Apparat in Richtung der x-Achse bewegt 
wird, die Walzendrehung von den auflagernden Kugeln aufgenommen 
wird, die demnach selbst eine der Verschiebung des Apparates propor- 
tionale Drehung um ihre gemeinsame Zentrale erfahren. Die Schnitt- 
punkte dieser Zentrale mit der einzelnen Kugelfläche sind also die „Pole“ 
der Kugeldrehung. Auf dem durch die Pole hindurchlaufenden größten 
Kugelkreise, längs dessen die Kugel durch die seitlichen Rollen gehalten 
wird, führen wir eine Winkelmessung eiıf, und zwar bekomme der rechts 
liegende Pol den Winkel 0, und die Winkel mögen nach hinten (s. Fig. 68) 
wachsend gerechnet werden. 

Die drei die einzelne Kugel umfassenden Rollen sind nun in ein 
Gestell eingebaut, das um eine vertikale, in den oberen Rahmen einge- 
lagerte Achse drehbar ist. Diese Drehungen aber werden von der Stel- 
lung des Fahrarmes gegen die x-Achse mittelst dreier’ Zahnräder gere- 
gelt, die in der Figur unter dem oberen Rahmen sichtbar sind. Wenn 
nun der Fahrarm den Winkel œ gegen die x-Achse bildet, so ist der 
Winkel zwischen der Berührungsstelle der mittleren Rolle und dem Pole 
eben auch gleich œ, so daß diese Rolle die Drehung des hier hindureh- 
laufenden „Parallelkreises“ aufnimmt. Wir kommen hier einfach zu der 
Theorie des Kugelrollplanimeters zurück (8.77 ff.) und erkennen, daß die 
Rollendrehung U, den Flächeninhalt œ von F liefert. Die Einrichtung 
ist dann aber weiter die, daß bei einem Winkel « des Fahrarmes gegen 
die x-Achse die Berührungsstelle der rechts, liegenden Rolle R, den 


Winkel (- a 2%) besitzt, diejenige der dritten Rolle R, aber den 


Winkel (3« — x). Nach den Darlegungen von S. 77 ff. gestaltet sich dann 
die weitere Entwicklung Wort für Wort genau so wie beim Amslerschen 
Integrator. 


4. Vektorentheorie. Bei der Betrachtung der Bewegungen von 
Punkten, Ebenen und Räumen in 1, 364ff. haben wir uns der daselbst 
S. 365 erklärten „Vektoren“ bedient. Wir verstanden unter einem Vektor 
eine im Raume nach „Größe“ und „Richtung“ gegebene Strecke; zur Be- 
zeichnung der Vektoren bedienten wir uns der Frakturschrift. Ist v ein 
solcher Vektor, dessen Größe oder „absoluter Betrag“ |v| und dessen 
Richtungswinkel gegen die positiven Achsen eines gewählten Koordi- 


*, Man denke also die positive x-Achse in Fig. 68 nach vorn links weisend. 
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natensystems «, ĝ, y sind, so heißen die durch die Gleichungen (5) in I, 365 
gegebenen Zahlerößen: 


(1) v = V cosg, v, = |0 cos ĝ, v, = | v| cos y, 
d.h. die mit den richtigen Vorzeichen versehenen Projektionen von v 
auf die Achsen, die nach den Achsen genommenen „Komponenten“ des 
Vektors v. Die Größen |v , v., V,, V. haben wir nicht mehr als „Rich- 
tungsgrößen“ oder „Vektoren“ aufzufassen; sie sind vielmehr Zahlen, die 
in der Längeneinheit benannt sind und mit einer in Längeneinheiten ein- 
geteilten „Skala“ gemessen werden können. Sie werden demnach im 
Gegensatz zu den Vektoren als „Skalare“ bezeichnet, eine Benennung, die 
wir auch auf andere Größen, die keine Vektoren sind, übertragen. 

Das Gesetz der „Addition zweier Vektoren“ v und w ist in I, 366 
besprochen und durch Fig. 114 daselbst erläutert. Es kam auf das Ge- 
setz der „Streckenaddition“ und damit auf das „Parallelogrammgesetz“ 
der Mechanik hinaus. Die Operation der Subtraktion zweier Vektoren 
war damit zugleich gegeben. 

Neu zu erklären sind zwei Arten von Produkten zweier Vektoren 
v und w. Es sei der „nicht-konvexe“ Riehtungsunterschied zwischen v 
und w durch (v, w) bezeichnet. Als „inneres“ oder „skalares“ Produkt 
v- w der beiden Vektoren v und w bezeichnet man dann den Skalar: 

(2) v-w=[v|- w|- cos (v, w), 

d. h. das Produkt der absoluten Beträge |v. und |w und des Kosinus vom 
Richtungsunterschiede (v, w). Da die Richtungskosinus von v aus (1) fol- 
gen und für w die Kosinus sich entsprechend in w darstellen, so ergibt 
sich cos (v, w) nach einer bekannten Regel (s. (3) in „A. G.“ S. 95) in 


der Gestalt: EYT 


cos (vd, w) = Ben 


Das skalare Produkt läßt sich demnach aus den Komponenten der Fuk- 
toren nach folgender Regel berechnen: 


(3) v-w=b,W+42.W,+b,W.. 


Hieran reiht sich folgende zweite Produktbildung, die wir zwar weiterhin 
nicht benutzen, aber der Vollständigkeit halber erwähnen: Als „üußeres“ oder vek- 
torielles“ Produkt [v.w] von v und w bezeichnet man einen Vektor, dessen abso- 
luter Betrag: 

(4) 'fo-w] = v|- w -sin (vd, w) 


ist, und der sowohl zu b als zu w in der Art senkrecht verläuft, daß drei von O aus 
laufende mit v, w, [v - w] gleichgerichtete Strahlen in dieser Anordnung ein „Rechts- 
system“ bilden (s. „A. G.“, S. 92). 

Schreiben wir kurz [v-w]= u, so gilt, da der Richtungsunterschied von n 


T 


sowohl gegen v als gegen w gleich sein soll: 
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u- v=,- 0, Hu, D, +1,.0,=0, 
i u: w= y w, u, w,- u: w, = 0. 
Hieraus ergibt sich: 
BL BE o w,):(0,mw, — Va - w): (bw, — 9, w,), 


£ 
so daß wir, unter o einen Proportionalitätsfaktor verstanden, schreiben können: 
cu, =0,W,—0, Wp - CU, = 1, W — Dpi, GN, = 0, W, — 0, W,- 
Zeichnen wir von O aus drei mit u,v, w gleiche und gleichgerichtete Vektoren, so 


liefern deren Endpunkte (tp, 84, 8,), mit O die Ecken eines Tetraeders, dessen 


sechsfacher Inhalt 6 7 nach (4) in „A.G.“, S. 110 und dem daselbst S. 111 auf- 
gestellten Satze: 


Ti = TOA v.w) =- u,(,w, — 0,w,) + u,(o,w, — u) 


ist. Hierfür können wir nach den voraufgehenden Gleichungen schreiben: 


9 


GER = ous 1 Stone) u 
oder, wenn wir einen Faktor ‚u nach (4) ersetzen: 
67—=oul-dv- wji -sin (p, w). 


Da sich nun nach elementar-stereometrischer Betrachtung 6T in der Gestalt 
u bj-{w -sin (v, tw) berechnet, so ist ó =1. Die Komponenten des vektoriellen 
Produktes u = [v - mw] sind: 


(5) n, = 0,0, — 9,0, u, = b, 0, — 0, W, n, = y 0, = 0, W, 


Wir gehen jetzt von der Annahme aus, daß in jedem Punkte (x, y, 2) 
des Raumes oder eines Raumteiles ein bestimmter Vektor angebracht sei. Wir 
nennen dann den Raum bzw. den Raumteil ein „Vektorfeld“ und wollen 
einige wichtige analytische Entwicklungen über solche Vektorfelder hier 
ausführen. Wir können das Vektorfeld in der Art erklären, daß wir im 
Punkte (x, y, 2) des Feldes die Komponenten v,(z, 4,2), 9, (2%, 9,2), v,(&, 9, 2) 
des daselbst angebrachten Vektors in Abhängigkeit von x, y, z angeben. 
Diese drei Funktionen denken wir im Vektorfelde als eindeutig und stetig*), 
auch mögen sie ebensolche partielle Ableitungen erster Ordnung haben. 

Die Bezeichnungen der einzuführenden Begriffe versteht man am 
besten, wenn man das Vektorfeld einer. physikalischen Deutung unter- 
zieht. Wir denken uns das Feld von einer Flüssigkeit erfüllt, die sich ım 
einem stationären, d.h. mit der Zeit nicht veränderlichen Bewegungszu- 
stande befindet. Die Strömung soll so sein, daß das zu irgend einer Zeit 
an der Stelle (z, y, z) befindliche Flüssigkeitsteilchen zu dieser Zeit eine 
durch den zugehörigen Vektor v dargestellte Geschwindigkeit hat. Wie 
wir noch sehen werden, dürfen wir die Flüssigkeit nicht als inkompressibel 
ansehen; vielmehr müssen wir sie als unbeschränkt dehnbar oder zusam- 
mendrückbar uns vorstellen. Will man mit einer inkompressiblen Flüssig- 


oder doch wenigstens „abteilungsweise* stetig. 
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keit arbeiten, so muß man die Möglichkeit zulassen, daß sich die Flüssig- 
keitsmenge im Felde beständig irgendwie vermehrt oder vermindert. Dieser 
Zustand ist dann natürlich auch stationär, d. h. im einzelnen Feldpunkte 
tritt entweder eine im Laufe der Zeit gleichbleibende Vermehrung oder 
Verminderung der Flüssigkeitsmenge ein. Man spricht dann an der 
einzelnen Stelle von einer „Quelle“ bzw. „Senke“ oder auch nur von einer 
„Quelle“, jedoch mit positiver bzw. „negativer“ Ergiebigkeit. Beide Vor- 
stellungen haben die Bezeichnungen beeinflußt, so daß wir uns für keine 
ausschließlich entscheiden; doch wollen wir, wenn nichts weiter gesagt 
ist, die Vorstellung der inkompressiblen Flüssigkeit als zugrunde liegend 
annehmen. 

Wir betrachten jetzt einen ganz im Felde liegenden räumlichen Be- 
reich B mit der Oberfläche O und wollen die Gesamtmenge der Flüssig- 
keit feststellen, welche in der Zeiteinheit über O aus dem Bereiche B aus- 
tritt, Im einzelnen Punkte von O tragen wir auf-der nach „außen“ gerich- 
teten Normalen einen Vektor u des absoluten Betrages nj=1 ab, einen 
sogenannten „Einheitsvektor“. Überdies möge im gleichen Oberflächen- 
punkte der zugehörige Vektor v errichtet sein, der mit n den Winkel 


(b, n) bildet. Man mache sich deutlich, daß für (v, n) < J an der be- 


trachteten Stelle die Flüssigkeit aus B herausströmt, für (v, n) > ” aber 
in B hineinfließt. 5 

Man denke nun um den gemeinsamen Fußpunkt der Vektoren v 
und n ein kleines Oberflächenteilchen dw gezeichnet und beachte, daß 
die in der Zeiteinheit über do austretende Flüssigkeitsmenge einen auf 
do stehenden Zylinder füllen würde, welcher zu v parallele und mit |v 
gleiche Mantellinien hat. Der Zylinderinhalt, der gleich dem Produkte 
der Grundfläche do und der Höhe |v - cos (v, n) ist, gibt ein Maß für die 
Menge der in der Zeiteinheit über do austretenden Flüssigkeit. Da n|=1 
ist, so können wir für diese Menge auch: 


(6) |v]- |n|- eos (v, n): de =v- n- do 
schreiben, unter v-un das skalare Produkt verstanden. Die über die Ge- 
samtoberfläche O in der Zeiteinheit austretende Menge ist demnach: 


(1) fbn- do: 


sie kann positiv, gleich Ô oder negativ sein”). 
Die Menge (7) muß nun während der Zeiteinheit durch die B an- 
gehörenden Quellen ersetzt werden. Den Quotienten dieser Menge und 


*) Der Aufbau des Integrals (7) kann leicht mit Hilfe der früheren Mittel 
(Facettenfläche usw.) streng vollzogen werden. 
) g g 
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des Rauminhaltes t von B nennen wir die „mittlere Ergiebigkeit“ der 
Quellen in B. Eine andere Benennung dieser Größe hängt mit der Vor- 
stellung der elastischen Flüssigkeit zusammen.. Denken wir z. B. die 
Flüssigkeit über O allenthalben austretend, so scheint ein „Divergieren“ 
der Flüssigkeit aus dem Innern von B stattzufinden. Wir bezeichnen 
demnach den mit 77! multiplizierten Wert (7) als die „mittlere Divergenz“ 
des Vektorfeldes in D. 

Hier setzt dann wieder ein bekannter Grenzprozeß ein. Wir ziehen 
den Bereich B mehr und mehr auf einen seiner inneren Punkte (x, y, 2) 
zusammen und können beweisen, daß dabei die mittlere Divergenz einer 
bestimmten, allein von x, y,z abhängenden Grenze zusirebt; diese Grenze 
nennen wir die „Divergenz“ des Vektorfeldes an der Stelle (x, y, 2) und be- 
zeichnen sie durch div v. Stellen wir nämlich das skalare Produkt v -n auf 
Grund von (3) durch die Komponenten von v und n dar, so folgt: 


(8) 5 'v.n.do = f (0,m,+ v,n,+v,n,)do. 


Ist demnach v die nach dem „Innern“ von B gerichtete Flächennormale, 
so gilt unter Heranziehung des Gaußschen Satzes (12) S. 142: 


(0) (0) On, 
v n, do =— f Y,(z, y, 8) cos (vr)do = l zz dr, 


sowie bei entsprechender Behandlung der beiden anderen Glieder in (8): 

(0) @fyod, ©, GB, 
(9) fv-n-do = Jret fy + FF Jdr. 
Hieraus folgt sofort: Die mittlere Divergenz ist der Mittelwert der rechts 
in der Klammer stehenden Funktion der Koordinaten, die Divergeng an 
der Stelle (x, y, 2) aber ist gegeben durch: 

z ðv, ôv, Ev, 

(10) div p = ĝa ôy jz . 

Die Divergenz ist ein der Stelle zugeordneter Skalar. Denken wir 
die Zahlwerte div v in allen Punkten (z,y,z) des Vektorfeldes angetragen, 
so hat man damit ein „Skalarfeld“, welches als das zum Vektorfelde ye- 
hörende „Quellenfeld“ bezeichnet wird. In der Tat ist ja nach den vorauf- 
gehenden Entwicklungen durch div v die „für die Zeiteinheit und Raum- 
einheit geschätzte“ Ergiebigkeit der an der Stelle (z, 4,2) befindlichen 
Quelle gegeben. Ist insbesondere div v konstant gleich 0, so heißt das 
Vektorfeld „quellenfrei“. Übrigens merken wir noch als neue Ausdrucks- 
form des Gaußschen Integralsatzes an: 


(11) 


(0)/* 


J vn- do - "air v-dr. 
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Es sei jetzt weiter irgend eine geschlossene Linie Z im Vektorfelde 
gewählt und in diese eine Fläche F' eingespannt, die gleichfalls ganz im 
Felde liegt. Für L sei eine Umlaufsrichtung ausgewählt, und auf F seien 
die Normalen der gewählten Umlaufsrichtung entsprechend nach Vor- 
schrift von S. 143 aufgetragen. Die der Längeneinheit gleich gewählte 
einzelne Normale fassen wir wieder als einen Einheitsvektor n auf. Andrer- 
seits tragen wir auf der einzelnen Tangente von L in der Umlaufsrichtung 
vom Berührungspunkte aus einen Einheitsvektor t ab. Zugleich denken 
wir im Berührungspunkte den zugehörigen Vektor v angebracht, der gegen 
t den Winkel (v,t) bilde. Die nach t genommene Komponente von v 
werde v; genannt; sie ist gegeben durch: 

(12) u; = |v -cos (v, t) = |vj -|t| -cos w, t) = v-t. 

Ist ds ein an der betrachteten Stelle von L gedachtes Bogendifferen- 
tial dieser Kurve, das die Richtung des Vektors t hat, so können wir, 
wenn wir dieses Differential selbst als einen Vektor auffassen wollen, 
dafür d3 schreiben; es ist dann eben d8 ein mit t gleichgerichteter Vek- 
tor des Betrages d$ = ds. Das skalare Produkt v-d& läßt sich hier- 
nach so entwickeln: 

v- d3 = v t|- cos (v, t) - ds= u - ds. 
Man bilde nun das folgende auf L bezogene Linienintegral: 


(13) Fords =" f v-a8 

und wandle dasselbe auf Grund des Stokesschen Satzes (16) S. 146 in ein 
auf die in L eingespannte Fläche F' bezogenes Flächenintegral um. Zu 
diesem Zwecke beachte man, daß die Komponenten von d3 einfach die 
in der genannten Formel links stehenden dx, dy, dz sind. Entwickelt 
man also das skalare Produkt v -d3 auf Grund der Gleichung (3), so folgt 
bei Einführung der auf F normal errichteten Einheitsvektoren n nach 
dem Stokesschen Satze: 


Sii v- d3 = “e foni dy +v, dz) 
o Au au, "od, ed, ) 
-M-el (a + cz zu Jij do. 


Der rechts unter dem ae stehende Klammerausdruck ist 
das skalare Produkt des Vektors n und eines Vektors der Komponenten: 


Ara o Go, er, on, 
aa) y Zz? 02 x? dr ty’ 
welchen man den „Wirbel“ oder die „Rotation“ (auch den „Curl“) des Vektor- 
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feldes im Punkte (x, y, z) nennt und durch rot y (auch durch curl v) be- 
zeichnet. Der Stokessche Satz nimmt die neue Gestalt an: 


(15) Ofo. dg =" fn- rot v- do. 


Denken wir in jedem Punkte des Feldes den Vektor rot v angetragen, so 
wird das so entstehende Vektorfeld als das „Wirbelfeld“ des gegebenen 
Feldes bezeichnet. Da man aus (10) und (14) sofort auf das Zutreffen 
der Gleichung: 
(16) div rot v = 0 
schließt, so ist das Wirbelfeld eines gegebenen Vektorfeldes stets quellenfrei. 
Bei der Einführung des Vektors rot v durch die Komponenten (14) 
sind zwar die Koordinaten benutzt. Jedoch ist leicht einzusehen, daß 
rot v und damit das Wirbelfeld vom Koordinatensysteme unabhängig dem 
Vektorfelde zugehört. Legt man nämlich um den Punkt (z, y, Z) eine Kugel 
von sehr kleinem Radius r und benutzt die Diametralebenen dieser Kugel 
als Flächen F, so gilt, wie man leicht sieht: 


7 
: 1 (%5) : 
aE n- 
lim (pag “fo d8) =n- rot v, 


wo n der auf F senkrecht errichtete Einheitsvektor ist, dessen Richtung 
sich entsprechend dem bei L gewählten Umlaufssinne bestimmt. In der 
vorstehenden Formel sind nun die linke Seite sowie der Faktor n von 
der Auswahl des Koordinatensystems unabhängig; dasselbe gilt also auch 
von rot b. 

Ein Vektorfeld, in dem rot v konstant gleich O ist, heißt „wirbelfrei“. 
Nach S. 150 folgt aber aus: 


ob, Ob, 3v, OÐ öv, 00, 

dy 022 am Pa x y? 
daß der dreigliedrige Ausdruck: 

vde +v, dy + v, dz 

das vollständige Differential einer Funktion von z, y, 2 ist, die man bis 
auf eine additive Konstante durch das Linienintegral (12) S. 150 erklären 
kann. Indem wir uns die Auswahl der additiven Konstanten vorbehalten, 
bezeichnen wir diese Funktion durch V(x,y,2) und nennen sie das zum 
wirbelfreien Felde gehörende „Potential“.*) Dann gelten jedenfalls die drei 
Gleichungen: 2 à 
am why, vu 


i *) Gewöhnlich spricht man nur dann yon einem Potentiale, wenn das Vektor- 
feld ein „Kraftfeld“ ist; bei einer wirbelfreien Flüssigkeitsströmung gebraucht 
man die genauere Bezeichnung „Qeschwindigkeitspotential“. 
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und es erscheint möglich, das Vektorfeld durch die Angabe des Potentials 
V(x, y, z) zu erklären bzw. zu ersetzen. Umgekehrt ist natürlich jedes durch 
ein Potential V (x, y, z) erklärte Vektorfeld wirbelfrei. Nach den Dar- 
legungen von S. 150f. ist Y(2,y, 2) übrigens nicht notwendig eine ein- 
deutige Funktion; doch werden wir in dem gleich zu besprechenden 
Falle der Gravitationsfelder, die wirbelfrei sind, mit eindeutigen Poten- 
tialen zu tun haben. 

Die wichtigste Anwendung der Vektorentheorie bezieht sich auf die 
Untersuchung der elektromagnetischen Felder. In einem solchen Felde liegt 
eine Vektorenverteilung €, die „elektrische Feldstärke“, vor und zugleich 
eine Verteilung M, die „magnetische Feldstärke“ darstellend. Die gesamte 
Theorie beruht =: zwei überaus einfachen Grundgesetzen oder Grund- 
formeln, den beiden „Maxwellschen Gleichungen“. Bei Änderung von € 
wird ein Feld M erregt, dessen Wirbelfeld rot M sich in einfachster Art 


aus € und der „Änderungsgeschwindigkeit“ = zusammensetzt*); bei 
» 858 S dt 


Änderung von M wird ein Feld Œ erregt, dessen Wirbelfeld rot € bis 


auf einen Faktor mit dem Felde der „Änderungsgeschwindigkeit“ = 


identisch ist. Die wirkliche Aufstellung und Verwendung der Maxwell- 
schen Gleichungen würde indessen zu weit führen. 


5. Schwerkraftfelder und Potentiale. Zwei materielle Punkte der 
Massen u und m und der Entfernung r mögen aufeinander nach dem 
Gesetze der Schwerkraft oder Gravitation wirken. Jeder Punkt übt dann 
auf den anderen eine Anziehungskraft aus, welehe nach dem anziehenden 
Punkte hin gerichtet ist und die Größe: 

vum 
(1) GEF 
hat; hierbei hat @ einen bestimmten numerischen Wert und stellt die 
sogenannte Schwerkraftskonstante oder Gravitationskonstante dar. Da 
diese Konstante @ in den zu entwickelnden Formeln überall nur als 
Faktor auftreten würde, so wollen wir der Bequemlichkeit halber von 
ihr absehen und die Größe der Schwerkraft durch den in (1) mit @ multi- 
plizierten Quotienten darstellen. Wir wollen die Sachlage weiter so auf- 
fassen, daß wir den Punkt der Masse u als fest und anziehend ansehen; 
dem anderen Punkte erteilen wir die Masse m = 1, sehen ihn als An- 
griffspunkt oder, wie man sagt, als „Aufpunkt“ der Anziehungskraft an 
und fassen ihn als im Raume ein auf. Die Koordinaten des an- 


s =) s. R mA über die ABE eines ve A T Zeit 
in I, 366. 
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ziehenden Punktes seien £, 4, é die des Aufpunktes z, y, z. Auf den letz- 
teren wirkt alsdann eine Kraft, die wir durch einen nach dem Punkte 
(E, n, &) hin gerichteten Vektor v des absoluten Be- 
trages: 

(2) ae 
darstellen können. Bei unbeschränkt variablem Punkte 
(x, y, z) entsteht ein über den ganzen Raum ausge- 
dehnies Vektorfeld einfachster Art, das wir als ein 
„Schwerkraftfeld“ oder „Gravitationsfeld“ bezeichnen. Da die Richtungs- 
kosinus von V (s. Fig. 69): 


| Fig. 09. 


E—ır ]— 4 e i 
(3) ° cosie nn cosp =" = £, cos y = 
sind, so sind die Komponenten v, = |V] -cos a, - -- des Vektors v: 
E— r n—% —z 
(4) n H TE a al A a V= a? 


wo r als Funktion von zx, y, z gegeben ist durch: 


(5) aE Ha a E 
Wie man aus (4) erkennt, sind die v,, d,, V, in jedem abgeschlossenen 
räumlichen Bereiche, der den anziehenden Punkt (&, y, &) nicht enthält, ein- 
deutige, stetige und differenzierbare Funktionen der x, y, 2 

Liegen jetzt weiter n anziehende Punkte (&,, 73, E), (ee 
(En Nas En) der Massen u,, us, ---, u, vor, so setzen sich die A 
n Vektoren im einzelnen Punkte (x, y, z) Aa dem Gesetze der Vektoren- 
addition zu einer Summe d zusammen, deren nach den Achsen genom- 
mene Komponenten v,, d,, V, sich auf Grund des durch die Gleichung (6) 
in 1,566 zum Ausdruck kommenden Gesetzes so darstellen: 


n n n 

Ti Nem Y 2 

6) = La Br u Dt 7? e E ro? 
k=1 


k= kæl 


unter r, den Abstand: 


(9 m= +V (=g F (&,— 2y 

des Aufpunktes vom %4 anziehenden materiellen Punkte verstanden. 
Auch hier sind die v,,d,, V, in jedem abgeschlossenen räumlichen Bereiche, 
der keinen der n anz Baar Punkte enthält, eindeutig, stetig und diffe- 
renzierbar. Hier sowie in dem gleich zu Deprenar noch etwas all- 
gemeineren Falle halten wir natürlich an der Bezeichnung „Schwerkraft 
feld“ oder „Gravitationsfeld“ für das vorliegende Vektorfeld fest. 
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An Stelle der Summen (6) treten Integrale, falls ein materieller 
Körper K oder eine mit Masse belegte Fläche F oder Linie L nach dem 
Gesetze der Schwerkraft anziehend wirken. Wir gehen nur auf die beiden 
Fälle eines Körpers X und einer Fläche F ein, da diese für die physi- 
kalischen Anwendungen die wichtigeren sind. Der Aufpunkt liege zu- 
nächst von K bzw. F entfernt. 

Zur Bestimmung der Anziehung eines Körpers K denken wir K in 
n kleine Teilkörper der Massen 4u, Ju,,-- ‚Ju, zerlegt und gehen 
von der Annahme aus, daß das Teilchen der Masse Au, in seiner Wirkung 
auf den Punkt (x, y, Z) ersetzt werden kann durch einen einzelnen mate- 
rıellen Punkt der Masse Au,, der sich an einem richtig gewählten Innen- 
punkte (&,, n,, &,) des Teilchens befindet. Ist r, alsdann die Entfernung 
des Aufpunktes von diesem Punkte (&,, n,, &,), so werden sich die Kom- 
ponenten des Vektors der Anziehungskraft von K auf den Aufpunkt 
(x, y, z) genau wieder in der Gestalt (6) darstellen. Indem wir hieran 
einen bekannten Grenzübergang schließen und das „Differential der Masse“ 
du nach 5.197 als Produkt der Dichte ò(Ẹ, n, £) des Körpers K an der 
Stelle ($, y, £) und des Raumdifferentials dr ausdrücken, gewinnen wir 
für die Komponenten der Anziehungskraft im Punkte (x, y, z) die auf 
K bezogenen Raumintegrale: 


ey» 


a i (EOT hd E (x K 
(8) v= fo zn, v, = fa” “dr, v, = Jot „ dr, 


u r re: r 
wo &,n,$ die „Integrationsvariablen“ sind und r natürlich durch den 
Ausdruck (5) gegeben ist. Die Koordinaten x, y, z des Aufpunktes sind 
im Sinne der Sprechweise von S. 132ff. als „Parameter“ in diesen Inte- 
gralen aufzufassen. 

Eine entsprechende Betrachtung gilt für die Anziehung einer mit 
einer Masse belegten Fläche F. Die Komponenten v,, v, v, stellen sich 
hier durch die auf F bezogenen Flächenintegrale: 


F)’ Pe FR gie» 
(9) ga Ja ET" do, ya fotat ia, ga Jo 3 do 
dar, wo ô = Ò($, 7,8) die „Flächendichte“ an der Stelle (&, 7, 6) von F 
ist. Hier wie in (8) nehmen wir ô($, y, Ẹ) als eine stetige*) Funktion 
auf F bzw. in X an.” Handelt es sich insbesondere um homogene Ge- 
bilde, so ist d konstant und kann vor die Integralzeichen gesetzt werden. 
Es ergibt sich nun zunächst eine sehr einfache Theorie der Schwer- 
kraftfelder für solche Bereiche B, welche mit dem anziehenden Gebilde 
keinen Punkt gemein haben. In einem räumlichen i B, der keinen 


2 dier doch wenigstens „abteilungsweise“ E 
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der anziehenden Punkte enthält, ist das Schwerkraftfeld quellenfrei und 
wirbelfrei und besitzt demnach ein Potential V(x, y, 2). Wir beweisen den 
letzten Teil dieses Satzes einfach durch Angabe des Potentials, welches 
im Falle von n anziehenden Punkten durch: 


E Br 
(10) V (z, Y, 2) a Ti , 
in den beiden anderen betrachteten Fällen durch: 


s OCS dr pe LS d 
(1) Viz, Y, 2) = a ke- , V(x, Y, 2) = i =o 
gegeben ist. Aus (5) folgt nämlich: 


: U) sr _ ee 
(12) pa LE Fi 
und entsprechend für die Ableitungen von r=' nach y und z. Bei den 
Integralen (11) ist die Differentiation nach den Parametern z, y, 2 an den 
unter den Integralzeichen stehenden Funktionen statthaft (vgl. 5. 133 f), 
woraus man in allen Fällen auf das Zutreffen der Gleichungen schließt: 

er eV GLA 

(13) — = V; Jy Tw aa 
Dies sind aber die für das Potential charakteristischen Relationen (17) 
S. 224. Weiter folgt aus (12) durch nochmalige Differentiation: 


et u re ee 
0% Fe rt ee Ae 


und wieder entsprechend für die Ableitungen nach y und s. Daraus er- 
gibt sich sofort: 


a A 3 1 g Ai 
Da? 2y? T E r5 = 0 
Nehmen wir also auch die zweite Differentiation bei den Integralen (11) 
„unter den Integralzeichen“ vor, so folgt: 
Dre or 
(14) x? öy? ze HE Tr 0, 


eine Gleichung, die wir auch in die Gestalt kleiden können: 
ĝo, 3v, 3v, , 
(15) Ja ty Py via 
Die in (14) links stehende Summe der drei zweiten Ableitungen von V 
bezeichnet man durch das Symbol AV: 
‚av, vr 
=) ir y aa 
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Es hat sich demnach ergeben: Das Potential V (x, y, 2) befriedigt in jedem 
von anziehender Masse freien Felde B die nach Laplace benannte Glei- 
chung AV =Q, die in der Schreibweise der Vektorentheorie die Gestalt (15) 
annimmt und das Feld als quellenfrei erkennen läßt. 

Das zu einem wirbelfreien Felde gehörende Potential war S. 224 
nur erst bis auf eine additive Konstante bestimmt. Die in (10) und (11) 
vorliegenden Potentiale sind endgültig bestimmt und zwar in der Art, daß 
V(x, y, 2) verschwindet, wenn der Aufpunkt (x, y, 2) auf irgend einem Wege 
in das Unendliche läuft; dabei nähert sich, falls ọ der Abstand des Punktes 
(x,y, z) vom Nullpunkte ist, für lim ọ = œ das Produkt ọ- V dem Werte 
u der gesamten anziehenden Masse. Zum Beweise nehmen wir an, daß sich 
diese Masse im Innern einer Kugel des endlichen Radius a um O finde. 
Die Entfernung ọ des Aufpunktes von O sei >a. Es kann nun z. B. 
das erste Integral (11) so geschrieben werden: 


(K) (K 
fer- Tidr=t, 
To 


wobei r, ein gewisser mittlerer Wert der im Integrationsbereiche X ein- 
tretenden Werte r ist. Da für diese Werte r die Ungleiehungen: 


e -a<r<ota 
gelten, so wird auch r, diesen Ungleichungen genügen, und es wird 
also eine im Intervalle — 1 < n <+ 1 gelegene Zahl geben, für die 
r= ọ + na zutrifft. Hieraus folgt: 


u 
- 0: J = en Pas 


Faa o o! 
Lone 


woraus sich lim (ọ-V)= u für unendlich a ọ ergibt. Auf die 
anderen Fälle wird man diese Betrachtung leicht übertragen. 

Die Werte des Potentials V sind positiv und haben, wie wir soeben 
sahen, den Wert O zur unteren Grenze. Im Falle einzelner anziehender 
Punkte läßt sich für die Werte V keine obere Schranke angeben, da V 
bei Annäherung des Aufpunktes an einen anziehenden Punkt unendlich 
wird. Ob in einem Falle (11) eine endliche obere Schranke für V existie- 
ren mag, bleibe zunächst unentschieden. Kommen Punkte (x, y, 2) vor, 
in denen V(x, y, z) einer vorgeschriebenen positiven Konstanten C gleich 
wird, so sagt man, duß alle diese Punkte eine durch die Gleichung 
V(x, y, 2) — O = 0 dargestellte „Potentialniveauflüche“ oder kurz „Niveau- 
fläche“ bilden. Indem wir C als „Parameter“ der „Flächenschar“: 

(17) V(x, y, 2)— C = 0 


auffassen, gelangen wir zu der Anschauung, daß das betrachtete Schwerkraft- 


p= 
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feld schlicht von Niveauflächen erfüllt ist, von denen durch jeden Punkt 
eine hindurchläuft. Die Normale der Niveaufläche im Punkte (x, y, z) 
hat nach I, 327 drei der Proportion: 
een AR 
0x dy oz 
genügende Richtungskosinus. Zufolge (13) ist also der Kraftvektor im 
Punkte (x, y, 2) senkrecht zur Niveaufläche gerichtet. Denken wir uns eine 
Kurve dargestellt, welche die Niveauflächen überall senkrecht durchdringt 
(eine sogenannte „orthogonale Trajektorie“ der Niveauflächenschar), so 
wird die Tangente dieser Kurve in jedem Punkte die Richtung des Kraft- 
vektors angeben. Die Schar dieser Kurven, welche das Schwerkraftfeld 
gleichfalls schlicht erfüllen, liefert die sogenannten „Kraftlinien“ des 
Feldes. 4 
Rechnen wir die Bogenlänge s einer einzelnen Kraftlinie in der Rich- 
tung wachsender V und also in der Kraftrichtung wachsend, so folgt, falls 
wir F längs der Kraftlinie als Funktion von s auffassen: 


áV 0Vdz , ƏV dy , ƏV dz 


ds 0x ds ' öy ds E ds’ 


wo die Ableitungen von V durch die Vektorkomponenten ersetzt werden 
können und die Differentialquotienten =, r, = einfach die Richtungs- 
kosinus cos &, cos ß, cos y des Vektors sind (vgl. I, 352): 


dv 
ds — Ve 08 œ +), COS B + 9, cosy. 


Ersetzen wir die v,, d,, V, durch ihre Ausdrücke (1) 3.219, so folgt bei 
Benutzung der Relation eos®« + cos? f + cos’y=1: 

ar _ 
ds 
Der absolute Betrag des Kraftvektors v ist also die nach der Bogenlänge 
s der Kraftlinie genommene Ableitung des Potentials V. 


(18) iv. 


6. Greensche Sätze mit Anwendungen. Für die Aufstellung weiterer 
Eigenschaften des Potentials V(x, y, z), auch für die Berechnung beson- 
derer Potentiale sind einige von Green aufgestellte Formeln grundlegend. 
Wir können die „Greenschen Sätze“ sehr leicht als Folgerungen des Gauß- 
schen Integralsatzes (12) S. 142 darstellen. Es sei ein räumlicher Bereich 
B mit der Oberfläche O gegeben, und in demselben seien p(x, y, 2) und 
p(z, yY, 2) zwei eindeutige und stetige Funktionen, die daselbst ebensolche 
partielle Ableitungen erster und zweiter Ordnung besitzen mögen. Dann 
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besteht folgende, einen ersten Greenschen Sate zum Ausdruck bringende 
Integralrelation: 


fr ER EA un (B) 
G) J Otat Pybs + pp) dt + foavar 


(9) 
nz fi Pp (pz cos (v, £) + Yy cos (v, y) + picos (v, 2)) do. 


Hierbei ist 4% der in (16) S. 228 erklärte Ausdruck, und v ist als Symbol für 
die nach dem „Bereichinneren“ gerichtete Normale von O benutzt (s. 5.141). 
Der Beweis geht aus (12) S. 142 und den beiden entsprechenden für y 
und z aufgebauten Formeln sofort hervor, falls man für p in diese Formeln 


bzw. 9%, 9-%,, 9%; einträgt und: 


ern, 
berücksichtigt. 

Verstehen wir unter » genauer die vom Fußpunkte aus gemessene 
Normalenlänge, so können wir unter Wiederholung der zur Relation 
(18) S. 230 RE, er 
N - vi + "ty TE ph cos (1,2) + W; cos {v, y) + Yscos (v,2) 
schreiben und erkennen N in dem Klammerausdrucke auf der rech- 
ten Seite von (1) den „nach der Normalen v genommenen Differential- 
quotienten von %“. Der Greensche Satz (1) nimmt dann die noch etwas 
einfachere Gestalt an: 


(B) da 
(2) epwi tov towde + Soarir=— fo? do. 


Das erste links stehende Integral ist in und y symmetrisch. Tau- 
schen wir demnach p und y aus und ziehen die entstehende Formel von 
(2) ab, so ergibt sich als ein zweiter Greenscher Satz: 


(B) (0) 
(3) Io v-# Ana = ee 2) do. 


Um die Brauchbarkeit dieser Sätze an einem einfachen Beispiele zu 
erläutern, wollen wir das Potential einer homogenen Kugelschale bestimmen, 
d. h. eines von zwei konzentrischen Kugelflächen der Radien a und A>a 
begrenzten homogenen Körpers. Wir wählen den Mittelpunkt der Kugel- 
schale zum Nullpunkte und führen neben rechtwinkligen auch gleich 
Polarkoordinaten o, 0,9 ein, wobei der Radiusvektor, um Verwechslung en 
mit dem bisherigen r zu vermeiden, eg genannt sei. _ 

Als Bereich B legen wir hier einen von zwei mit der Schale kon- 
zentrischen Kugelflächen O, und O, eingegrenzten Raum zugrunde. Die 


re) 


m: 


iTYCZNY 
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Radien von O, und O, seien g, und 0,> ọ,; beide Radien müssen ent- 
weder > A oder <a sein, damit B keinen Punkt der anziehenden Schale 
enthält. Es sei nun in der zu diesem Bereiche gehörenden Formel (3) 
die Funktion y mit 1 identisch gewählt, während ọ das gesuchte Poten- 
tial V der Kugelschale bedeute. Dann gilt in B bzw. auf O: 

40-0, 49-490, =0, 


so daß die Greensche Formel (3) liefert: 


Nav Sfar ODay 
IH ao- J i de + J HES do = Q. 


Im vorliegenden Falle ist nun V eine Funktion von ọ allein, wie 
aus der Anordnung der anziehenden Masse hervorgeht. Da die Normalen- 
richtung längs O, die des (wachsenden) Radiusvektor e ist, längs 0, aber 
dem Radiusvektor entgegen gerichtet ist, so sind die Ableitungen des 
Potentials nach der Normalen längs O, und O, einfach durch V’(o,) 
bzw. — V’(e,) gegeben. Die letzte Gleichung ergibt demnach: 


v=1, 


(HM 


v’(g,) Şi 


Hieraus geht hervor, daß ọ° V” (ọ) sowohl außerhalb der Kugelschale einen 
konstanten Wert c hat, als auch innerhalb derselben. Schreiben wir aber: 


nr € 
V (o) 0 
so folgt dureh Integration in bezug auf e: 


we) D- = 


» O) 
do — V (o) Jio = 4a (ọ,": Koi 02° V’e)) = 0. 


unter b eine zweite Konstante verstanden. 

Betrachten wir zunächst den Außenraum, so muß b gleich O sein, 
da V im Unendlichen verschwindet. Da ferner lim (0-P)=-— ec die 
Masse u der anziehenden Schale ist, so ist das Potential für den Außen- 
raum durch: 


(8) ve) =! 


gegeben, d. h. die Schale wirkt nach außen genau in derselben Art anziehend, 
als wäre ihre Gesamtmasse im Mittelpunkte konzentriert. Für den Innen- 
raum muß ce = 0 sein, da sonst V im Nullpunkte unendlich würde: Das 
Potential der Kugelschale im Innenraum ist konstant, so daß auf einen 
hier befindlichen Aufpunkt keine anziehende Kraft durch die homogene Kugel- 
schale ausgeübt wird. Den konstanten Wert von V im Innern bestimmt 
man am leichtesten für den Nullpunkt, wo nach Eintragung des Aus- 
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drucks ọ°sin 0 dọ dô dp für das Raumdifferential dr und des Wertes 
ọ für r in das erste Integral (11) S. 228: 
Sy a 
v=ð [( [imo f'odo)d6) dp 
0 0 a - 
sich ergibt. Die Integration ist mühelos auszuführen und liefert: 
(5) Y = 2x ô (A?’— a°). 

Das Potential einzelner anziehender Punkte hatte in jedem dieser 
Punkte einen Unendlichkeitspunkt. Gehört der Aufpunkt (z, y, 2) dem 
anziehenden Körper X oder der anziehenden Fläche F an, so wird eben 
im Punkte (x, y, 2) des Integrationsbereiches der unter dem Integralzeichen 
(11) 8.228 im Nenner stehende Wert r gleich 0. Gleichwohl konver- 
gieren die Integrale. Man kann, was hier jedoch nicht ausgeführt werden 
soll, auf Grund von Methoden, wie sie S. 62 bei einfachen Integralen ange- 
wandt wurden, folgenden Satz zeigen: Eine durch ein Integral (11) S. 228 
gegebene Funktion V (x, y, z) bleibt endlich und sogar stetig, falls der Punkt 
(2, y, 2) in den Bereich des anziehenden Körpers K oder auf die anziehende 
Fläche F tritt; vom Potential eines anziehenden Körpers K bleiben auch 
noch die partiellen Ableitungen erster Ordnung beim Eintritt in K sowie 
innerhalb K durchweg stetig. 

Um daraufhin z. B. für eine homogene Vollkugel des Radius A das 
Potential für einen inneren Punkt des Abstandes ọ vom Mittelpunkte zu 
bestimmen, zerlege man die Kugel in eine innere Vollkugel des Radius o 
und eine Kugelschale, die von zwei Kugelflächen der Radien ọ und A>o 
eingegrenzt ist. Für die innere Vollkugel ist der Aufpunkt ein „äußerer“ 
Punkt, so daß sich das Potential dieser Vollkugel nach (4) zu: 


4 i 4 
K= rel y TÒ- g? 


berechnet. Das Potential V, der Kugelschale ist aber für den „inneren“ 


Aufpunkt nach (S): F, D 2xô(4?— 0°), 

so daß sich durch Addition von V, und V, als Gesamtpotential ergibt: 
2 3 

(6) Vlo) = z BA). 


Führen wir wieder z, y, g ein und nennen F, das Potential der Vollkugel 
für einen äußeren Punkt, V, das für einen inneren Punkt, so gilt zufolge 
And A? 


(4) und (6: _ 
| 1 (2, Y 2) == Bye y t 


(1) = 
| V, (z, y, 2) = ș 70B A— 2?’ — y? — 2’). 
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Aus diesen Formeln bestätigt man leicht, daß weder V noch die Ab- 
leitungen erster Ordnung beim Übergange von dem Äußeren in das In- 
nere der Kugel eine Stetigkeitsunterbrechung erfahren, daß dagegen die 
partiellen Ableitungen zweiter Ordnung beim Eintritt in die Kugel sich un- 
sietig ändern. Speziell berechnet man für den Differentialausdruck 4 V 
im Innern der Kugel: 

(8) AV = — 4nö, 
während außerhalb, wie wir bereits wissen, AV = Q ist. 

Die vorstehende Betrachtung hat allgemeine Bedeutung für das 
Potential irgend eines räumlich ausgedehnten Körpers K. Ist (x, y, 2) ein 
Innenpunkt von K, so denke man sich eine sehr kleine Vollkugel des 
Mittelpunktes (x, y, Z) aus K ausgeschnitten und zerlege entsprechend das 
Gesamtpotential V in das Potential V, dieser Kugel und dasjenige V, des 
Restes K, von K. Ist ô in der Umgebung von (z, y, z) stetig, so können 
wir bei ausreichend klein gewählter Kugel K, das Potential V, unter der 
Annahme konstanter Dichte d(x, y, z) berechnen*). Dann aber gilt zufolge 
(8), da für X, der Punkt (z, y, 2) ein „äußerer“ ist: 

AV = AV, + 4V, = AV, = — 4nölz, y, 2). 
Dehnen wir also im Falle eines anziehenden Körpers K das Schwerkraft- 
feld auf K aus, so gilt der Satz: Das Schwerkraftfeld bleibt auch in dem 
von K besetzten Bereiche wirbelfrei, aber nicht mehr quellenfrei, insofern: 
(9) div v = AV = — 4x ò(x, y, 2) 
gilt. Es ist dies die nach Poisson benannte Verallgemeinerung der 
Laplaceschen Gleichung (14) S. 228. 

Zufolge der Voraussetzung über die Stetigkeit von ô(x, y, 2) in K 
ist AV, wenn auch nicht durchweg, so doch „abteilungsweise‘ stetig. 
Bei der Stetigkeit der ersten Ableitungen kann man alsdann ohne Mühe 
zeigen, daß die Greenschen Formeln (1) und (2) auch in dem durch den 
Bereich K erweiterten Kraftfelde gültig bleiben, falls man für @ das Po- 
tential V einsetzt. Daraus ergibt sich z. B. noch folgender Satz: Ist O 
irgend eine geschlossene Fläche, so kann man den innerhalb O befindlichen 
Teil u, der anziehenden Masse so darstellen: 


ı Ofav 
(10) u, = Ta P A +0. 
Die Gleichung (3) liefert nämlich für y=1, p= V mit Rücksicht auf (9): 
B’ (2 


) (0) 
— | 1Var=4r Jar - “7 do. 


*) Die Schlußweise kann durch Anwendung der bei Stetigkeitsbetrachtungen 
üblichen Überlegungen streng gemacht werden. 
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Aufgaben: 1) Man bestätige die Angaben (4) und (5) über das Potential 
der Kugelschale durch direkte Berechnung des Integrals (11) S. 228. — Für einen 
Punkt der positiven z-Achse gibt der Ansatz (11) 5.228 bei Gebrauch von Polar- 


koordinaten 0,0, p: 
A Ir 


x 
warf; 0° sin 8 d0 )dp)ae- 
7 Ve — nn) 


[2 


Für das innere bei konstanten ọ und @ zu berechnende Integral gilt: 


d(— 2e2 cos 0) er aa u I 
= a == =! + Ve?— 202 cos0 +z? |. 
Vo — 2020080 -+z Jo 


Für 0 =x hat die Wurzel den Wert (ẹ + z) Da sie positiv zu nehmen ist, so 
hat man bei 0 = 0 zu unterscheiden, ob z< a oder z>A ist; im ersten Falle 
hat die Wurzel für 0 =0 den Wert (ọ— z), im zweiten (2— ẹ¢). Unterscheiden 
wir wieder V; und V, für einen inneren bzw. äußeren Aufpunkt, so gilt: 

2x 


A 
» "20: 
V, =a fi RI de, K=Ü zn de, 
® % 


@ 


woraus man die en (5) und (4) wieder gewinnt. 

2) Man berechne das Potential einer homogenen Kreisscheibe vom Radius A 
für die Punkte der in der Mitte der Scheibe senkrecht errichteten Achse. — Wir 
wählen die’ Achse zur 2-Achse und die Scheibenmitte zum Nullpunkte. Dann sind 
die von den räumlichen Polarkoordinaten gelieferten o, g die ebenen Polarkoordi- 
naten des einzelnen Scheibenpunktes in der x,y-Ebene. Im zweiten Integrale (11) 
8.228 hat man einzusetzen: 

r—=Yoe’+ 2°, da=odedpg- 
Für das gesuchte Potential gilt: 
A ai n 
' ede Zr z? 
V=ð fi rn) N [+Ve’+ "ap. 


Da die ei positiv zu nehmen ist, so folgt: 

a A ab. D 3 

[ret eh = +V F Am 2 = VF A e.g (e), 
unter sgn (2) das Vorzeichen von z verstanden. Für V ergibt sich: 
V=2z6ö (+V + A*— z- sgn )) : 
woraus man weiter sofort folgert: 
oV z 
(11 v, = r =r - =). 
) oz EN A? 
Hieraus geht hervor, daß die erste Ableitung von F nach z beim Durchgange 


durch die Scheibe eine unstetige Änderung erführt. Bedienen wir uns für die bei 
Annäherung an den Nullpunkt eintretenden Grenzwerte der Bezeichnungen: 


3 oV PRA 5 PES ðv 
dee 02 — 3 ia py 02 = ($). Da 
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je nachdem die Annäherung von der positiven oder der negativen Seite vollzogen 
wird, so ergibt sich aus (11): 


(3) 72 Ge 


Den Sprung, den die fragliche Ableitung beim Durchgange durch die Scheibe er- 
fährt, stellen wir somit fest zu: 


a2) 6 -67 =- to. 


WOB 


Kapitel III. Fouriersche Reihen und harmonische Analyse. 


1. Ansatz der Fourierschen Reihen. Die Funktionen cos g und sing 
haben die Periode 2 x, d. h. sie bleiben unverändert, wenn man das Argu- 
ment z um 2x oder ein Vielfaches von 2x ändert. Bildet man mit 
irgend einer positiven ganzen Zahl & die Funktionen cos ky und sin kr, 
Ir 
k 
trigonometrischen Funktionen der Vielfachen von x setze man jetzt mit 
(2»+1) Konstanten a;,, bz das Aggregat zusammen: 


so haben diese die Periode und also auch die Periode 27. Aus diesen 


(1) - a+ > (a, cos kæ + b, sin kg), 
k=1 

unter » irgend eine endliche positive ganze Zahl verstanden. Auch dieses 
Aggregat stellt offenbar eine Funktion von æ mit der Periode 2 dar. 

Man nehme nun in (1) die Zahl » gleich oo und erhält dadurch zu- 
nächst in rein formalem Ansatze eine unendliche „trigonometrische Reihe“. 
Wir werfen die Frage auf, ob es möglich ist, eine beliebig vorgegebene 
Funktion f(x) der Periode 2x in eine konvergente Irigonometrische Reihe eu 
entwickeln, und welche Werte die dabei zu benutzenden Koeffizienten a,, by 
haben ‘müßten. Dabei mögen betreffs f(x) zunächst folgende Voraus- 
setzungen gelten: Die Funktion f(x) sei im Intervalle — n Lg S + x 
eindeutig, endlich und abteilungsweise stetig. Die letzte Bedingung besagt, 
daß die Funktion f(x) in einer endlichen Anzahl von Stellen des Inter- 
valles Stetigkeitsunterbrechungen erfahren darf. Ist x eine solche Stelle, 
so hat die Funktion daselbst zwei verschiedene Grenzwerte, je nachdem 
man sich der Stelle x von rechts oder von links her annähert; man be- 
zeichnet diese Grenzwerte symbolisch durch f(«+0) und f(x—0). Wel- 
ches der Wert f(x) der Funktion an der einzelnen Unstetigkeitsstelle 
selbst ist, möge einstweilen vorbehalten bleiben. In dem Intervalle 
2 <x<3r, sowie in allen weiter sich nach rechts und links anschließen- 
den Intervallen der Länge 2” wiederholen sich zufolge der vorausge- 
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setzten Periodizität der Funktion dieselben Funktionswerte wie im ersten 
Intervalle — a <z <+ x. 

Wir nehmen nun unter Vorbehalt der Konvergenzuntersuchung und 
der näheren Untersuchung der Unstetigkeitsstellen die Möglichkeit der 
Entwicklung von f(x) in die konvergente Reihe: 

(2) f@)— 50 + I (a, cos ke +b, sin ka) 

k=1 
an. Zur Bestimmung der Koeffizienten a multiplizieren wir die Glei- 
chung (2) mit cos mg dæ, unter m eine nicht-negative ganze Zahl ver- 
standen, und integrieren die entstehende Gleichung zwischen den Gren- 
zen — x und + x. Dabei nehmen wir als statthaft an, die rechts stehende 
unendliche Reihe gliedweise zu integrieren: 
p y 

(3) Sr cos mag dg = F a, f cos madz 
-n 


— 7 
w% , 2a +z ` 
N ; 7 
+ > (a, Í coskx cosmgde + b, fsin kz cos madas). 
ZET In / 


Bei den vorausgesetzten Eigenschaften der Funktion f(x) existiert das 
hier links stehende Integral für jedes m (vgl. S. 60). 
Es gilt nun erstlich für m = 0: 


+a 
E 


+n 
(4) feostzaz=[Ż sin ka| =0, . sinke de=|— 5 coske] =0, 


so daß die Gleichung (3) die Gestalt annimmt: 


+7 Ip 
(5) Ira) de = L a | dr = na. 


Ist m >0, so verschwindet zufolge (4) das in (3) mit a, multiplizierte 
Integral. Für die mit a, und b, multiplizierten Integrale folgt, wenn 
k m ist, aus den Formeln (11) und (9) S. 18: 


+z 


l _ |sin(@— ma | sin (k+ nje] en 
fosta cos mx d2=| (km) + SR) we. 
nr 

vn 

ze 1 > cos (k —m)æ _ come |t" 
Í sin kz cos mx dx = | wa o 


=n 
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da k und m positive, voneinander verschiedene ganze Zahlen sind und also 
(k+m) von 0 verschiedene ganze Zahlen bedeuten. Ist aber k= m, so gilt: 


+a 


+7 
| co? mg dg = 3 fl cos 2ma) de=x, 


=z 


r a 
[sin mg cos ma dt = TE 2my de= 0, 
Zr en 
so daß sich für m > 0 die Gleichung (3) in die Gestalt kleidet: 
kg 
(6) al f(x) cos mg da = za, 
rn 


Zur Bestimmung der Koeffizienten b, reihen wir an die Gleichung 
(3) die folgende an: 


"je 27 
J sin mg dx =4 af sin me ds 
i er 
7 22 +a \ 
+2 (a, feos kæ sinmx dx + by Be kx sin mg de) 5 


unter m eine positive ganze Zahl verstanden. Indem wir auch die Glei- 
chung (10) 8.18 heranziehen, ergibt sich wie soeben, daß nur das mit b, 
multiplizierte Integral einen von O verschiedenen Wert hat, und zwar ist: 


+7 Pe 
fein: ma da = F) (1— cos 2mg) dz = x, 
Ln Zy 
so daß die letzte Gleichung die Gestalt gewinnt: 
36213 
(7) J f(x) sin mg de = ab, 


~e 

Die Integrationsvariable in (5), (6) und (7) werde zur Unterscheidung 
vom Argumente x der Funktion f(x) durch ¿ bezeichnet. Statt des In- 
dex m schreiben wir wieder k. Es gilt dann der Satz: Für die vorgelegte 
Funktion f(x) der Periode 2x berechnen sich die Koeffizienten der ange- 
setzten trigonometrischen Reihe (2) unter der Voraussetzung, daß diese Reihe 
konvergiert und gliedweise integrierbar ist, als bestimmte Integrale in der 
Gestalt: Mn er 
(8) a J FË) coskt dt, = ff) sinkt dt. 

-xn 


-t 
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Die mit diesen Koeffizienten ausgestattete Reihe bezeichnen wir als eine 
„Fouriersche Reihe“. 


2. Konvergenz der Fourierschen Reihen. Zur Beantwortung der Frage der 
Konvergenz der Fourierschen Reihen kehren wir die eben gegebene Entwicklung 
um. Wir berechnen unter Festhaltung der Voraussetzungen über die Eigenschaften 
der Funktion f(x) die für jedes & existierenden Integrale (8), bilden mit den sich 
ergebenden Werten a,, b, die endliche Summe: 


(1) p= 2 IA +5 (a, cos kæ + b, sin kx) 
k=i 
und untersuchen, ob eine Grenze lim $,, existiert, und welchen Wert diese Grenze hat. 
Eine erste Konvergenzbed ingung ist nach (7) in I, 207: 
ar a, cos kæ + b, sin kel = 0, 


und da diese Bedingung für jedes æ des Intervalles — x << + gelten muß, so 
ist zu fordern: 


(2) lim a, = 0, lim b, = 0. 
k=% k=x 
Zur Prüfung dieser Bedingung knüpfen wir an die für jedes » gültige Ungleichung an: 
+n +a n 
D ' ha BR: 
(3) f tÉ- Bader — Í (ræ — 5% > (6, cos ke -+ b, sintg)) dæz o0, 
* . = —— 
=n =a k=1 


deren Richtigkeit aus dem Umstande hervorgeht, daß die unter dem Integralzeichen 
stehende Funktion für kein x einen negativen Wert hat, Entwickeln wir das 
Quadrat des unter dem zweiten Integrale stehenden Trinoms, so folgt: 


+a n 


> 1 x 
ft i tÀ D (a cos re + b, sin ta) — afa) 
J | DS (2 T j o) KUT 


-n 
I n 


= > (a fix) cos kæ + b, fæ sin ka) +a > (a,coska+b,einke)| 1x>0. 
— 


k=1 k=1 


Die Integrale der einzelnen rechts stehenden Glieder lassen sich wesentlich ver- 
einfachen. Wir finden zunächst, da das Integral der letzten Summe wegen 14) 
S. 237 verschwindet: 


+n i +a n x +a 
OKE + 5, air -- Í ( 3 a, cos kæ + b, sin ka) da— Gy / Mrde 
ag Sr kært pa 


n +r +2 
—2 > (aj f(x) cos kæ detb, fræ sin kædæ)>0, 
LLA 


PL nt en 
sowie hieraus weiter mit Benutzung der Formeln (5), (6) und (7), S. 28711.: 
+7, l ar N z n 
> a 5 x af 
w) frade— ynat | ( D coste, sinka)) da — 2a aoho. 
-x 


=a k=l k=1 
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Das Quadrat der unter dem zweiten Integral stehenden Summe ist so zu entwickeln: 


(6) 2 { (a, cos kæ + b, sin kæ)’ } 


+2 > ((a,coskx -+ b, sin kæ) (a, cos me + bn sin ma) }, 
kyin » 


wo in der ersten Summe & die Werte 1,2,...,n durchläuft und die zweite Summe 
sich auf alle Kombinationen zweier verschiedener ganzer Zahlen k, m der Reihe 
1,2,...,n bezieht. Demnach verschwindet zufolge der Rechnungen in § 1 das In- 
tegral der zweiten Summe (5), während das Integral der ersten Summe ergibt: 


n +a +n +a n 
| $ i 2- a. 2 E 
D [a fostedz+ b} | sin*ke da + arb, f sin ak de) 2 > (ai +b), 
— -a =1 


k=1 _ n 


wie man wieder mit Hilfe der Rechnungen in § 1 feststellt. Hiernach gewinnt 
die Ungleichung (4) die einfache Gestalt: 


n +n 
1 „ r è 1 5 
zit > (+ 5)<S s fierde. 
k=1 -x 


Da rechts ein fester endlicher Zahlwert steht und diese Ungleichung für jede ganze 
Zahl n gilt, so entsteht aus der linken Seite für n =œ notwendig eine konver- 
gente Reihe, und also sind die Bedingungen (2) tatsächlich erfüllt. 

Wir haben damit einen Satz gewonnen, der eine wesentliche Grundlage unserer 
Konvergenzbetrachtung ist: Ist f(x) im Intervalle - a<x<-t m eindeutig, end- 
lich und abteilungsweise stetig, so nähern sich die Integrale: 


a Az 
(6) fio coskedz, / f(x) sin kæ dx 
Ln -a 


für lim k = æ der Grenze 0. 

Ist durch — a<a<x<b<-+x irgend ein Teilintervall festgelegt, so wollen 
wir unter f(x) in diesem Teilintervalle die bisherige Funktion verstehen, im Reste 
des Gesamtintervalles aber setzen wir f(x) mit 0 identisch. Auch die so abge- 
änderte Funktion erfüllt die Bedingungen des Satzes (6); die zugehörigen Inte- 
grale (6) aber können in die Gestalt: 


b ò 
(1) bj fix) coskedz, J Tæ) sin kx dæ 


gesetzt werden. Es gilt demnach auch folgender noch allgemeinere Satz: Ist f(x) 
im Intervalle -— a<a<xz<b<+m eindeutig, endlich und abteilungsweise stetig, 
so nähern sich die Integrale (T) für lim k = œ dem Grenzwerte 0. 

Als einen weiteren Satz notieren wir: Gehört a dem Intervalle 0< a< r 
an, so besteht die Gleichung: 


a 


? sin næ . x 
(8) lim f mdg a 
n=., x 2 
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Schreiben wir nämlich ng = x’, so folgt: 
a „na 
- Lu , 
sin ng sino , 
-dæ = a dx 
BE a 
e 
0 0 


Für limn=» gelangen wir zur Formel (12) S. 132, welche die Richtigkeit der 
Regel (8) erkennen läßt. 
Das eben betrachtete Integral verallgemeinern wir jetzt zu: 


sinna ! 
a 


Ir 


y 


6) rae 
y 


und fragen, ob auch hier für lim n — æ eine Grenze vorliegt. Zu diesem Zwecke 
verstehen wir unter ð eine positive, dem Werte 0 beliebig nahe gewählte Zahl, 
die jedenfalls so klein sei, daß f(x) im Intervalle 0< x <ô stetig ist. Wir machen 
weiter die wesentliche Voraussetzung, daß f(x) im Intervalle O<x<d monoton ist 
und also daselbst bei wachsendem x entweder nirgends zunimmt oder nirgends abnimmt. 
Unter Spaltung des Integrationsintervalles entwickeln wir die Gleichung (9) so: 


d d 
+ 


(10) nz f(0) = f (fi) — fo) NE OET f nd 
> x£ a 


0 


0 
d a 
-e e -f sin nag da) + fræ diay, 
0 o 


x 


Es sei nun erstlich f(x) im Intervalle 0o<x<d eine mit wachsendem æ nicht 
zunehmende Funktion, so daß daselbst (f(x) —f(ö)) eine der Bedingung: 


(11) £0) — f) > fi) — fo) > 0 
genügende, mit wachsendem æ nicht zunehmende Funktion ist. Setzen wir dann 
im ersten Integrale (10) wieder ng = x’, so folgt: , 


, 


d nd 
a2) few — rO) Staa f((2)- DE P 
v 0) 


n 


Bei diesem Integrale führen wir dieselbe Zerlegung des Intervalles aus, die wir 
8. 66 auf das den Integralsinus erklärende Integral ausübten (s. auch S. 131), 
d. h. wir zerlegen das Intervall durch die Punkte x = x, 2m, ..., soweit sie dem- 
selben angehören, in Teilintervalle. Das Integral zerlegt sich entsprechend wieder 
wie in (10) 8.66 in ein endlichgliedriges Aggregat mit alternierenden Vorzeichen. 


Die Absolutwerte der Glieder nehmen, da (rž) -ro) bei wachsendem a’ 
t 


nicht zunimmt, wie damals monoton ab, und man erkennt aus der Eigenart sol- 
cher alternierender Reihen unter Bevorzugung des Anfangsgliedes, daß das Inte- 
gral (12) der Ungleichung: 


e 0< N r( A — fð ) = dæ < fü ( =) _ fi6) ) Sin Fr. 
ON ; Fy I 


Fricke, Differential- u. Integralrechnung. LI. 16 
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genügt*). Auf das letzte Integral können wir den zweiten Mittelwertsatz (S. 58) 
anwenden und finden mit Benutzung von (11): 


s a 
f an ra) a0 =3,(f0 — fO) y de, 
t s u b 
® 0 


unter $/ eine Zahl des Intervalles 0<#,<1 verstanden. Das hier verbleibende 
Integral hat nach S. 132 den endlichen positiven Wert Si (x). Durch Rückgang 
auf (13) und (12) findet sich somit: 

sin ng 


Ivo — f0) FTE de= 8p: (f0 — f0): Sm), 
Ye: 


wo auch $. dem Intervalle 0<$,<1 angehört. Der Wert Si (x) liegt zwischen 
1,8 und 1,9, ist also <2. Das erste Glied in (10)rechts genügt also der Ungleichung: 


d 
(14) 0< Í (fæ) — f0) TERE de< a(f0 — f0). 
© 


Das zweite Glied auf der rechten Seite von (10) nähgrt sich zufolge (8) für 
lim n = œ der Grenze = (f10) — fi) <2(fi0) — fi6)), während sich die beiden 


letzten Glieder der Grenze 0 nähern. Es gibt demnach eine von der Auswahl des ð 
abhängende ganze Zahl m derart, daß für alle n> m jedes der drei letzten Glieder 
in (10), absolut genommen, < 2(fi— f(ö))ist. Dann aber gilt für alle Indizes n>m: 


Jun Z f0) | <8f0) — FO). 


Da nun f(s) in der rechtsseitigen Umgebung des Nullpunkies stetig sein sollte, 
so gibt es nach Auswahl einer beliebig kleinen Zahl ð > 0 stets ein zugehöriges ô, 
für welches 8(f(0) — f(®)) <ð ist, und also auch eine zugehörige Zahl m derart, 
daß für alle n>m die Ungleichung gilt: 


510) E. 


Wir sind so zu dem Ergebnis gelangt: 


(15) lim I fix) ar ze f(0). 
if 


Die Voraussetzung, daß f(x) bei einem von 0 wachsenden æ zunächst nicht 
zunehme, kann ersetzt werden durch die Forderung, daß sich f(x) daselbst mono- 
ton ändere, Falls nämlich f(x) zunächst nicht abnimmt, brauchen wir die Glei- 
chung (15) nur für — f(x) anzusetzen und erkennen nach Zeichenwechsel ihre un- 
veränderte Gültigkeit. Befriedigt die Funktion fix) außer den bisherigen Voraus- 
setzungen die Forderung, in einem wenn auch kleinen, so doch endlich ausgedehnten 


*) Ist n< x, so ist natürlich noch nicht von einer Zerlegung des Intervalle 
die Rede; die Richtigkeit der Ungleichung (13) ist dann aber unmittelbar ein- 
leuchtend. 


vww.rein.org.pl 
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Intervalle, das sich rechts an den Nullpunkt anschließt, monoton zu sein, so besteht 
für jede dem Intervalle 0< a< x angehörende obere Grenze a beim Grenzübergange 
lmn=» die Gleichung (15). 

Man gebe der Gleichung (15) die Gestalt: 


sing sinnxz 


x 
a) 


a 
ao) lim J fæ) 
4 0 
und schreibe zur Abkürzung: 


f(®) 


Ist g(x) eine dicht beim Nullpunkte mit wachsendem z zunächst nicht abnehmende 
Funktion, so gilt dasselbe von f(x). Im übrigen kommen der Funktion p(&) im 
Integrationsintervalle betreffs der Hindeutigkeit und Stetigkeit dieselben Eigen- 
schaften zu wie f(&), und umgekehrt folgen dieselben für f(x), wenn sie für p(x) 
gelten. Da f(0)= g (0) ist, so können wir die Gleichung (16) auch so schreiben: 


go), = nz 


a 
$ f a sinne „„_ T olo 
pei re aa Frl. 
0 

Daß diese Gleichung auch dann gültig bleibt, wenn p(x) in der Umgebung des 
Nullpunktes bei wachsendem x zunächst nicht zunimmt, erkennen wir wie vorhin 
durch Einführung von — g(x) und Zeichenwechsel. Das Ergebnis kleiden wir so- 
gleich in die folgende, betreffs der Voraussetzungen ein wenig erweiterte Gestalt, 
bei der wir zugleich mit Rücksicht auf die fernere Verwendung die Integrations- 
variable durch u statt durch æ bezeichnen und an Stelle einer beliebigen ganzen 
Zahl n sogleich eine ungerade Zahl (2n +1) treten lassen: Ist- die Funktion p(u) 
im Intervalle 0 < u <a < n eindeutig und endlich, sowie abteilungsweise monoton und 


stetig, so ist: ” 


(17) lim | WW) mn du = 940). 
n= Sin të 2 
0 

Wir haben rechter Hand genauer (1-0) geschrieben, um anzudeuten, daß es sich 
um den Wert handelt, der sich von rechts her stetig an die Funktionswerte im 
Innern des Intervalles anschließt. Dies wird von Bedeutung, falls p(x) auch in 
der linksseitigen Umgebung des Nullpunktes erklärt ist und vielleicht gerade im 
Nullpunkte eine Unstetigkeit vorliegt. 

Erfüllt (u) die genannten Bedingungen im Intervalle 0<u< m, so ist es 
Jetzt auch leicht, den Grenzwert unseres Integrals mit der oberen Grenze x fest- 
zustellen. Wir schreiben, unter « irgend einen zwischen 0 und = gelegenen 
Wert verstanden: 


a 


7 a 
fow DUEN Du = frw sin ea Piu du - fow 5 ERDE du. 
0 


sin u A sin u sin % 
{) a 
Setzen wir im letzten Integrale u = x — w’ und lassen nach der Umrechnung gleich 
wieder den Index bei «’ fort, so folgt: 
na . 


n @ 
in (2n 41) sin (2m + 1) u K in (2: 
fow? ( : TY du -f “ i +E ps +f» i E ze pr DAA, 
a sin u sin u sin 2 


9 0 0 


16” 


- 
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Aus (17) ergibt sich also: Gelten die für die Funktion gu) genannten Bedingungen 
im Intervalle Oo <u<z, so ist: 


sin (2# + 1)u 


= IR 
An =, (PHO + pao). 


n 
(18) lim f glu) 
ie, 
0 


Die in (1) angegebene endlichgliedrige Summe $, läßt sich nun leicht in 
einen Ausdruck zusammenziehen, dessen Verhalten bei lim n = æ mit Hilfe der 
Formeln (17) und (18) feststellbar ist. Man bilde zunächst die Gleichung: 

sin (2k + 1)u) — sin ((2k—1)u) = 2 sin u - cos 2kı 


für k—=1,2,...,» und addiere alle n Formeln. Bei Division des Ergebnisses durch 
sin u folgt: 


n 4 
(19) u ae Re 
-< sin u 


Trägt man jetzt in den Ausdruck (1) von S, für die a,,b, ihre Integrale (8) 
8.238 ein, so folgt, wenn man die Addition der (2”-+1) Glieder der Summe vor 
der Integration in bezug auf ¢ vollzieht: 


w = 


i +n 
c Al 
Da = — t 
a= je 
=n 


-= > (cos kt cos kæ + sinkt sin 1:2) | dt 
Zn 


oder bei Anwendung des Additionstheorems: 


rn n 
1 > 
a a >` os X (t—x) l dt 
TA | k=1 p = 


Die Anwendung der Formel (19) liefert uns somit: 


F t— r 
+” sin (2n-+1) u > 
S= Ji Po dt. 
AS sın 2 
Um die Formeln (17) und (18) verwenden zu können, setzen wir voraus, daß 
f(x) neben den 3.236 genannten Bedingungen auch noch die Eigenschaft hat, im 
Intervalle — n< æ< -+x abteilungsweise monoton zu sein. Um für ein einzelnes 
x den Grenzwert lim S, festzustellen, zerlegen wir-das Integrationsintervall durch 


m n= 
diesen Punkt z: 
: m= Ad t— 
1 BA sin CA E i i sin (2n + 1) ” 
Sa= | fit) vl A O. aa 
E sın afi 


= = 


2m 
T 


und führen im ersten Integrale statt t die Variable «, im zweiten die Variable v 
durch die Substitutionen = 2 + 24, t= x —2r ein: 


Ian Hrt) 
Fr +i)v 1 sin (22 + 1)e 

20 sat (mer 2 = a e A E E iy 

(20) =m e+ 2u) n du + 1 fre 2v) SF de. 


0 0 


sin (2 
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Gilt —a<xe<+tm, so folgt bei Anwendung der Regel (17) auf beide 
Integrale sofort: 


5 I 
(21) lim S, = -5 f+ 0) + fe — 0), 
n=% > 
so daß insbesondere, falls die Funktion an der Stelle x stetig ist: 
(22) lim S, = fix) 
n=% 
gilt. Ist æ= Fax oder =— x, so fällt eines der Integrale (20) aus, und das 


andere gestattet Anwendung der Regei (19), Man findet in beiden Fällen: 
2 1 ; 
(23) lim Sa = z fa -)+f— a4). 
n=% = 


Hieraus folgt der von Dirichlet entdeckte Satz: Ist die Funktion f(x) 
der Periode 2x in einem Intervalle der Länge 2x eindeutig und endlich, sowie ab- 
teilungsweise stetig und monoton, so ist die mit den Koeffizienten (8) S. 238 ange- 
setzte Fouriersche Reihe für jedes endliche æ konvergent; ihr Summenwert ist an 
einer Stelle x, an der fix) stetig ist, gleich fix), an einer Unstetigkeitsstelle æ aber 
gleich dem arithmetischen Mittel der beiden Grenzwerte fic-+0) und f(æ— 0). 


3. Weitere Gestalten und Beispiele Fourierscher Reihen. Man trage 
in die Formeln (2) S. 237 und (8) 5. 238 ein: 


T 


u O-A T Tr 1-5, 


unter } irgend eine positive Größe verstanden, und lasse nach Ausführung 
der Umrechnung die Indizes I überall wieder fort. Es ergibt sich so: 
Eine Funktion f(x) der Periode 21, die im Intervalle — l < x < + 1 ein- 
deutig, endlich, abteilungsweise monoton und abteilungsweise stetig ist, läßt 
sich in die konvergente Fouriersche Reihe: 


(1) fix) = za +3 (a cos =: +b, sin cze) 
entwickeln, deren Koeffizienten gegeben sind durch: 


+1 
(2) o= 20 cos em dt, = 10 sin “7! 
=» 


Ist die Funktion gerade, d. h. ist f(—t) = f(+ £), so verschwinden 
alle Koeffizienten b,. Man kann nämlich schreiben: 


l =i 
(3) M= Ir sin SA dt — [ro sin Sidi 
ô ô 


und findet, indem man im zweiten Integrale != — t als neue Integra- 
tionsvariable einführt: 
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J TO sin ii dt = fi f(@) sin m nia 
0 0 


Das zweite Integral in (3) rechts ist also gleich dem ersten, so daß 
b,= 0 folgt. Dieselbe Behandlung des ersten Integrals (2) zeigt, daß 
dieses auch gleich dem mit 2 multiplizierten Integrale der Grenzen 0 
und Z geschrieben werden kann. Man wird diese Betrachtung leicht auf 
den Fall einer ungeraden Funktion übertragen: Eine „gerade“ Funktion 
f(x) der Periode 21 mit den erforderlichen Eigenschaften läßt sich in eine 
„reine Kosinusreihe“: 

(4) fa) = >a + ac" + ap cos 7" +... 


entwickeln, deren Koeffizienten gegeben sind durch: 


L 
(5) D= fiO cos tar 
0 


entsprechend haben wir für eine „ungerade“ Funktion der Periode 21 die 
Entwicklung in eine „reine Sinusreihe“: 
u . RE Inı . SRT, 

(6) fa) = b sin 7 + basin = + bein + --- 


mit dem Koeffizientengesetze: 
N O 
(T) n= $ rO sinti at. 
0 


Die nachfolgenden Beispiele betreffen solche reine Sinus- und Ko- 
sinusreihen und zwar wieder für den einfachsten Fall }? = x. 


Ist f(x) im Intervalle von O bis x konstant gleich 7 und im Inter- 


valle von — x bis O konstant gleich — 5 , im übrigen aber mit der Periode 
2x behaftet, so handelt es sich um eine ungerade Funktion, welche an 
den Stellen 2=0, +2, +2x, :-- Stetigkeitssprünge erfährt Diese 
Funktion ist in eine reine Sinusreihe mit den Koeffizienten entwickelbar: 
TA. 1 1 p 4 ” 
b= 3) sinktdt= , e 7, €08 kt| = e 
0 


also verschwinden alle b, mit geradem Index, während die b, mit ungera- 
dem Index gleich k-' sind. Hiernach gilt z. B. im Intervalle O < z < x: 


x 5 i E er 2 
(8) „singt „sndr+ a 


ME, EEE 
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Für z — ” werden wir zur Gleichung (9) in I, 239 zurückgeführt: 


2 


x is . 1 i 1 
w EN ni € a A 


= 


-Da für die vorliegende Funktion f(+ 0) = + , ist, so ist das arithme- 


tische Mittel zwischen den beiden Grenzwerten f(+ 0) gleich 0; in der 
Tat ist der Summenwert der Reihe (8) für x = 0 selbst gleich 0. 

Fig. 70 erläutert die Schnelligkeit der Konvergenz der Reihe (8) 
durch Zeichnung der Kurven der vier ersten Näherungsfunktionen y = 9, (£), 


y = S2), --- Y = (x). Die „Kurve“ der Funktion y = f(x) ist stark 
ausgezogen; sie besteht aus geraden Strecken der Länge x, die parallel 
zur x-Achse laufen und abwechselnd oberhalb und unterhalb derselben 


248 V, 5. Fouriersche Reihen und harmonische Analyse [3 


liegen; die arithmetischen Mittel zwischen den Grenzwerten an den Un- 
stetigkeitsstellen sind durch Punkte markiert. In der obersten Zeichnung 
liegt die einfache Sinuslinie y = S, (x) vor. In der zweiten Zeichnung ist 
diese Linie punktiert angedeutet, desgleichen die dem zweiten Gliede der 
Reihe (8) entsprechende Kurve der Gleichung 3y = sin 3x (eine Sinus-_ 
kurve, die nach einem auf '/, verjüngten Maßstabe gezeichnet ist). Durch 
Addition der Ordinaten dieser beiden Kurven für jede einzelne Stelle x 
entsteht die in der zweiten Zeichnung ausgezogene Kurve der Näherungs- 
funktion y = S(x). In der dritten Zeichnung ist diese Kurve entspre- 
chend mit der „auf 1; verjüngten“ Sinuskurve der Gleichung 5y = sin 5x 
zur Kurve der Näherungsfunktion y = S,(x) vereint, und entsprechend 
wird man die letzte Zeichnung, 
für y = S,(x) verstehen. Be- 
treffs der Annäherung an die 
„Kurve“ y=f(x) sprechen die 
Zeichnungen für sich selbst. 
Aufgaben: 1) Man zeige, daß 
die im Intervalle — x <æ < -+r 


Fig. Fi durch f(x) = 5 


x gegebene un- 


gerade Funktion folgende Entwicklung gestattet: 


1 : ue B =, L- a 
(9) zz-einz— Zein2z + y sin3s— g sintet- 
=- J al 


2) Fir o<z< 5 gelte f(x) = x, für -= <g<x aber f(x) = x — x; überdies 


sei f(— x) = — f(x), d. h. f(x) sei ungerade (s. den in Fig. 71 angegebenen Ver- 
lauf der Funktion). Man zeige: 


4 a 1 1 1 
10 x)= — — singe + sin5e— p sin Teh- 
(10) fix) = (sin « g sin3x + 25 eindr— „sin Har ii 


rae T 
woraus für æ = „ hervorgeht: 


x" 1 1 1 

ne S rn 

= =l pt ptt 
. 3) Man entwickele die im Intervalle — æ <æ <+ x durch f(x) = cosux mit 
einer nicht ganzzahligen Konstanten u gegebene Funktion in eine reine Kosinus- 
reihe — Mit Benntzung von 11) S. 18 folgt: 


> in(u—A)t., si ME 
n=2f ern e S At } sin (u + Wt | 
T, x| uk au+k Jo 
er 2Zusinun (— 1% 
x PR x w?— k? 


Es ergibt sich: 
m c08uX 1 cos x 022 cos 3x 
2usinun u? u1 we— 2? w— 3:1 
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Die nach der Regel f(x +2x)= f(x) fortgesetzte Funktion hat bei x = x keine 
Unstetigkeit; mithin gilt für z= x: 
1 
—1 


1 1 
Taea er 


rn etgun= jr + m 

4. Harmonische Analyse. Entwicklungen von Funktionen f(x) in 
Fouriersche Reihen werden in der physikalischen und technischen Praxis 
vielfach benutzt. Man bezeichnet daselbst die Herstellung einer solchen 
Entwicklung als „harmonische Analyse‘ der Funktion f(x).*) In der 
Praxis ist nun f(x) gewöhnlich nicht durch einen geschlossenen analy- 
tischen Ausdruck, sondern entweder durch eine Tabelle zusammeneehöri- 
ger Werte x, y oder graphisch durch eine Kurve dargestellt. 

Zur Berechnung einer Anzahl von Anfangsgliedern der als 
konvergent vorausgesetzten Reihe: 


[42 
„gut 


N 1 < aE . kag 
(1) faf = 3% + > (an cos , +b,sin =; ) 
k=l 
kann man danu zunächst ein numerisches Verfahren einschlagen, welches 
darauf beruht, die Integrale (2) S. 245, die wir auch in die Gestalt setzen 
können: 


21 22 
(2) = 7 fræ cos mnda, H= I (r@) sin ma dx, 
` Y i 


nach einer der Regeln von S. 67 ff. angenähert zu berechnen Bevorzugt 
man etwa die „Trapezregel“ (t0) S. 71, so wird man sich nach Auswahl 
der jener Regel zugrunde liegenden Zahl n zunächst die drei Wertereihen: 


TE aa ne 2vr Se 
il FPE BT A i sn, = sm  - 
für v = 0, 1,2, ---, n tabellarisch zusammenstellen. Da der Faktor A der 


Formel (10) S. 71 hier eleich a ist, so folgen die Näherungsdarstellungen: 
> n ? > > 8 


M= (+ 2fi- E 27,008, 4 + 2f,_,° cos, + in) 


2 . . a 
h= a. sinp ER F fs- inc T SiN- 1e)? 


wo die Indizes der cos und sin immer auf ihre bei Division durch » ein- 
tretenden kleinsten Reste zu reduzieren sind. 


*) Als eine harmonische Bewegung eines materiellen Punktes etwa auf der 
x-Achse bezeichnet man eine solche, bei der die Abszisse x des Punktes von der 
Zeit £ nach einem „Sinusgesetze œ= a- sin (bt-+ c) abhängt. Die hier rechts 
stehende Funktion wird dann auch wohl selbst eine „harmonische Funktion“ ge- 
nannt, wodurch die Bezeichnung des Textes verständlich wird. 


Fu 


HERA: 


FE E13 
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Ist die Funktion graphisch durch 
ihre Kurve y = f(x) gegeben, so 
kann man auf mechanischem Wege 
eine Anzahl Anfangskoeffizienten 
der Eutwieklung (1) auswerten. Das 
erste Integral (2) für k= 0 ist ein- 
fach von der Kurve aus mittelst eines 
Planimeters bestimmbar (s. S. 76ff. 
oder 8.169 ff.). Zur Gewinnung einer 
Anzahl weiterer Koeffizienten sind 
Apparate konstruiert, die als „har- 
monische Analysatoren“ oder kurz 
„Analysatoren“ bezeichnet werden. 

Ein soleher Apparat, der nach 
Angaben von Henrici und Sharp 
von Coradi hergestellt ist, findet 
sich in Fig. 72 abgebildet. Ein 
parallelepipedisches Rahmengestell 


= ruht mit drei Walzen auf der Zeich- 
Z nungsebene und 


ist auf diesen 
Walzen in Richtung der y-Achse 
frei fahrbar. Auf der vorderen Seite 
des Gestells findet sich ein den Fahr- 
stift tragender Wagen, der längs 
der beiden vorderen Leisten des Ge- 
stells, also in Richtung der x-Achse 
verschiebbar ist. Zwei rechts und 
links angebrachte Anschläge geben 
dem Fabrstifte in Richtung der z- 
Achse einen Spielraum von 36 cm 
Länge. Diese Länge gilt als „Basis- 
länge“ 21 der Kurve, so daß die Kurve, 
wenn ihre „Basis“ 21 eine von 36 cm 
verschiedene Länge hat, zunächst auf 
die Basislänge 21= 36 proportional 
umzuzeichnen ist. 

Die Achse der beiden zurücklie- 
genden Walzen ist in der Mitte zwi- 


schen den Walzen von einer nicht ganz bis zur Papierebene reichenden 
Rolle umfaßt, auf der eine mattgeschliffene Kugel ruht (vgl. den Inte- 
grator von Hele-Shaw, 8.217). Bewegt sich das Rahmengestell in der 
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Richtung der y-Achse um die Strecke Ay voran, so erfährt die Kugel eine 
Drehung um ihren zur x-Achse parallelen Durchmesser, und zwar um einen 
zu Ay proportionalen Winkel. Diesen Kugeldurchmesser nennen wir die 
„Achse“ der Kugel und führen entsprechend „Parallel-“ und „Meridian- 
kreise“ auf der Kugelfläche ein. 

Seitlich wird die Kugel in der Höhe ihres horizontalen Meridian- 
vollkreises durch drei Rollen gehalten. Zwei von ihnen, die den Winkel- 
abstand 90° voneinander haben, stellen wie bei den Planimetern und Inte- 
gratoren „Meßrädehen“ dar und sind mit Zählwerken versehen; die dritte 
Rolle dient nur dem Halte der Kugel. Diese drei Rollen sind nun in ein 
Gestell eingebaut, das senkrecht über der Kugelmitte in eine Querleiste 
des oberen Rahmenbaues eingehängt ist und um seine Vertikalachse ge- 
dreht werden kann. Bei dieser Drehung beschreiben die Berührungs- 
stellen der Meßrädehen den horizontalen Meridiankreis der Kugel. 

Die Stellung des Rollenapparates wird vom Schreibstift her durch 
ein in der Figur oben sichtbares Drahtgetriebe geregelt. Zu diesem 
Zwecke ist auf die Achse des Rollenapparates oben eine Scheibe aufgesetzt, 
um welche der Draht herumläuft. Befindet sich der Fahrstiftwagen am 
linken Anschlag, so möge der Fahrstift auf der y-Achse liegen. Der 
Rollevapparat sei dann so eingestellt, daß das eine Meßrädchen die Kugel 
in dem zur Rechten liegenden „Pole“ berühre. Die Scheibe des Rollen- 
apparates sei so groß gewählt, daß dieser Apparat genau k Male um die Kugel 
herumgeführt wird, wenn der Fahrstift vom linken zum rechten Anschlage 
hingeführt wird. Beim Arbeiten mit dem Apparate hat man der Reihe 
nach für k = 1, ?, +- die richtigen Scheiben auf- 
zusetzen.*) 

Die Größe der Drehung des Rollenapparates 
aus seiner in der Figur ba deuie Anfangslage 


ist zur Abszisse x des Fahrstiftes proportional. | u 

Die Lage des anfangs i im Pole berührenden Meß- 

rädehens R, nach einer Verschiebung des Fahr- er Kr 
stiftes bis zur Abszisse x sei in Fig. 13 dargestellt. NR, 

Die „Poldistanz“ $ der Berührungsstelle messen 

wir in der angedeuteten Richtung wachsend rings um den Meridianvoll- 
kreis herum von 9=0 bis 2kx, wenn die A Scheibe aufgesetzt ist. 
Haben wir die Abszisse æ erreicht, so liegt bei R, der Winkel $ = it 


l 
, für die andere Rolle R, aber der Winkel (=> == =). 


Fig. 78 


*) In der Figur sind zwei Scheiben auf die Achse des Rollenapparates auf- 
gesetzt und je zwei weitere Scheiben (zur Veranschaulichung ihrer Größe) rechts 
und links augedeutet. Neuere Apparate werden mit neun Scheiben ausgestattet 
und gestatten die Bestimmung der Koeffizienten bis a, und ba. 
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Beschreibt nun bei stehendem æ der Fahrstift die Strecke Ay (der 
die Kugeldrehung proportional ist), so nehmen die beiden Rollen R, 
und R, die Drehungen ihrer Parallelkreise auf und erfahren also selbst 
zwei Drehungen der Größen: 


Im sın 9: 1y=— cin". - Ay, 


(3) i 


r (3—5) - Ay = + e cos dia 


wo c eine vom Bau des Apparates abhängende Konstante ist.*) 

Verschieben wir den Fahrstift bei stehendem y um das Stück 4x 
nach rechts, so erfahren die Rollen keine Drehung um ihre Achsen; da- 
gegen nimmt der um einen entsprechenden Winkel 7% sich drehende 
Rollenapparat die Kugel, welche sich auf ihrem Auflagerpunkt leicht um 
ihre vertikalen Durchmesser drehen läßt, einfach mit. 

Denken wir uns nun die Kurve y= f(x) in bekannter Weise (vgl. z.B. 
S. 79) durch einen treppenförmigen Weg ersetzt, dessen einzelne Stück- 
chen abwechselnd zur x-Achse und zur y-Achse parallel sind, und wählen 
wir nach und nach die Stufen immer kleiner, so ergibt sich in gewohn- 
ter Betrachtung: Bei Hinführung des Fahrstiftes über die Kurve y = f(x) 
von x = 0 bis z = 2l erfahren die Rollen R, und R, Umdrehungen UP 
und UP der Größen: 


i dx I de 


(4 DP == e feint7®.‘ Yda,,. UOS Hofes” dla 
v Ü 


Man setzt nun SE = f'(x) und findet durch partielle Integration: 


J sin ‚a f(a)da = f(x) sin — — fra) cos ee dx, 


f cos‘ m f (z)dx = f(x) cos u + = ffia) sin de, 


sowie bei Einsetzung der Grenzen und Multiplikation mit + e: 
21 21 


". kam dy eka f krg 
— o fin! a a f(z) cos; de, 
6 


91 
” Kar .d - 7 eka fa . ka 
+e feos I En z = cf) — FO) + fra) sin de. 
0 


, *) Die Rollen R, und R, gelten als gleich groß. Ist c positiv, so ist durch 
die Vorzeichenwahl in (3) links sowohl für R, als für A, ein positiver Drehsinn 
festgelegt, dem die Einrichtung des Zählwerkes entsprechen muß. 
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Die gesuchten Koeffizienten a, und b, 
werden somitvon den Rollendrehungen 
UW und U® in der Gestalt geliefert: 


ee n 

la, È i TUN 
(5) y 
b= p 9-10). 


T 


Der in der zweiten Formel 
rechts auftretende Subtrahend kann 
übrigens dadurch vermieden werden, 
daß man am Schlusse der Bahn den 
Fahrstift parallel zur y-Achse von 
y=f(2!) zu dem mit der Anfangs- 
ordinate in gleicher Höhe befindlichen 
Punkte y=f(0) führt. Die Rolle R, 
nimmt hierbei keine Drehung auf, 
die Rolle R, dagegen gerade noch 
die zusätzliche Drehung 


c( fO) — Fi2). 


Ü brigens sind die Konstanten des 
Apparatesso ahgeglichen, daß cer—1 
zutrifft. Nach Anhängung des ge- 
raden Bahnstückes längs der End- 
ordinate (im Falle /(O)+f\21) haben 


wir also die einfachen Regeln: 


Ara 


(6) 4-FU0, h= 


so daß die durch k geteilten Um- 
drehungszahlen U,™®, U,® unmittel- 
bar die Koeffizienten a, und b, lie- 
fern. 

In Fig. 74 ist ein mit fünf 
Kugeln und Rollenapparaten aus- 
gestatteter Analysator abgebildet, 
welcher durch eine einzige Beschrei- 
bung der zu analysierenden Kurve die fünf ersten Koeftizientenpaare a,, b; 
abzulesen gestattet. 

Mit Anlehnung an Ideen von Clifford und Yule hat Mader einen 
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Analysator konstruiert*), der in Fig. 75 schematisch abgebildet ist.**) 
Ein dreieckiges Grundgestell ruht mit einem Rade C auf der Papierebene, 
während zwei andere Rädchen in die Rille einer parallel zur y-Achse 
p  lagernden Laufschiene AB eingelassen sind. Dieses Grundge- 

7) stell ist somit selbst parallel zur y-Achse fahrbar. Im Gelenke 

G ist ein rechtwinkliger Hebel F'GZ drehbar angebracht, der 
am einen Ende einen Zapfen Z trägt, am andern Arme den 
verschiebbar angebrachten Fahrstift F. Der Stab DE lagert 
auf dem Grundgestell und zwar gegen das letztere in Richtung 
der y-Achse frei verschiebbar. Die Verschie- 
bung wird geregelt durch die inmitten des 
Stabes rechter Hand angebrachte, mit einer 
Nute versehenen Stange. In diese Nute 
greift der Zapfen Z des Winkelhebels eim 
und regelt nach einem gleich festzustellen- 
den Gesetze bei Verschiebung des Fahr- 
stiftes in der x-Richtung die Bewegung des 
Stabes DE. Der Stab DE trägt an seinem 
linken Runde eine Verzahnung, in welche 
die gleichfalls mit einem Zahnkranze ver- 
sehene auf dem Grundgestell aufgesetzte und 
um M drehbare Kreisscheibe K eingreift. 
Als „Grundstellung“ des Apparates be- 
zeichnen wir die, bei welcher FG | AB 
und also parallel zur y-Achse und damit 
GZ parallel zur x-Achse läuft. Die Schiene 
A B ist derart zu lagern, daß der Fahrarm 
bei der Grundstellung die Abszisse x = ł 
hat. Für den Arm GZ sind zwei (in der 
Figur nicht siehtbare) Anschläge vorhan- 
den, welche dem Arme @Z einen zu seiner 
Grundstellung symmetrischen Spielraum 
gestatten. Wir führen F nach links, bis @ Z den einen Anschlag erreicht, 
und bezeichnen die dann erreichte Lage des Apparates als „Anfangs- 
stellung“. Der Fahrstift 7 ist jetzt längs des Fahrarmes so zu verschie- 
ben, daß er bei der Anfangsstellung auf der y-Achse liegt; hierdurch ist 
der Apparat auf die „Basis“ 21 der zu analysierenden Kurve eingestellt#**) 


*, Ansgeführt von der Firma Gebr. Stärzl in München. 
*+) Die technische Durchführung weicht von der Figur mehrfach ab. 
#*) Es ist also kein Urizeichnen der Kurve auf eine ein für allemal festliegende 
Basis erforderlich. 
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Drehen wir den Winkelhebel bis zum anderen Anschlage, so hat der 
Fahrstift die Abszisse x = 2l erreicht, und der Stab DE ist aus seiner 
einen Extremlage in die andere geführt. Der Radius der Kreisscheibe K 
ist so gewählt, daß sie hierbei genau k volle Umläufe um ihren Mittelpunkt M 
ausführt. Dem Apparate sind neun Scheiben bei- Je, 
gefügt, die nacheinander aufzusetzen sind und die oo 
Bestimmung der neun ersten Koeffizientenpaare 
gestatten. 

Die Wirkung des Apparates beruht nun auf 
den beiden Tatsachen: Bei Verschiebung des Fahr- 
stıftes parallel zur y-Achse um einen Betrag Ay 
erfährt der ganze Apparat eine einfache Trans- 
lation um Ay, insbesondere ohne Drehung der Scheibe 
K; die Größe der Scheibendrehung von der Anfgngs- 
stellung an hängt allein von der Abszisse x des Fahr- 
stiftes F ab. Das Geset:: dieser Abhängigkeit soll 
jetzt festgestellt werden. 

Hat sich der Winkelhebel aus seiner Anfangs- 
stellung F,@Z, in die Lage FGZ gedreht, so 
erkennt man aus der leicht verständlichen Figur 76 (in welcher FG F,H 
und ZG ZJ zwei ähnliche Vierecke sind), daß die Verschiebung JZ des 
Zapfens in Richtung der y-Achse und damit die Verschiebung des Stabes 
DE zu HF— x proportional ist. Also ist auch der Drehungswinkel p 
der Scheibe zu x proportional, und wir gewinnen sofort: 


(i p:s=2ka: 2, gti. 


Es sind nun auf der Scheibe zwei Vertiefungen P, und P, in glei- 


chem Zentralabstande r = M P, = MP, angebracht, in welche hernach 
der Fahrstitt eines gewöhnlichen Planimeters eingesetzt werden soll. 
Bei der Anfangsstellung sei MP, parallel und gleichgerichtet zur posi- 
tiven y-Achse, MP, zur negativen z-Achse. Von der Anfangsstellung 
MP, aus rechnen wir den Winkel ọ von O an im Sinne der Uhrzeiger- 
drehung wachsend. Der Stellung x des Fahrstiftes entsprechen dann 
die Winkel 


N k = 
(8) pe- i + rO- 
der Punkte P, und P,. Sind x, und x, die Abszissen von P, und P,r 
so sind die ren dz, und 4z,, die einer Änderung Ax von x 
entsprechen, leicht feststellbar, nämlich in den Gestalten: 
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Ax, = — r (cos pe + Ax) — cos pi), 

Ax, = — r (cos pa% + IX) — cos pix). 
Mit Rücksicht auf (8) rechnet man diese Größen auf Grund bekannter 
Regeln leicht um auf: 


k k +3, 4x 
[an= T CoS le .Ax, 
(9) 
cka . kaat ê® 4 
pot r sin Ag 1 a Ax, 


wo 9, und 8, zwei Zahlen des Intervalles O < 9 < 1 sind. 
Man beobachte nun, welche Wege P, und P, beschreiben, wenn wir 
mit dem Fahrstifte F das in Fig, 77 schraffierte Viereck der Grund- 
a Te linie 4% und der Höhe y = f(x), mit der 
f € | linken Ordinate beginnend, in der ange- 
-gebenen Richtung umlaufen. Den beiden 
Ordinaten entsprechen gleich lange, und mit 
der Fahrstiftrichtung gleichgerichtete Wege 
jedes Punktes P,, wobei die Differenz der 
L Z Abszissen des zweiten und des ersten Weges 
nn nn bei P, durch die eben berechnete Größe Ar, 
N gegeben ist. Den beiden Wegen 4x des 
Fahrstiftes oben und unten am schraffierten Viereck entsprechen kon- 
gruente Wege von P,, von denen der eine durch Translation um die 
Strecke y in den andern überführbar ist. Wir finden: P, umläuft einen 
viereckigen Bereich des Inhaltesy: Ax, und zwar ist dieser Inhalt von post- 
tiver oder negativer Maßzahl y- Ax, je nachdem P, im Uhrzeigersinne den 
Bereich unläuft oder im entgegengeselzten Sinne. Diesen Inhalt y Ax, 
= f(x) Ax; messen wir mittelst eines Planimeters, dessen Fahrstift wir in 
die Vertiefung P, der Scheibe einsetzen. 

Die Fortsetzung der Betrachtung regelt sich nun einfach genau so wie 
beim Kugelrollplanimeter 8.79 ff. (Einteilung des von der Kurve y= fiz), 
der x-Achse und den beiden Ordinaten bei z = 0 und z = 2} eingegrenzten 
Bereiches in Parallelstreifen der Breite 4x, Grenzübergang lim Jx =0 usw.). 
Wir gelangen zu dem Ergebnis: Wandert der Fahrstift F des Analysators 
vom Nullpunkte O längs der y- Achse zur Kurve y = f(x), sodann längs der 
Kurve hin, weiter längs der Endordinate zur z-Achse zurück und längs der 
letzteren wieder nach O, so liefert das Planimeter, falls der Planimeter- 
stift von P, geführt wird, den Wert des Integrals: 

21 


re. ka 
i [r cos = da = rka: a, 


. 
v 
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und wenn er von P, geführt wird, den Wert des Integrals: 
2? 
nr (re) sin = de=rkx-b,. 
v 


Die den verschiedenen k zugekörigen Scheibenradien müssen mit -t 
proportional sein. Wählen wir auch die zugehörigen Radien r = MP, 
mit -t proportional, so hat rk- æ = ec einen für alle Scheiben konstan- 
ten Wert. Die Planimeterumdrehungen geben dann, mit dieser Kon- 
stanten c multipliziert, unmittelbar die Werte a, und b,. 
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Abschnitt VI. 
Lösung von Differentialgleichungen. 


Kapitel I. G@ewöhnliche Differentialgleiehungen erster Ordnung. 


1. Ansätze über Differentialgleichungen und ihre Lösungen. In den 
Elementen der Integralrechnung ist folgende Aufgabe gelöst: Gegeben ist 
eine Funktion (x), gesucht eine Funktion y = f(x), deren Ableitung 


y = žy = f'(x) die Funktion p(x) ist. Es soll also, wenn wir y = f(x) 
in die Gleichung y = (x) einsetzen, die Gleichung f'(x) = p(x) iden- 
tisch, d. h. für alle Werte x eines geeignet gewählten Intervalles gelten. 
Diese Aufgabe soll jetzt in folgender Art erweitert werden: Zwischen 


der Variablen x, einer von x abhängig gedachten Variablen y und ihrer Ab- 
leitung y = `: y nach x ist eine Gleichung: 


(1) y'= p(z, y) 

vorgeschrieben, in welcher rechts eine gegebene Funktion der Argumente x, y 
steht; es soll y als Funktion y = f(x) so bestimmt werden, daß die Ein- 
tragung dieser Funktion in (1) eine identische, d. h. für alle Werte x eines 
geeignet gewählten Intervalles gültige Gleichung: 

(2) (2) = pla, o) 

liefert. Man sagt, in (1) sei eine „gewöhnliche Differentialgleichung erster 
Ordnung“ zwischen zwei Variablen vorgelegt. Der Zusatz „gewöhnlich“ 
bezieht sich darauf, daß nur eine unabhängige Variable æ vorliegt; im 
Kapitel III reihen sich bei mehr als einer unabhängigen Variablen die 
„partiellen Differentialgleichungen“ an. Die Differentialgleichung heißt 
von der „ersten Ordnung“, weil der Differentialquotient erster Ordnung y, 
aber keiner von höherer Ordnung auftritt. Eine die Differentialgleichung 
befriedigende Funktion f(x) heißt eine „Lösung“ oder ein „Integral“ der- 
selben, insofern sich in vielen Fällen die Lösungen durch Integrale dar- 
stellen lassen.*) 


*) Z.B. in dem einfachsten und nieht auszuschließenden Falle, daß in (1) 
rechte y nicht auftritt: wir kommen dann auf die genannte Grundaufgabe der 
Integralreehnung zurück. 
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Deuten wir eine die Differentialgleichung (1) lösende Funktion 
y = f(x) durch ihre Kurve, so wird diese als eine „Integralkurve“ der 
Differentialgleichung (1) bezeichnet. Im Anschluß an diese geometrische 
Vorstellung kann man auch eine geometrische Bedeutung der Differential- 
gleichung (1) selbst entwickeln. Die Funktion f(x) muß differenzierbar 
sein, d. h. die Integralkurve hat in ihrem einzelnen Punkte (x, y) eine 
Tangente. Für den nach J, 102 abzulesenden Winkel « dieser Tangente 
gegen die z-Achse gilt: 
(3) tg a = f' (£) = y = p(z, 9), «= arctg g(x, y). 
Die Differentialgleichung (1) bzw. die auf ihrer rechten Seite stehende Funk- 
tion bestimmt also in jedem Punkte (x, y) einer Integralkurve auf Grund 
der zweiten Gleichung (3) die Tangentenrichtung dieser Kurve. 

Hieran schließt sich umgekehrt eine vorläufige Entwicklung über die 


Lösung der Differentialgleichung (1). Eine Umgebung U’ eines Punktes 
(a, b) der x,y-Ebene sei durch die Ungleichungen erklärt: 


(4) a—- Use <artrd, b—-B<ys<b+Bß, 


in denen «', p zwei positive Zahlen sind. In U’ sei p(z,y) eindeutig und 
stetig. Eine positive Zahl A wählen wir derart, daß in U’ allenthalben 
die Ungleichung gilt: 

(5) | pæ, y)|< A. 


Ist A«' > ß, so ist der durch « zu bezeichnende Quotient: 


(6) Cam a<. 


1 


In diesem Falle ist die durch die Ungleichungen: 
() a—a<xz<ate, b-B<y<b+Bß 


erklärte Umgebung U von (a, b) ein Teil von U’. Ist indessen Ag’ < ĝ, 
so verstehen wir unter «œ die bisher mit «’ bezeichnete Zahl und unter U 
die bisher U’ genannte Umgebung der Stelle (a, b). 

Man wähle nun eine ganze positive Zahl n, teile die beiden Inter- 
vallea—a<xr<a,a<xs<a+u« der x-Achse je in n gleiche Teilinter- 
valle und lege a die Teilpunkte (auch durch den Punkt x = a) Par- 
allele zur y-Achse, welche die Umgebung U in 2n Parallelstreifen zer- 
legen. Die Breite der Streifen heiße Az, wobei natürlich n - 4x = « ist. 
Wir konstruieren nun in folgender Art ein Näherungsbild einer durch den 
Punkt (a, b) hindurchlaufenden Integralkurve: Vom Punkte (a, b) ziehen 
wir unter dem Winkel «,= arc tg p(a, b) gegen die x-Achse nach rechts 
eine Gerade bis zu der im Punkte z, = a + 4x zur y-Achse parallel ge- 

I 
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zogenen Geraden. Sie erreicht diese Gerade im Punkte der Ordinate 
y, =b + 4, der jedenfalls in U gelegen ist, da: 


: $ 
(8) Ay |l=|pla,d) 42|< A< Ê 


gilt. Vom Endpunkte (z,,y,) der gezeichneten geraden Strecke ziehen 
wir wieder nach rechts unter dem Winkel «, = arc tg p(z,,y,) gegen die 
x-Achse eine zweite Gerade bis zur nächsten Parallelen, die von der neuen 
Strecke im Punkte z, =a + 242, Y= b + Ayi + Ya erreicht wird. 
Auch dieser Punkt pa dem Bereiche U an, da man wie in (8) die 


Ungleichung | 19, |< Sp beweist. In dieser Art fahre man mit der An- 


hängung von (n — 2) e e geraden Str ecken fort, die alle dem Be- 
reiche U angehören und deren letzte den Rand von U i in einem Punkte 
der diesen Bereich rechts begrenzenden Geraden erreicht. In gleicher 
Weise kann man auch von (a, b) nach links hin eine Kette von n ge- 
raden Strecken der Richtungen: 


«= arctg o(a, b), a_,=arigpl@_u Y1) 
in sofort verständlicher Art konstruieren, deren letzte die links den Be- 
reich begrenzende Gerade erreicht. 

Diese Konstruktion liefert uns für jede positive ganze Zahl n eine 
den Bereich U vom linken zum rechten Rande durchsetzende gebrochene 
Linie, die insofern ein Näherungsbild einer Integralkurve ist, als bei hin- 
reichend großem v (wegen der gleichmäßigen Stetigkeit von (x, y)) die 
Richtung der Näherungskurve in jedem ihrer Punkte beliebig nahe an 
die Richtung einer Integralkurve herangebracht werden kann. Wir ver- 
muten, daß diese Näherungsbilder für lim n = œ einer Grenze zustreben, 
welche eine gleichfalls dem Bereiche U angehörende Integralkurve der Dif- 
ferentialgleichung ist. Hierbei handelt es sich freilich um einen Grenz- 
übergang neuer Art. Es liegt nicht eine unbegrenzte Reihe von Zahlen 
@,,@,,: +> vor (wie früher), sondern wir haben, indem wir die durch die 
gebrochene Linie dargestellte Funktion mit f,(x) bezeichnen, mit einer 
unbegrenzten Reihe von Funktionen f, (£), fa(£),  - - zu tun, und wir ver- 
muten die Existenz einer „Grenzfumktion“ f(x) = lim f,(x), welche differen- 


zierbar sein müßte und unsere Differentialgleichung befriedigen soll. Diese 
Sachlage erfordert eine besondere Untersuchung, die wir in § 2 durch- 
führen. 

Ziemlich einfach ist der Beweis des folgenden Satzes, den wir gleich 
vorwegnehmen: Hat die Funktion o (x,y) im Bereiche U eine stetige partielle 
Ableitung p, (x, y), so gibt es jedenfalls nicht mehr als eine dem Bereiche U 
angehör ‚ende Integ gralkurve, die durch den Punkt (a, b) hindurchläuft. Man 
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beweist diesen Satz nach C. Jordan indirekt und geht also von der 
Existenz zweier Lösungen f(x) und g(x) der Gleichung (1) aus, die beide 
für z = a den Wert b annehmen: 

(9) f(a) = g(a) =b. 


Für f(x) und g(x) als Lösungen von (1) bestehen die Gleichungen: 


af) = Pla, f@)dz, dgl) = p(z, gw)dz. 
Durch Integration zwischen der unteren Grenze a und einer im Intervalle 
a—a<E<a-t ee gewählten oberen Grenze folgt: e 


E & 
FE — rla) = Jole, fads, gilt) — gla) = J Pla, giw)dz, 


und weiter durch Subtraktion dieser Gleichungen mit Rücksicht auf (9): 
& 

(10) IE -rO =] (pe, 9@) — p (2, fw)) de. 

Für die obere Grenze & möge noch eine neue Beschränkung eintreten. 

Die positive Zahl B sei so groß gewählt, daß in U allenthalben: 


(11) lp, (3,9) |< B 

zutrifft. Wir wollen dann & auf das Intervall beschränken: 
al il 

(12) a 55 <t<at sl, 


was freilich nur dann gegenüber der bisherigen Festsetzung eine Beschrän- 
kung ist, wenn 2a B > 1 ist. 

Zufolge der Existenz und Stetigkeit der Ableitung p, können wir 
den unter dem Integrale (10) stehenden Klammerausdruck nach dem Mittel- 
wertsatze so entwickeln: 


plz, ga) — plz, 10) = py (£, fa) + Plg) — F0) -Ga — ra), 

wo 0<®,< 1 ist. Da die beiden Punkte (x, g(£)) und (z, f(x)) dem Be- 
reiche U angehören, so gilt dasselbe vom Punkte (z, fin) +9,(g&) — fæ), 
und also folgt aus der letzten Gleichung mit Rücksicht auf (11): 
(13) 92, 9) — p(z, rw) |< B- a) — fa). 
Es muß hier auch das Gleichheitszeichen als möglich zugelassen werden, 
da die Gleichung f(x) = g(x) nicht ausgeschlossen ist. 

Es sei nun M das Maximum der absoluten Werte der stetigen Funk- 


tion (g(&) — f(8)) im Intervalle (12): Wir folgern dann aus (13) für alle 
z des Integrationsintervalls (10): 


lolz, gŒ) — p(z, /@)| < BM 
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und ziehen aus der Gleichung (10) selbst für jedes dem Iutervalle (12) 
angehörige & die Folgerung: 


E 
s-r S| p(z, 9a) Pla, f) -idal SBM-|E-al<zM. 


Ist & insbesondere ein Wert, für den | gE) — FE) = M wird, so folgt 
M< 3 M. Die einzige nicht-negative Zahl M, welche diese Bedingung 


befriedigt, ist M = 0. Es sind also jedenfalls im Intervalle (12) die beiden 
Funktionen f(x) und g(x) identisch. 

Erschöpft das Intervall (12) noch nicht den Bereich U, so kann man 

z. B. für den Punkt: 

H=atzp n= f(a +p) =I +37) 
an Stelle des Punktes (a, b) eine entsprechende Betrachtung wiederholen, 
sowie nötigenfalls in gleicher Art weitergehen. Man gelangt zu dem 
Ziele, daß f(x) und g(x) im ganzen Bereiche U identisch sind. 

Halten wir a fest, während b veränderlich gedacht wird, so beschreibt 
der Punkt (a,b) die zur y-Achse parallele Gerade x = a. Insoweit sich um 
die verschiedenen Punkte (a,b) Umgebungen U eingrenzen lassen, in 
denen die Funktion g(x,y) und ihre Ableitung 9, (x, y) eindeutig und 
stetig sind, können wir immer wieder die vorstehende Betrachtung durch- 
führen. Wir würden auf diese Weise sogar zu einer „einfach unendlichen“ 
Schar von Integralkurven gelangen, von denen eine einzelne durch eine be- 
stimmte Auswahl der Zahl b charakterisierbar ist. 

Die vorstehende Entwieklung ist auf den Fall von mehr als einer ab- 
hängigen Variablen übertragbar. Der Bequemlichkeit halber beschränken 
wir uns zunächst auf den Fall zweier abhängiger Variablen y, und y, 
legen die Betrachtung aber gleich so an, daß ihre Verallgemeinerung auf n 
abhängige Variable ohne Mühe ausführbar ist. Zwischen der Variablen x, 


5 ar $ Ag s AN 
zıcei von x abhängigen Variablen y, und y, sowie ihren Ableitungen y = 3l, 


ME” b - : 
Ja = Es seien zwei Gleichungen: 


(14) Y = Al, Mis 9): Y = P(T, hs Y2) 

vorgeschrieben, in denen rechts gegebene Funktionen der drei Argumente 
£, Yı, Ya Stehen; es sollen y, und y, als Funktionen y, = fi (2), % = fel) 
von x so bestimmt werden, daß die Eintragung dieser Funktionen in die 
Gleichungen (14) zwei identische, d. h. für alle z eines geeignet gewählten 
Intervalls gültige Gleichungen liefert: 


1) AED) KO = pE, h, h). 
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Man sagt, in (14) liege ein „Susiem gewöhnlicher Differentialgleichungen 
erster Ordnung“ vor; der Anzahl der abhängigen Variablen entspricht die 
Anzahl der vorgelegten Gleichungen. Zwei die Differentialgleichungen im 
angegebenen Sinne befriedigende Funktionen y; = f, (x), y = fs(x) stellen 
ein „System von Lösungen“ oder „Integralen“ des Systems (14) dar. 

Dem Systeme der Lösungen y, = fı (x), Y = f(x) entspricht in der 
&,y-Ebene ein „System von Integralkurven“*); je zwei zu gleicher Abszisse 
gehörende Punkte dieser Kurven ordnen wir einander zu. Die im Falle 
einer abhängigen Variablen gefundenen geometrischen Sätze übertragen 
sich dann leicht: Die Tangenten der Integralkurven in zwei zugeordneten 
Punkten (z,y,) und (z,%,) bilden gegen die x-Achse Winkel «, und «, 
für welche: 


(16) tg a; = fx @) == YW = P(T, Yi; Y)» &, = WC tg P(T, 9, Ya); 
k=1,2) 

gilt. Die Differentialgleichungen (14) bzw. die auf ihren rechten Seiten 

stehenden Funktionen bestimmen also in jedem Punktepaare (x, y,), (2, Ya) 

der Integralkurven auf Grund der zweiten Gleichung (16) die Tangenten- 

richtungen dieser Kurven. 

Hieran schließt sich wieder eine vorläufige Entwicklung über die Lö- 
sungen der Gleichungen (14). Eine „Umgebung“ U’ des Punktepaares 
(a, b,) und (a, b,) sei gebildet durch alle Paare von Punkten (x, y,) und 
(x, Y2) gleicher Abszissen x, deren Koordinaten die Bedingungen erfüllen: 


(17) a-d<a<are, A BI nae, 

unter « und ĝ zwei positive Zahlen verstanden. In U’ seien die Funk- 
tionen 9,(2,%,,%,) eindeutig und stetig, und es sei A eine bestimmte 
positive Zahl, die derart gewählt ist, daß in U” überall die Ungleichung: 
(18) p(z, Yis Ya) < A 

gilt. Die Zahl « wird dann wie oben (in (6) 8. 259) erklärt und nötigen- 
falls eine Verkleinerung von U’ zur „Umgebung“ U des Punktepaares 
(a, b,) entsprechend den Ungleichungen: 

(19) a—e<rSute, ,-P<u<b+Pß 

vorgenomm en. 


Alles Weitere entwickelt sich wie oben. Die die Umgebung zusam- 
mensetzenden Punktepaare (x, y,) erfüllen zwei Rechtecke, die zwischen 


*) Im Falle zweier abhängiger Variablen y,, y, würde man besser x, Y, Y 
als rechtwinklige Raumkoordinaten deuten, wo alsdann durch das Gleichungen- 
paar y, = fi (£), Y, = fa (x) eine einzige im Raume gelegene Integralkurve dar- 
gestellt wäre. Indessen wäre diese Auffassung für mehr als zwei abhängige Va- 
riable nicht verallgemeinerungsfühig. 
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den beiden zur y-Achse parallelen Geraden x = a + « liegen. Wir zer- 
legen die Rechtecke in je 2» Parallelstreifen gleicher Breite 4x und be- 
ginnen vom Punktepaare (a, b,) die Konstruktion zweier Näherungsbilder 
von Integralkurven, die für jedes v die beiden Rechtecke von zwei Punk- 
ten der linken Seiten zu zweien der rechten Seiten durchziehen. Wir 
vermuten, daß diese Näherungsbilder für lim n = oo einer Grenze zusireben, 
ein System von Integralkurven darstellend, die die Umgebung U gleichfalls 
von den Seiten x =a — a zu den gegenüberliegenden Seiten durchziehen. 

Auch hier besteht der Satz: Haben die Funktionen p,(x,Yy,,%,) im 
Bereiche U stetige partielle Ableitungen erster Ordnung in bezug auf y, 
und Yz, so gibt es jedenfalls nicht mehr als ein dem Bereiche U angehören- 
des System von Integralkurven, die bzw. durch die Punkte (a, b,) und (a, ba) 
hindurchziehen. 

Der indirekte Beweis von S. 261 überträgt sich ohne Mühe. Hätten 
wir neben f, (x), fa (x) noch ein zweites System von Lösungen g,(2), 9,(2), 
so ziehen wir wie oben leicht die Folgerung: 


(20) 9E) F= fE) = (pe, nE), h (©) — aa, hD ha (2))) di. 


Die positive Zahl B sei so groß gewählt, daß in U überall die Unglei- 
chungen gelten: 


‚örle, uni <H, ui hm I<B, k=1,2, 


und & sei auf das gegenüber (19) vielleicht verkleinerte Intervall: 


1 1 
(21) na u 
beschränkt. 
Den unter dem Integralzeichen (20) stehenden Ausdruck entwickeln 
wir so: 
Lps, gk hs GNT) )— P x he), IR) )] H plr uf, X), Ja ))— pkt h, falx 1 


und schätzen die beiden hier addierten Klammerausdrücke, absolut ge- 
nommen, vermöge des Mittelwertsatzes ab: 


LACA AOR AD he) < Bin @- ho + Bmw AE 


Es sei wieder M das Maximum, welches die Absolutwerte | g, (£) — f (æ)! 
und ‚9(2) — f(x) im Intervalle (21) erreichen; dann gilt jedenfalls: 


9 92), pE) — P, h D, ha) KBM 


Wir beziehen nun die Gleichung (20) auf diejenige der beiden Funktionen 
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(g£) — f,(©)), welche das Maximum M erreicht, und folgern übrigens 
aus (20) ganz entsprechend wie oben aus (12): 


IBE A) <2BM-|E-al<5M, 


woraus dann wieder der Schluß auf M = O gezogen wird. Hieraus ist 
die Behauptung der eindeutigen Bestimmtheit der Integralkurven ein- 
leuchtend. 

Halten wir a fest, während b,, b, als voneinander unabhängig ver- 
änderlich gedacht werden, so würden wir, insoweit die benutzten Voraus- 
setzungen über die Funktionen p,(x, Y1, 9) zutreffen, zu einer „zweifach 
unendlichen“ Schar von Lösungssystemen f(x), f(x) gelangen, von denen 
wir ein einzelnes durch eine bestimmte Auswahl der b,,b, herausgreifen 
können. 

Der Erweiterung der Betrachtung auf Systeme von n gewöhnlichen 
Differentialgleichungen erster Ordnung: 


(22) Y = P lT, Yis Yas Ya Ya = Pal, Yi Y2 "y Ya) 


steht, wie man gesehen haben wird, nichts im Wege. Wir vermuten hier 
unter den erforderlichen Voraussetzungen die Existenz und Bestimmtheit 
einer „n-fuch unendlichen“ Schar von Lösungssystemen y=fi(X),*'*, 
Yn = f, (£), unter denen wir ein einzelnes System dadurch herausgreifen, daß 
wir für ein vorab festgewähltes Argument x = a die n zugehörigen Funk- 
tionswerte b, = fı(a),-- -, b, = f(a) willkürlich vorschreiben. 


2. Lösung gewöhnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung. Die Lösung 
der Differentialgleichung (1) S. 258 vollziehen wir nach E. Picard durch einen 
Grenzübergang, der von dem S. 250 angedeuteten verschieden ist. Unter Beibehaltung 
aller Bezeichnungen und Voraussetzungen von $ 1 bilden wir eine erste Funk- 
tion f, (£) vermöge des Integrals: 


(1) AE =b + fp, bde, 
a 
wo & dem Intervalle angehören soll: 


(2) a—a<:<a-te. 


In der Funktion unter dem Integralzeichen ist also das zweite Argument konstant 
gleich b gesetzt. Für jedes die Bedingung (2) befriedigende & gilt aledann: 


(3) hE) —b|SA E—al<Aa, IAD-dI<P 


Die Kurve der Funktion y = f, (æ) durchzieht also den Bereich U von der linken 
zur rechten Randgeraden. 


. _ *) Das erste Gleichheitszeichen in (3) gilt nur für &=a, das zweite nur für 
die beiden Extremwerte £. 
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Mit Hilfe der Funktion /,(x) erklären wir eine zweite Funktion: 


$ 
@ LE =+ foe, hejda, 


wo jetzt also das zweite Argument der Funktion p die Funktion f, (x) ist. Wir 
finden dann zunächst, da alle „Punkte“ (x, f,(&)) dem Bereiche U angehören und 
also im ganzen Integrationsintervalle | g(x, f, @)| <A ist: 


(6) K&—dI<sAlE—alsAr, |A — DIKEN, 


so daß auch die dieser zweiten eindeutigen und stetigen Funktion y = f; (®) zu- 
gehörige Kurve den Bereich U von der linken zur rechten Randgeraden durchzieht: 
Die Differenz der beiden erklärten Funktionen stellen wir so dar: 


& 
6) hO-AO=f (Pe, AE) — ple, dda. 


Um ihren Absolutwert abzuschätzen, folgern wir aus dem Mittelwertsatze unter 
Benutzung von (3): 


ya) —y@ÖI<SBlhk a —b SAB x al. 
Aus (6) folgt somit: 


& 


O IRO-ALOISAB fis—alldeh AO-ADIS AB ist. 


a 


Der eingeleitete Prozeß wird nun in gleicher Weise fortgesetzt und durch 
den Schluß der vollständigen Induktion gesichert. Wir erklären die Funktionen 
fa (£), +, fa(@) durch die Integrale: 


E ë 
©  AO=b+ fowha)da,., mO=d + |m fr da, 


nehmen an, daß f,_,(&) die Bedingung: 
(9) jfa- É) —b|SA|ġ—a|<áe,  \fn- É) —bI<F 
erfüllt, und daß die beiden Funktionen f,_,(x) und f,_,(&) die Ungleichung: 


E—ü #=1 


(10) fa- 1 (È — fa- (8) dr ern 


befriedigen. Dann folgt aus der letzten Gleichung (8), da zufolge (9) für das 
ganze Integrationsintervall die „Punkte“ (=, f,_,.(x)) dem Bereiche U angehören: 


(11) IA&—bdbIsAlE—al<Ar, |A — bI. 


Weiter aber reiht sich die Gleichung an: 


(12) NE) = (swf, m) — Pla, fa (0) ) dE, 


+) S. hier und weiterhin an den entsprechenden Stellen die vorige Note. 
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die sich wie die Gleichung (6) behandeln läßt. Der Mittelwertsatz lehrt: 


in n=l 
lole, fa) — oE fa) B aa h s aB lE, 


und also folgt aus (12): 


(a pa <ABr =f el d 
If $) n ROLES f (rn — 1)! É 


Nr 


a 
und damit nach Ausführung der Integration: 
5 P TE i amdal N 
hhn Ol ag EAE, 
Das bisherige Ergebnis fassen wir so zusammen: Durch die Kette der Glei- 
chungen (1), (4), (8) ist für jedes n eine im Intervalle a — a <x<a-+ «x eindeutige, 


stetige und differenzierbare Funktion f,(x) erklärt, deren Kurve den Bereich U von 
der linken zur rechten Randgeraden durchzieht; die Ableitung der Funktion f,(&) ist: 


d 
aus) h = fe- 8), 


und je zwei aufeinander folgende Funktionen erfüllen die Bedingung: 


Mr m e—a” 

(14) A — fa SABE ns 

ihre Ableitungen aber befriedigen die Ungleichung: 

: . ; x a) ie 

0) RO h-Al fa E, fat Aaa lE 
Diese Vorbereitungen setzen uns nun leicht in den Stand, die Existenz und 

Beschaffenheit einer „Grenzfunktion‘ f(x) = lim f,(x) aufzuweisen. Wir bilden die 

n= 


Reihe der Funktionen: 


(16) weh), eh) — fa 12), m> 1) 
und stellen aus ihnen die unendliche Reihe her: 
a7) ROE SMOE SAOL SE 


Zufolge der bei allen » >1 gültigen Ungleichung (14) für ' u,„(x) | konvergiert die 
Reihe (17) im Intervalle a - a<z<a-+« nicht schlechter als die beständig kon- 
vergente Potenzreihe der Exponentialfunktion AB-!-e? ==! Die Reihe (17) 
konvergiert somit im fraglichen Intervalle gleichmäßig und stellt also daselbst eine 
eindeutige und „stetige“ Funktion f(x) dar. Für den Einzelwert x kann man den 
Funktionswert f(x) als Grenzwert der Summe der n ersten Glieder der Reihe (17) 
beim Grenzübergange lim n = œ berechnen. Mit Rücksicht auf (16) folgt hieraus: 


(18) fix) == lim (u, x) == Us (2) JF "Fr =F Un (&)) Zum fa (æ). 


Die Funktionenreihe f(x), fa(®), :- besitzt also tatsächlich eine eindeutige stetige 
Grenzfunktion f(x), und die Kurve derselben wird den Bereich U gleichfalls von 
der linken zur rechten Randgeraden durchziehen, kann dabei aber auch beiderseits 
in einer Ecke des Bereiches U endigen. 

Auch die zur Reihe (17) gehörende „abgeleitete“ Reihe: 


(19) u (8) + tg (2) F ttg (2) + 


ist im fraglichen Intervalle zufolge (15) gleichmäßig konvergent, und ihre Summe 
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stellt demnach daselbst gleichfalls eine eindeutige und stetige Funktion œ (æ) dar. 
Dabei gilt für jeden Einzelwert x des Intervalles: 


ap (x) = lim (u (2) + u) ++ up (0) = lim f; (@) = lim g (@, fa -1 (2), 
n=%0 n= n=% 
und da wir lim f,—,(@) = f(æ) bereits feststellten, so besteht für jeden Wert x 
des Intervalles die Gleichung: 
(20) Ya) = px, f0). 
Zufolge der gleichmäßigen Konvergenz der Reihe (19) können wir setzen: 


y (2) = w, (2) + ts (@) +- H Unle) F RaO) 


und dabei n so groß wählen, daß |R,(x)| im ganzen Intervalle beliebig klein 
bieibt. Durch Integration folgt alsdann: 


$ A 
(21) b+ p Sz = U (E) F ua (E) F -o F e lE) Tae 


da für die untere Grenze die Gleichungen u,(a)= b, u, (a) = 0, ts (a) = 0, ... 
u,„(a) = 0 gelten. Da auch das im letzten Gliede von (21) stehende Integral für 
ausreichend großes n beliebig klein gemacht werden kann, so folgt mit Benutzung 
von (18): 


b+ [v@de-t18. 


Hieraus lesen wir ab, daß f(x) im Intervalle a — a<x<a-« eine differenzier- 
bare Funktion ist, und daß die Ableitung f'(x) mit y(x) identisch ist. Die Glei- 
chung (20) führt demnach auf: 

(22) fo) = ya, fa), 


so daß wir in der Funktion f(x) tatsächlich die Lösung unserer Differentialglei- 
chung gewonnen haben. 

Die Entwicklung ist leicht auf den Fall von melır als einer abhängigen Va- 
riablen übertragbar, wie am nächst höheren Falle zweier abhängiger Variablen er- 
läutert werden soll. Die Erklärungen und Bezeichnungen von $ 1 sollen hierbei 
wieder alle gültig bleiben. 

Wir erklären unter Vorbehalt der gleich folgenden näheren Erläuterung zwei 
Reihen eindeutiger und stetiger Funktionen durch die Integrale: 


[PE = ht f plz, b,b)dz, 


£ 
= 
” 


(23) LPO =n [a Pda, (k=1,9 
“a 


£ 
R» $) = b+ fa, Es), fr ia)de. 


Da für das erste Funktionenpaar in bekannter Weise folgt: 


Ar9—bi<Als—ai<sie, |MO—bul<P, 
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so steht dem Ansatze des zweiten Funktionenpaars nichts im Wege. In dieser 
Weise fortschließend finden wir für jedes v ein Paar eindeutiger und stetiger 
Funktionen f{”(&), für welche bei allen dem Intervalle (2) angehörigen Argumen- 
ten $ die Ungleichungen: 


(24) APE) — bh| SA]E— aj SA, |PH—bI<P 


gelten. Die beiden Kurven y = ff”) (æ) durchziehen somit die beiden den Bereich U 
zusammensetzenden Rechtecke von den linken zu den gegenüberliegenden Seiten. 

Auch der Vergleich je zweier aufeinander folgender Funktionen der beiden 
Reihen (23) kann wie oben vollzogen werden. Für die Abschätzung des absoluten 
Wertes der Differenz: 


er ATI) — a AR, AP) 
können wir die Rechnung von S. 264 wiederholen und finden: 

| palæ, a, AT) — le f De) 

SB) Ra) + BIT fea), 


Indem wir f{” (x) mit b, identisch nehmen, folgt zunächst aus den beiden ersten 
Gleichungen (23): 

—a |? 

wO- WPO sar Eel, 


sodann weiter durch den Schluß der vollständigen Induktion allgemein: 


|E—al* 


an 


(25) | APE) — pre) |< 2-1. A Bei 


Übrigens sind die für jedes n im Intervalle (2) erklärten beiden Funktionen 
fO (E) daselbst differenzierbar. Ihre Ableitungen sind: 


(7) /E 
ED era, 


für dieselben gelten die Ungleichungen: 
SE ae en 
(27) ae el Bau (n— 1)! ' 
Auch die weiter mit den Gleichungen (16) beginnende Betrachtung wird man 
leicht übertragen, wobei natürlich jedesmal an Stelle einer einzelnen gleichmäßig 


konvergenten Reihe ein solches Reihenpaar zu betrachten ist. Wir gelangen zur 
Existenz zweier „Grenzfunktionen“: 


(28) fo) = lim fP (a), 


(26) 


welche im Bereiche a—a<z<a+ die gewünschten Lösungen des Systemes (14) 
S. 262 darstellen, und deren Kurven y = f(x) die den Bereich U zusammenselzenden. 
Rechtecke von den linken Randgeraden (vielleicht von einem Endpunkte derselben) 
zur rechten durchziehen. 


3. Methode der Trennung der Variablen. Es gibt eine Reihe ein- 
fach gebauter Differentialgleichungen, bei denen man zur Gewinnung der 
Lösung nicht auf die entwickelten allgemeinen Methoden zurückzugehen 
braucht, sondern durch geeignete Umgestaltung der Differentialgleichung 
und Berechnung eines oder einiger Integrale die Lösungen gewinnt. 


9 
-1 
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Man nehme zunächst an, daß die auf der rechten Seite einer zu 
lösenden Differentialgleichung y'= g(x,y) stehende Funktion sich als 
Quotient einer Funktion — ®(zx) von x allein und einer Funktion ¥(y} 
von y allein schreiben lasse: 

r da {x 


Man setzt die Differentialgleichung dann auch wohl in die Gestalt: 
(2) (da + Y(y)dy = 0 
und sagt, insofern in dem mit d« multiplizierten Gliede nur y und in 
dem mit dem Faktor dy behafteten Gliede nur y auftritt, es habe sich die 
„Trennung der Variablen“ ermöglichen lassen. 

Zur Gewinnung der Lösung y = f(x) berechnen wir zunächst das 
unbestimmte Integral: 


(8) Sandy = X 
unter willkürlieher Auswahl der Integrationskonstanten. Wir haben dann 
in X(y) eine Funktion von x, für deren Ableitung man nach der „Ketten- 
regel“ und der Gleichung (1) findet: 
aX) _ aX) d 
de Fay 


Durch Integration in bezug auf x felgt hieraus: 


y T E 
z = H) ds biz). 


X) = —, | ia)de + C, 


unter C die Integrationskonstante verstanden. Ersetzen wir jetzt X(y) 
durch das Integral (3), so ergibt sich: Hat sich bei der gegebenen Diffe- 
ventialgleichung unter Trennung der Variablen die Gestalt (2) erreichen 
lassen, so gewinnt man die Lösung y= f(x) in der einstweilen „unentwickel- 
ten“ Gestalt: 4 ; 

(4) Solar +f Yody =C. 


Eine Gleichung dieser Art, welche ein Integral der Gleichung (1) 
unentwickelt darstellt, heißt eine „Integralgleichung“ der vorgelegten Dif- 
ferentialgleichung. Da C willkürlich wählbar ist, so gewinnen wir bei 
der geometrischen Deutung eine „einfach unendliche‘ Schar von „Integral- 
kurven“, was mit den Ergebnissen von S. 262 in Übereinstimmung ist. 
Denken wir in der Gleichung (4) die Konstante C noch unbestimmt, so 
sagen wir, die Gleichung stelle das „allgemeine Integral“ oder die „allge- 
meine Lösung“ der Differentialgleichung dar. Jede Einzelauswahl von O, 
der also eine besondere Integralkurve entspricht, liefert ein sogenanntes 
„partikuläres Integral“ oder eine „partikuläre Lösung“. Diese Bezeich- 
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nungen werden wir auch bei anderen Differentialgleichungen in Anwen- 
dung bringen. 

Statt der in (4) benutzten unbestimmten Integrale können wir uns 
auch der bestimmten Integrale bedienen; wir schreiben dann: 


6) Sowas + [Yoan = C, 


wo č und y als Integrationsvariable benutzt sind und die unteren Grenzen 
in geeigneter Weise fest gewählt seien. Insofern man die Berechnung 
eines bestimmten Integrals nach S. 54 und 162 in einfachster Art durch 
die „Quadratur“ einer ebenen Kurve veranschaulichen kann, bezeichnet 
man auch wohl kurz die Berechnung eines bestimmten Integrals, ja auch 
diejenige eines unbestimmten Integrals als eine „Quadratur“. In diesem 
Sinne ist die Aussage zu verstehen, daß die Differentialgleichung (2) mit 
getrennten Variablen durch „zwei Quadraturen“ lösbar sei. Auch diese 
Sprechweise wollen wir in den späteren Fällen beibehalten. 


Aufgaben: Man löse die folgenden Differentialgleichungen: 
1. y'{æ —3)=y— T. — Man findet durch Trennung der Variabler und Inte- 


gration: d 1 š 
$ = = 2 4 == 0, In = = e, 
=: Vu y — 


sowie durch Übergang vom Logarithmus zum Numerus: 
— =el l, æ—3—Cly—i)=. 


Die Schar der Integralkurven ist also hier einfach das Geradenbüschel durch den 
Punkt (3, 7). 


2. (© — 3)y — 2y 3 -y = 0. — Durch Trennung der Variablen und Partial- 
hruchzerlegung folgt: 


ae = aa + =o 
y 


Die allgemeine Lösung ist: 


In (æ +y 3)—mn(æ—y3)+lny= 0 
und kann leicht umgerechnet werden in die Gestalt: 


æy — Cx +V3y +CV3=0. 
Die Integralkurven stellen hier eine Schar gleichsei- 
tiger Hyperbeln dar, die in Fig. 78 angedeutet ist. Die 
zum Parameter C gehörende Hyperbel hat den Mittel- 
punkt (—Y3, C), durch den die Asymptoten parallel 
zu den Koordinatenachsen laufen. Während durch jeden endlichen Punkt mit 
æ| p3 nur eine Integralkurve hindurchläuft, ziehen durch den Punkt (3, 0) 
alle Kurven hindurch und durch den Punkt (—y3, 0) deren zwei, falls man die 
ñeiden Geraden, in welche die zu C== 0 gehörende Hyperbel zerfällt, als je eine 
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Integralkurve auffaßt. Man vergleiche das Ergebnis mit der allgemeinen Theorie 
(8. 261 ff.) durch Betrachtung der hier vorliegenden Funktionen: 


a EEE 28 
PN) ua) ir mer Te 


3. (æ — 1)y + y'= 0. — Die allgemeine Lösung ist: 
y(C + ln (æ — 1) =1. 


4. Man untersuche, ob es ebene Kurven gibt, bei denen in jedem Punkte 
(Œ, y) die in I, 287 dargestellte Strecke 7’ der Tangente zwischen dem Berührungs- 
punkte (x,y) und der x-Achse die konstante Länge 1 hat. — Nach (8) in I, 287 
muß also für alle Werte æ die Gleichung gelten: 


l PE 
ME Pa H, 
aT yi—y* 
Wir kleiden sie unter Trennung der Variablen in die Gestalt: 
dez} | ar 2 y=0 


und finden durch Integration : 
te=y1i— y +ny—In(1+y1—y?)+C. 


Wir gelangen zu einer Schar kongruenter Kurven, die auseinander durch Trans- 
lation in Richtung der -Achse hervorgehen. Es gibt also im wesentlichen nur 
eine Kurve der geforderten Art, nämlich die in I, 314 betrachtete und daselbst in 
Fig. 94 abgebildete „Traktrix“. 

5. Man bestimme alle ebenen Kurven, bei denen die Polarsubtangente in 
bezug auf ein fest gewähltes Polarkoordinatensystem für alle Kurvenpunkte den 
konstanten positiven Wert a hat. — Nach der dritten Gleichung (3) in I, 291 drückt 
sich die geforderte Eigenschaft in den Polarkoordinaten r, © so aus: 


r =a: j 2 ia 
wo 1“ die Ableitung von r in bezug auf Ẹ ist. Nehmen wir r als eine mit wachsen- 
dem # abnehmende Funktion an, so gilt: 
er = +d9=0. 


Durch Integration findet man r(9— C)=a. Für C=0 gelangen wir zu der durch 
Fig. 61, in 1,280 dargestellten „hyperbolischen Spirale“. Die zu sonstigen Werten € 
gehörenden Kurven gehen aus der eben genannten Kurve durch Drehung um den 
Pol O hervor; die geforderte Eigenschaft besitzt also nur die hyperbolische Spirale. 

6. Eine vertikal herabhängende Stange von kreisförmigem Querschnitt trägt 
an ihrem unteren Ende ein Gewicht P. In welcher Weise muß der Stangenquer- 
schnitt nach oben zunehmen, wenn das Stangenmaterial in allen Querschnitten 
gleiche Beanspruchung auf Zug erfahren soll? — 

Es gilt als selbstverständlich, daß die Stange eine geradlinige Achse hat, in 
bezug auf welche sie dann einen „Umdrehungskörper“ darstellt. Wir betrachten 
einen Querschnitt in der Höhe x über dem unteren Ende und bezeichnen den dor- 
tigen Querschnittradius mit y. Wir können dann auch die Frage dahin stellen, 
wie y von x abhängen muß, oder welches die „Meridiankurve“ für die vorliegende 
Umdrehungsfläche sein muß. 

In der Höhe æ wirkt neben dem Gewichte P auch noch das Gewicht des 
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darunter befindlichen Teiles der Stange. Der Rauminhalt dieses Teiles ist nach 
(13) S. 198: 


y 


7 fda. 
b 


Bezeichnen wir somit das spezifische Gewicht des Stangenmaterials mit o, so wirkt 
im Querschnitt der Höhe x die Zugkraft: 


x 


P- or faa. 
ö 


Diese Kraft verteilt sich gleichmäßig auf die Querschnittläche, deren Inhalt xy? 
ist. Soll demnach in allen Höhen x die gleiche Beanspruchung des Materials auf 
Zug vorliegen, so muß die eben berechnete Zugkraft zu =y” proportional sein, 
d. h. es ist y als Funktion von æ so zu bestimmen, daß: 


v 


P+or [yar— ray: 
6 


gilt, unter r einen konstanten Faktor verstanden. 
Differenzieren wir diese Gleichung in bezug auf x, so folgt: 


oy'—2 i 2 dy y 
== gy- s r = 0y. 
y Y-Y da ? 


Diese Differentialgleichung ist durch Trennung der Variablen leicht lösbar uud 
liefert, wenn am unteren Ende x = 0 der Stange der Radius y, vorliegt: 


2r In (2-\= os, Vene“ > 


\90 


so daß der Querschnittradius nach einem „Exponentialgesetze“ zunehmen muß. 


4. Differentialgleicehungen mit homogenen Funktionen. Multipli- 
ziert man die Differentialgleichung y = p(z,y) mit Y4x, y)dx, unter 
Y(z,y) eine geeignet gewählte Funktion von x und y verstanden, und 
setzt man zur Abkürzung: 


0) — plz, y) Y (x, y) = dla, y), 
so nimmt die Differentialgleichung die Gestalt an: 
(2) D(z, War + Y(x, y)dy = Ù, 


welche die Gleichung (2) S. 270 als Spezialfall enthält und in vielen Fällen 
nützlich verwendet wird. Die beiden Funktionen ® (x, y) und Y(x, y) sind 
hierbei natürlich nur insoweit bestimmt, daß ihr negativer Quotient gleich 
der Funktion y(x, y) ist. 

Eine Funktion F(z, y) der Argumente x, y heiße „homogen von der 
Dimension ò“, wenn sie der Bedingung genügt: 
(3) Ftx, ty) =t. F(x,y). 


Frioke, Diferential- u. Integralrechnung TI. 18 
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So ist z. B. die Funktion F(z, y) = 32°— 2xy?+ y? homogen von der 
Dimension 3 oder die Funktion: 

F(z, y) = = ln (= 2) F a: cos (2) 
homogen von der Dimension — 1. Zwei homogene Funktionen der Di- 
mensionen ô, und ô, liefern offenbar einen Quotienten, der homogen von 
der Dimension (ô, — ð+) ist. 

Es gilt nun folgender Satz: Falls in der Differentialgleichung (2) die 
Funktionen ®(x, y) und Y(x, y) homogen von gleicher Dimension sind und 
also die Funktion p(x,y) homogen von der Dimension Ò = Q ist, so ist die 
Differentialgleichung nach Einführung einer sogleich zu erklärenden, neuen 
abhängigen Variablen z an Stelle von y nach der Methode der Trennung 
der Variablen lösbar. Führen wir nämlich an Stelle der Funktion y von x 
die Funktion z = y-xz7! ein, so gilt: 


(4) y-ı2, y= +z, 


und die Gleichung y'= p(z, y) liefert die folgende Differentialgleichung 
zwischen x und z: . 


xd + z = g(a, 22) = 2°. (1, z) = (1, 2) = vie). 


Man sagt im vorliegenden Falle auch wohl, die Funktion (x, y) hänge 
nur vom Quotienten y: x ab. Die Trennung der Variablen x und z ist so- 
fort vollziehbar: h rE 


x gi z — 4 (z) — 


0, 


und man erhält als „allgemeine Integralgleichung“: 
` "iaz 
(5) In |®| fe 
wo nach Ausführung der Integration z wieder durch y : 27’ ersetzt wer- 
den mag. 


Aufgaben: 1. 22+y)dx+xdy=0. — Man wird als allgemeine Lösung 
æ! + æy = C finden, die Schar der Hyperbeln darstellend, welche die y- Achse und 
die Gerade © + y = 0 zu gemeinsamen Asymptoten haben. 

2. 22y de — (x? — y)dy= 0. — Man wird hier zu der Gleichung gelangen: 


Das Integral berechnet sich am einfachsten durch Substitution einer neuen Varia- 
blen 9 vermöge der Gleichung z =tg ð. Man findet: 


2: —-1 s 3 . 1 +:? 
€ = dz = Í (tg — cotg 9) d? = — in sind-cat|=in.."” , 
f =, je colg v, | iz 
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worauf die allgemeine Integralgleiehung die Form annimmt: 


l 2 
ln ee um te = 0 


oder auch, wenn wir e = C setzen: 
x? +y? — Cy =0. 


Die Schar der Integralkurven besteht aus allen Kreisen, die die æ- Achse im Null- 
punkte berühren. 

3. Ein Hohlspiegel habe die Gestalt einer Umdrehungsfläche. Wie muß die- 
selbe gewählt werden, wenn die parallel zur Achse der Fläche auffallenden Licht- 
strahlen nach einem und demselben Punkte der 
Achse zurückgeworfen werden sollen? — Man wähle r i ni N 
die Achse der Fläche zur x-Achse und das gemein- E PX 
same Konvergenzzentrum der Strahlen zum Null- 
punkte O. Die Meridiankurve habe die zu suchende 
Gleichung y = f(x). Ein parallel zur x-Achse auf- 
fallender Strahl treffe die Meridiankurve im Punkte } 
P der Koordinaten x, y (e. Fig. 79). Da nach dem 
Reflexionsgesetze der „Reflexionswinkel“ © OPR g 
gleich dem „Einfallswinkel“ ist und letzterer gleich 
dem Winkel X ORP ist, so gilt OR=OP. Nun ist Pig: 70. 
aber OR-+-x die Subtangente RQ, für welche wir nach (8) in I, 287 den Aus- 
druck y:y' besitzen. Da andrerseits OR = OP = Vx? -+ y? ist, so folgt: 


+ Va+y=7 
oder auch nach kurzer Umrechnung: ý 

‚_-a+Verty 
(6) j= Zn 
mit positiv genommener Quadratwurzel. 


Die der Vorschrift entsprechende Behandlung dieser Differentialgleichung 
führt, wenn wir auf die Möglichkeit negativer æ Rücksicht nehmen, auf: 


2dz ef 
1+-2?—yı+2? 
Um die Integration zu erleichtern, führen wir den Winkel $ der Fig. 79, die 


„Amplitude“ des Punktes (x, y), als neue Variable ein, indem wir z = tg 2 setzen. 
Es folgt: 


f: 238 =j ei T e LE E E T 
J1+2-V1+z 1—co8% J cos® — cos?F 
Setzen wir demnach, um endgültig Polarkoordinaten einzuführen, auch noch 
2=rcos#, so ergibt sich: 

In(r-!coa# |) + In (1 — cos#)— 1n | cos 2 | = C. 
Führen wir endlich e®=p als neue Konstante ein, so nimmt das Ergebnis die Ge- 
stalt an: 

pP 

7 e FE En 
@) r= IZ eot’ 
womit wir die Polargleichung der Parabel gewonnen haben (vgl. „A. G.“ S. 64) 
Der Hohlepiegel muß also die Gestalt eines „Umdrehungsparaboloide" haben. 


18* 


In æi + 
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4. Fig. 80 soll einen achsialen Schnitt einer Glaslinse darstellen, die auf der 
konkaven Seite kugelförmig geschliffen ist und auf der konvexen Seite eine Um- 
drehungsfläche hat, deren Achse durch die Kugelmitte läuft. Wie hat man die 
Umdrehungsfläche zu wählen, wenn parallel zur 
Achse auf die konvexe Fläche fallende Strahlen 
einfarbigen Lichtes senkrecht zur konkaven Fläche 
gebrochen werden sollen, so daß sie nach Aus- 
tritt aus der Linse nach dem Mittelpunkte der 
Kugelfläche konvergieren? — Man wähle, wie 
Fig. 81 anzeigt, den Kugelmittelpunkt zum Null- 
punkte O und die Linsenachse zur x-Achse. Ein 

/ einzelner Strahl trefie die Linse im Punkte P 

u eg der Koordinaten æ, y, in welchem PR die Nor- 

Fig. 30, male der Meridiankurve y = f(x) ist. Der ab- 

gelenkte Strahl soll dann also PO sein. Die 

beiden in der Figur mit p und y bezeichneten Winkel heißen in der Optik „Ein- 

fallswinkel“ und „Brechungswinkel“; nach dem Brechungsgesetze ist der Quotient 

sin ß:siny konstant und liefert den „Brechungsindex“ n.*) Der reziproke Wert 

von n heiße c, so daß: 

(8) siny=csinß 


gilt und übrigens c < 1 ist. Da im vorliegenden Falle y <0 ist, so ist die Sub- 
normale RQ nach der Gleichung (8) in I, 287 durch — yy’ gegeben, so daß die 
Strecke OR =z + yy ist. Da übrigens sin d = sin ß ist, so folgt aus dem 
Sinussatze ; 

OR:O0OP= (£4 yy): 4V + y7 = sin y: sin f =e, 


woraus die Differentialgleichung hervorgeht: 
— xeyr +y? 
g 


Diese Gleichung gestattet dieselbe Behandlung 
wie die Gleichung (6). Die Einführung der Polar- 
koordinaten führt zum Ergebnis: 


(9) y = 


r= E 
TE 
Die Meridiankurve ist also eine „Ellipse“, für welche 
O der „links liegende“ Brennpunkt ist und c die 
„numerische Exzentrizität“ darstellt. 

Der Leser formuliere und löse eine entspre- 
chende Aufgabe für eine plankonvexe Glaslinse an der Hand der Fig. 31. 


5. Lineare Differentialgleichungen. Eine Differentialgleichung der 
Gestalt: l 
A) Ytya)y = Y2), 


die in der gesuchten Funktion y und ihrer Ableitung y vom „ersten“ 


*) Für die Natriumlinie und Flintglas ist n = 1,63. - -; s. übrigens I, 363. 
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Grade oder „linear“ ist, wird selbst als eine „lineare Differentialgleichung“ 
bezeichnet. Die von y und y’ freien Glieder sind auf der rechten Seite 
der Gleichung (1) in den Ausdruck (x) zusammengezogen. Ist ¢ (x) 
mit O identisch, so heißt die lineare Differentialgleichung „homogen“, 
andernfalls „richt-homogen“. 

Die Funktionen g(x) und y(x) mögen entweder für alle endlichen z 
oder doch in einem begrenzten Intervalle als eindeutig und stetig voraus- 
gesetzt werden. Wir können dann in diesem Intervalle die Gleichung (1) 
leicht durch „Quadraturen“ lösen. Zunächst gestattet die homogene 
Gleichung: 

dy 


(2) y+ ol) =0 7 


wie man sieht, die Anwendung der „Methode der Trennung der Varia- 
blen“. Die Integration liefert: 


+ g(xr)dz =0, 


JY OGLE 


In|y +/p(@)de = In y-e = 


2 fer 
oder, wenn wir +e = C als neue Konstante einführen: 


(3) y = g ra 

In (3) haben wir das allgemeine Integral der homogenen linearen Differen- 
tialgleichung (2) vor uns, wobei also die willkürliche Konstante O (der 
„Parameter“ der Schar der Integralkurven) „multiplikativ“ auftritt. Die 
bei der Berechnung des Integrals von p(x)dx verfügbare Konstante denken 
wir beliebig, aber bestimmt gewählt. Änderung des Integrales um die 
„additive“ Konstante ¢ bewirkt Änderung der rechten Seite um den „Fak- 
tor“ e°, läuft also einfach auf eine Änderung der „multiplikativen“ Kon- 
stanten hinaus. 

Weiter kann man die Lösung der nicht-homogenen Gleichung (1) 
nach der „Methode der Variation der Konstanten“ von Lagrange auf die 
Lösung der „zugehörigen“ homogenen Gleichung zurückführen. Als „zu- 
gehörig“ zu (1) bezeichnen wir die homogene Gleichung: 

(4) +p@)n=0, 

in welcher ọ (x) dieselbe Funktion wie in (1) bedeutet, die rechte Seite 
identisch gleich O gesetzt ist und übrigens zum Unterschiede gegen die 
Lösung y der Gleichung (1) die abhängige Variable durch 7 bezeichnet 
wurde. Als partikuläres Integral 7, von (4) benutzen wir die Exponen- 
tialfunktion des Integrales von — p(z)dx. Dann ist die „allgemeine“ 
Lösung von (4) einfach n = C’n,. Die genannte Methode besteht nun 
darin, daß man im Produkte Cn, an Stelle der Konstanten C eine von x 
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abhängige Funktion z treten läßt und dieselbe so zu bestimmen sucht, daß 
das abgeänderte Produkt zņ =y die Gleichung (1) befriedigt. Tragen 
wir aber: 
(5) yo, Y= nH 
iu (1) ein, so folgt: 

EN + No + PCE) Z No = 2 Mot 2m + p) = ver). 
Da nun der hier mit g multiplizierte Ausdruck in der Klammer zufolge 


(4) identisch verschwindet, so ergibt sich, wenn wir für ı, noch seinen 
Exponentialausdruck eintragen: 


(6) A 


Hieraus findet sich z durch eine einfache Integration: 


e= 0 4f owe) 


Die erste Gleichung (5) liefert also das Ergebnis: Die allgemeine Lösung 
der linearen Differentialgleichung (1) ist durch „zwei Quadraturen“ in der 
Gestalt zu gewinnen: 


(1) y= rg +j (viae )az) > 


Es könnte scheinen, daß den zwei Quadraturen entsprechend in der 
allgemeinen Lösung (7) zwei willkürliche Konstanten enthalten sind. Dies 
ist indessen nicht der Fall. Eine Änderung des Integrals von p(z)dx 
um die additive Konstante ce bewirkt re das Auftreten des Faktors e 
im zweiten Gliede der Klammer in (7) und dasjenige des Faktors e”° vor 
der Klammer. Indem wir also den letzteren Faktor in die Klammer 
hineinmultiplizieren, resultiert nur eine Änderung der Konstanten C, näm- 
lich zu Ce". 

Beiläufig sei bemerkt, daß die als „Bernoullische Differentialglei- 
chung“ bezeichnete Gleichung: 


e) u yY+Yp@y= vl) y" 

leicht auf eine lineare Differentialgleichung zurückführbar ist. Für =Q 
und n = 1 liegt unmittelbar eine solche vor. Für andere Werte n führen 
wir eine neue abhängige Variable z so ein: 

O z=, Felge, Ami 

Die Gleichung (8) kleidet sich in die Gestalt: 

(10) z+ (1—n)g(z)z = (nee), 


womit wir für z eine „lineare Differentialgleichung“ erhalten haben. 


=y (2)e a pizjdx 
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Aufgaben: t. 1 + g?) y =y +1. — Lösung: y =x + CYL +z’. 
2. (x+ 1) y — 2y — (æ + 1)t= 0. — Lösung: y=0@ ++i HDs 


3. + r’)y +y —a=0. — Lösung: y =a 4 C- e758, 

4. y’ — y cos x =a sin 2g. — Lösung: y = C .e™™7 — 2a (1 + sin z). 

5. Eine lineare Differentialgleichung tritt bei der Untersuchung elektrischer 
Ströme wechselnder Stärke infolge der Selbstinduktion der Ströme auf. In den 
beiden Endpunkten A und B eines linearen Stromleiters werden durch geeignete 
Vorkehrungen Spannungszustände unterhalten, und zwar sei V der Überschuß 
der Spannung in A über diejenige in B, wobei übrigens V auch einen negativen 
Wert oder den Wert 0 haben darf. Ist R der Gesamtwiderstand des Leiters, so 
wird bei konstantem V zufolge des Ohmschen Gesetzes ein von A nach B laufen- 
der Strom der Stärke J= V: R`" erregt; die Bedeutung negativer Vorzeichen 
von V und J ist dabei einfach die, daß der Strom von B nach A fließt. 

Ist nun V und damit auch J mit der Zeit veränderlich, so schreiben wir V(t) 
und J(t) als Funktionen der Zeit t. Es tritt dann durch „Selbstinduktion“ im 
Leiter eine „elektromotorische Gegenkraft“ auf, welche der durch V(t) gemesse- 
nen elektromotorischen Kraft entgegenwirkt. Diese Gegenkraft ist proportional 
der „Geschwindigkeit“ des Anwachsens von J(t), d. i. gleich u wo L eine 
Konstante, nämlich der sogenannte „Selbstinduktionskoeffizient‘‘ des Stromleiters 
ist. An Stelle von V in der Gleichung des einfachen Ohmschen Gesetzes V = R- J 
hat also die Differenz (V — L.-J’) einzutreten, so daß das Gesetz zwischen der 
Spannung V(t) und der Stromstärke ./(t) die Gestalt einer linearen Differential- 
gleichung annimmt: 

aJ R 


Inz 
a1) utrr7-ıro- 
Man nehme an, daß die Spannung „sinusartig‘‘ wechsle: 
V =F, singt, 


unter V, und q Konstante verstanden, und bestimme für diesen Fall das Gesetz 
der Stromstärke J(f). — Man findet zunächst: 


R 
Dis [ 


= . > R, y 
TOE (ot f singt et ae). 
\ j 


Das Integral berechnet sich nach (9) S. 14 und führt auf: 


R 


200. zZ” Haag Rein at al. coa gh). 
Schreiben wir zur Abkürzung: 
ma e cos £ = Retr sin £ = Mpa =, 
i VR'i+gL: VRHI 
so nimmt die Formel für J(t) die Gestalt an: 
R, A 
(12) To = ee _ sin (qt — 8): 


er eu.) 
yR’ ES q? L? 
Der Wert der Konstanten C ist dadurch zu bestimmen, daß man etwa zur Zeit 


N 
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t=0 den Wert J(0) der Stromstärke vorschreibt. Übrigens hat” R: L in der 
Praxis einen großen Wert, so daß das erste Glied in (12) rechts schnell gegen 0 
abnimmt. Die Stromstärke verläuft also alsbald angenähert auch „sinusartig“; 
durch den Wert wird die „Phasenverschiebung‘“ oder „Nacheilung‘“ des Stromes 
hinter der Spannung gemessen. 

Ist die Spannung zwar. eine periodische Funktion von t mit der bisherigen 


F 27 z F . 
Periode Ze ohne indessen einem einfachen Sinusgesetze zu folgen, so hat man 


sich zur Berechnung der Stromstärke der Fouzierschen Reihen zu bedienen. Man 
untersuche z. B. den Fall, daß Y(t) in der ersten Hälfte der Zeitperiode konstant 
gleich V,, in der zweiten Hälfte gleich — V, ist. — Man hat an die „reine Sinus- 
reihe“ (8) 5. 246 anzuknüpfen und wird als Entwicklung von V(t) finden: 


44%, Senertl)gt 
Er Tr nt 


Für die Stromstärke ergibt sich der Ausdruck: 
24 4y, z in((2 1 
eg a Ste EEr D < 
x = n1) y R? 4 (2ng LE 


wo s, die folgende Bedeutung hat: 
2n+1)gaL 
R 


ë, = arc tg 


6. Methode des integrierenden Faktors. Es werde die S. 273 ein- 
geführte Gestalt: 
(1) Pix, y)dz + Y(x, y)dy = 0 


der Differentialgleichung zugrunde gelegt, und es gelte die Voraussetzung, 
daß in einem der Betrachtung zugrunde zu legenden Bereiche B der 
z, y-Ebene die beiden Funktionen Ọ(z, y) und Y(x,y) eindeutig und 
stetig seien und ebensolche partielle Ableitungen erster Ordnung haben. 
Von der ursprünglichen Gestalt (1) S. 258 der Differentialgleichung aus 
sind die Funktionen ® und Y nur erst insoweit bestimmt, daß ihr negativ 
genommener Quotient mit der auf der rechten Seite der Gleichung (1) 
8.258 stehenden Funktion identisch ist. Wir können demnach bei einer und 
derselben Gleichung (1) S. 258 noch unbegrenzt viele Gestalten (1) erzielen, 
deren einzelne wir aus einer zunächst gewählten Gestalt (1) dadurch her- 
stellen, daß wir die letztere mit irgend einer Funktion u(x, y) von z und y 
multiplizieren. Um die an die Funktionen ® und Y gestellten Forde- 
rungen beständig zu befriedigen, werden wir natürlich solche Funktionen 
w(z,y) wählen, die in B eindeutig und stetig sind und daselbst eben- 
solche Ableitungen py, u, haben. 

Wir stellen nun folgende Erklärung auf: Eine Funktion u(x, y) soll 
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ein „integrierender Faktor“*) der Gleichung (1) heißen, wenn die mit u 
multiplizierte linke Seite der Gleichung: 

(2) u (z, y) (z, dr + ulz, y)Y (2, y)dy 

bei unabhängig gedachten Variablen x,y ein „vollständiges Differential“ dar- 
stellt (s. 1,151). Hierzu ist, wenn wir uns der Abkürzungen: 

(3) B(k, Piz, y) = p(z, 2, u(z,y)W(z, y)= vie, y) 
bedienen, nach (4) S. 147 hinreichend und notwendig, daß im Bereiche B 
die folgende Gleichung identisch besteht: 

(4) Py (2, Y) = url, Y). 

Der Name „integrierender Faktor“ rechtfertigt sich dadurch, daß wir 
die Differentialgleichung unmittelbar zu integrieren imstande sind, falls wir 
auf irgend einem Wege die Kenntnis eines Faktors u (x, y) gewonnen haben. 
Wir können nämlich das vollständige Differential: 

(5) p(z, ax + va, y)dy 
nach den S. 146 ff. entwickelten Regeln im Bereiche B integrieren, sei es 


durch das daselbst unter (6) angegebene bestimmte Integral***) oder 
auch entsprechend der Regel (9) S. 150, die wir hier in der Gestalt: 


(6) rey) = f pæ, da +f lwen- fre, y)dzdy 


wiederholen. Für die so gewonnene Funktion gilt dann: 


(1) I MW (z, Y), i E y) = Ņ(z, y), 
und es ist leicht einzusehen, daß wir in 
(8) fia,y)=e oder f(x, y)—c=0 


eine Darstellung für das allgemeine Integral von (1) vor uns haben. Be- 
rechnen wir nämlich für die durch (8) gegebene unentwickelte Funktion y 
von x nach der Regel (6) in I, 159 die Ableitung, so folgt: 


Are: tz(&, Y) ae p(z, y) la m biz, y) 

fi, Y) pix, y) Yz, y)? 
so daß diese Funktion y von x die Differentialgleichung wirklich be- 
friedigt. 


y= 


*) oder „Eulerscher Multiplikator“. ; 
**, Es’ bedarf kaum eines Hinweises, daß die hiermit eingeführte Funktion 
g (x, y) natürlich nicht die auf der rechten Seite von (1) S. 258 stehende Funktion 
g(x, y) ist. 
**#) Zur Vermeidung von Umständlichkeiten denken wir dann B als von einer 
geschlossenen Randkurve begrenzt. 


232 VI, 1. Gewöhnliche Differentialgleichungen erster Ordnung [6 


In der Annahme, daß ein erster integrierender Faktor u(x, y) bereits 
gewonnen sei, schließen wir an die eben beendete Rechnung gleich noch 
folgende Betrachtung: Für die im Bereiche P auftretenden Integralkur- 
ven (8) wird der „Parameter“ c Werte eines gewissen endlichen Intervalles 
zu durchlaufen haben. Wir verstehen unter z(c) eine in diesem Intervalle 
eindeutige und differenzierbare, im übrigen aber „willkürlich gewählte“ 
Funktion. Es besteht dann der Satz: Wie auch im übrigen die Funktion 
x gewählt sein mag, stets ist mit u(x, y) auch: 


(9) M(z, y) = (fa, Y) u (2, y) 
ein integrierender Faktor. Setzen wir nämlich: 


plz, y) = M(z, bla, y) = Lfe, MPE, y), 


U, y) = M(x, Y) (z, y) = alfa, DVE, Y), 

so folgt für die Ableitungen nach y bzw. z: 

Py (2, Y) = LFE, DE p, E, Y) + LAE, D) fy (2, 9) PE, Y), 

Pa (2, Y) = 1E, Y) Va (2,9) + LEE, N) fa (2, Y) ve, Y) 
die zufolge (4) und (7) sich in B als identisch erweisen. Das Kennzei- 
chen (4) eines vollständigen Differentials ist also auch bei (pdx + wdy) 
erfüllt. 

Ist andrerseits M(x, y) irgend ein zweiter integrierehder Faktor, so 

möge derselbe durch das Integrationsverfahren zur Darstellung F(z,y) =C 
des allgemeinen Integrals führen. Dann ergibt sich aus: 


Fay)=-May)Ya,y, Ray) = ulz, y) Ver, y) 

die folgende, in B identisch bestehende Gleichung: 
M(z,y) _ Fyl&,y) 

= uey) a) 
Es ist nun leicht einzusehen, daß die hier rechts (und also auch, links) 
stehende Funktion von x und y längs der einzelnen Integralkurve konstant 
ist. Tragen wir nämlich in (10) eine durch eine einzelne Gleichung (8) 
gegebene Funktion y von & ein, so ergibt sich aus (10) eine Funktion 
von x allein, deren Ableitung nach x mit O identisch ist, woraus die Be- 
hauptung hervorgeht. In der Tat berechnet sich die Ableitung jener 
Funktion von x als ein Quotient, dessen Zähler (bei Fortlassung der 
Argumente) die Gestalt annimmt: 


1) y Fa + Em Y) — Fy Ct fa S) = fy Foy + foy Ea Rn fey Fy 
wie man mit Rücksicht auf die identischen Gleichungen: i 


TES Ran) _ _ Fa) 
fa (æ, y) Fyz, y) 
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leicht feststellt”) Andrerseits folgt, indem man die in B identisch be- 
stehende Gleichung: 


fy @ y) Fa Y) — f Œ y) F, æy) = 0 
partiell nach y differenziert: 
fe Fy + fo Fa — fe Fp — fes Fy = 0. 
Der Ausdruck (11) ist also tatsächlich mit O identisch, so daß unsere Be- 
hauptung über die Funktion (10) zu Recht besteht. 

Hiernach gehört zu jeder Kurve (8) und also zu jedem Werte des 
Parameters c ein bestimmter Wert des Quotienten (10). Wir wollen diese 
eindeutige Abhängigkeit des Wertes (10) als Funktion von ce durch das 
Symbol z(c) bezeichnen. Für irgend einen Punkt (x,y) von B berechnen 
wir demnach den Wert (10), indem wir zunächst den Wert e= f(x, y) 
für diesen Punkt ausrechnen und diesen Wert als Argument in z(c) ein- 
tragen, d. h. es gilt: 

(12) a = uf p). 

Übrigens ist die Differenzierbarkeit von y eine Folge derjenigen von u, 
M und f. Wir sind damit zu dem Ergebnis gelangt, daß jeder integrierende 
Faktor M(x, y) der Differentialgleichung (1) durch den ersten Faktor u(x, y) 
und die zugehörige Funktion f(x, y) in der Gestalt (9) darstellbar ist. 

Die Möglichkeit, daß die Funktion y mit einer Konstanten identisch 
ist, schließen wir nicht aus. Liegt sie vor, so unterscheiden sich die bei- 
den Funktionen M(z,y) und u(x, y) eben selbst nur um einen konstan- 
ten Faktor. Kommen aber dem Quotienten (10) Werte zu, die nur längs 
der einzelnen Kurve konstant sind, jedoch von Kurve zu Kurve wechseln, 
so kommt der einzelne dieser Werte C eben nur einer Kurve zu. Unter 
diesen Umständen erkennen wir in der Gleichung: 
eine aus den beiden integrierenden Faktoren aufgebaute neue Darstellungs- 
art des allgemeinen Integrals unsrer Gleichung (1). 

Umständlicher ist der Beweis der Existenz eines ersten Faktors 
u(z,y). Man pflegt denselben auf den Existenzbeweis der allgemeinen 
Lösung der Differentialgleichung zurückzuführen. Wir haben oben (8.262) 
von den verschiedenen Punkten (a,c) einer zur y-Achse parallelen Ge- 
raden z = a aus eine Schar von Integralkurven konstruiert.**) Bei der 


*) Man beachte, daß aus den Voraussetzungen betreffs ®, Y, u, M die Existenz 
der zweiten Ableitungen von f und F folgt. 

**) Für die Ordinate des Punktes (a, c) ist hier zum besseren Anschluß an 
die vorliegenden Entwicklungen statt b die Bezeichnung c gebraucht. 
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einzelnen Kurve ist die zur Abszisse x gehörende Ordinate y neben die- 
sem x von der Anfangsordinate e abhängig; in diesem Sinne werde y als 
Funktion zweier Argumente x, c so geschrieben: 

(14) y=9(a, 6). 

Durch diese Gleichung können wir c unentwickelt als Funktion von & 
und y erklärt denken. Schreiben wir diese Funktion in entwickelter Ge- 
stalt c = f(x, y), so gelte die Annahme, daß wir dabei zu einer Funktion 
f(x, y) gelangen, die im Bereiche B eindeutig und stetig ist und eben- 
solche Ableitungen der ersten und zweiten Ordnung besitzt.*) Dann gilt, 
da wir in f(x, y)— c= 0 eine Darstellung des A Integrals 


haben: rer i ie ls) 


Iren Yan) 
als identische Gleichung, und wir haben in: 


Ray) _ hly) 
Say) Yy) 
einen ersten integrierenden Faktor gewonnen. 

Zur wirklichen Berechnung eines integrierenden Faktors u(x, y) für 
eine gegebene Gleichung (1) kann man so vorgehen, daß man für die 
beiden Funktionen pọ = u®, w =uY das hinreichende und notwendige 
Kennzeichen (4) eines vollständigen Differentials ansetzt. Dies führt nach 
kurzer Zwischenrechnung zu der Relation: 


A Te 
u ipi yj = 


a5) Ya, ygs 9e, yay tela, y) — da, yi) = 0, 


welche die beiden „unabhängigen Variablen“ x, y, die „abhängige Varia- 
ble“ u und die partiellen Ableitungen erster Ordnung von u nach z und 
y verbindet. Der bisherigen Bezeichnung entspricht es, wenn wir die 
Gleichung (15) eine „homogene lineare partielle Differentialgleichuny erster 
Ordnung“ nennen. Indem wir auch den Begriff der „Lösung“ auf diese 
Gleichung anwenden, ist nach dem Bisherigen folgender Satz einleuchtend: 
Jeder integrierende Faktor u(x, y) der Gleichung (1) ist eine Lösung der 
partiellen Differentialgleichung (15), und umgekehrt ist jede solche Lösung 
auch ein integrierender Faktor von (1). 

Der Wert dieses Ergebnisses erscheint zunächst insofern illusorisch, 
als die Auflösung der partiellen Differentialgleichung (15) im allgemeinen 
ein weit schwierigeres Problem als diejenige der gewöhnlichen Differential- 
gleichung (1) ist. In besonderen Fällen kann aber die Gleichung (15) 


*) Die allgemeine Prüfung der Berechtigung dieser Annahme auf Grundlage 
der Entwicklungen in § 2 (S. 265ff.) würde uns hier zu weit führen. 
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zugänglicher sein als die Gleichung (1). Wir wollen, unter z = œ (£, y) 
eine geeignet gewählte Funktion von x und y verstanden, die Annahme 
machen, es seien ® und \ speziell so gebaut, daß sich der Quotient: 

(16) ee | 


= (2) 
Y. ogr — O- oy X (2) 


als eine Funktion X(z) von z = w(x, y) allein schreiben läßt. Dann gibt 
es einen bis auf eine multiplikative Konstante bestimmten Faktor u, der 
gleichfalls von z allein abhängt und durch eine Quadratur in der Gestalt: ` 


(17) uloz, y) = A Kırdı 


berechenbar ist. Für dieses u gilt nämlich: 


d 3 dl $ 
õu ap e e e k- 


D @ 

02 dz *® a =x 
CHUR, dliiu T AAT 
re er o, RK“, 


ulo(z,y)) befriedigt also, wie man mit Hilfe von (16) feststellt, tat- 
sächlich die Gleichung (15). Die beiden wichtigsten Spezialfälle dieses 
Ergebnisses sind die, daß &(x,y) entweder mit x oder mit y identisch 
ist. Sie ergeben den Satz: Fällt aus dem Quotienten (Y/ — ®,/):W die 
Variable y heraus, so daß eine Funktion von x allein restiert, so ist: 

x Hh A pe GY 
(is) Pa ke 
ein integrierender Faktor; ist aber (Y; — ®,):® eine Funktion von y 
allein, so ist: 


a 
(19) uiy) urn er 


ein integrierender Faktor von (1). 
Aufgaben: 1) 20’y + 2y+ö)de + (22° + 2x)dy = 0. — Es existiert ein 
von x allein abhängender integrierender Faktor; die allgemeine Lösung ist: 
2xy +5artge=(. 


2) (2xy* — 3y°) dx -+ (T —3xy)dy=0. — Es existiert ein von æ freier 
Faktor; als allgemeine Lösung wird man finden æ?y —- 3gy? + Cy —1=0. 
3) (x + y)dæ — (x — y)dy = 0. — Es gibt einen allein von der Funktion 


, 
AE 


o(x) = g? -+ y? abhängenden Faktor u; Lösung: ln (xë + y°) + 2 arc tg = =. 
4) Für die „lineare“ Differentialgleichung: 
(ypa -v@)de— dy=0 


existiert ein von x allein abhängender Faktor. — Man führe die Integration durch 
und muß zur Gleichung (7) S. 278 zurückgelangen. 
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7. Hauptsätze der Wärmelehre. Die Begriffe des vollständigen Differentials 
und des integrierenden Faktors finden Verwendung bei der Entwicklung der „Haupt- 
sätze" der „mechanischen Wärmetheorie“. Der Zustand eines in einem Behälter 
eingeschlossenen homogenen Gases, dessen Gewicht gleich der Gewichtseinheit (1 kg) 
sei, wird durch drei Größen bestimmt, den Rauminhalt oder das Volumen v des 
vom Gase angefüllten Behälters, den Druck p des Gases etwa auf die Flächenein- 
heit der Umwandung und die in der „absoluten“ Skala gemessene Temperatur T 
des Gases. Diese drei „Zustandsgrößen“ sind in der Art aneinander gebunden, daß 
durch willkürliche Auswahl zweier unter ihnen die dritte Größe eindeutig mit- 
bestimmt ist. Als Näherungsformel für die hierbei vorliegende Abhängigkeit be- 
nutzte man früher ausschließlich: 

(1) PO R-T 1 


wo A eine für das Gas charakteristische Konstante ist. Diese Formel ist indessen 
nur brauchbar bei kleinen Werten p und entsprechend großen Werten v. In der 
neueren Thermodynamik hat die Untersuchung stark komprimierter Gase, bei denen 
übrigens der früher als grundsätzlich erachtete Unterschied zwischen dem gasför- 
migen und dem flüssigen Aggregatzustande mehr und mehr hinweggeräumt wurde, 
zur Unbrauchbarkeit des Gesetzes (1) bei großen Werten p und entsprechend kleinen 
Werten v geführt. An Stelle von (1) ist als Näherungsgesetz jetzt die sogenannte 
„Zustandsgleichung“ von van der Waals getreten: 


©) (p+3)e-D=R-T, 


in welcher a und b zwei weitere für das Gas charakteristische Konstante sind.*) 
Diese Gleichung ist die Grundlage der neueren Thermodynamik geworden. Ubri- 
gens sei zunächst nur die Existenz einer Zustandsgleichung ohne eine besondere 
Annahme über ihre Gestalt vorausgesetzt; weiter unten mag jedoch die Gleichung 
(1) als hinreichend genau gelten. 

Wärmemengen bezeichnen wir, in der mechanischen Einheit gemessen, all- 
gemein durch Q, sehr kleine Wärmemengen durch dQ. Führen wir dem Gase 
ohne Änderung des Volumens v eine Wärmemenge zu, so steigt die Temperatur 
nach einem gewissen Gesetze, das wir zunächst als durch den vorliegenden und 
konstant gedachten Wert v mitbedingt anzunehmen haben. Den reziproken Wert 
der Ableitung dieser Funktion T von Q in bezug auf Q bezeichnet man durch c, 
und nennt ihn die „spezifische Wärme‘ des Gases bei konstantem Volumen. Die 
Bedeutung der Benennung leuchtet ein, insofern wir bei einer sehr kleinen Wärme- 
zufuhr d Q zwischen ihr und der zugehörigen Temperaturerhöhung d T die Näherungs- 
gleichung finden: 

(3) dena, 


so daß bei konstant gedachtem ce, dieser Wert c, die Wärmemenge sein würde, 
die eine Erhöhung der Gastemperatur um einen Grad bewirken würde. Wir dachten 
eben c, als eine durch v mitbedingte Funktion von Q, können indessen wegen der 
gerade besprochenen Beziehung zwischen Q und T die Größe c, auch als Funk- 
tion von v und 7 und damit überhaupt als Funktion irgend zweier unter den drei 
Zustandsgrößen p, v und T auffassen. 

Gibt die Wandung des Gefäüßes dem Drucke p in der Weise nach, daß eine 
Vergrößerung des Volumens um den sehr kleinen Betrag dv eintritt, so leistet 
hierbei das Gas eine durch das Produkt p-dv gemessene „Arbeit“ und verliert 
dementsprechend an „innerer Energie“. Dieser Verlust tritt als Verminderung der 
Temperatur um einen bestimmten Betrag dT in die Erscheinung und kann dem- 
nach durch Zuführung einer bestimmten Wärmemenge dQ wieder ersetzt werden. 
Es läuft dies darauf hinaus, daß wir bei Zufuhr einer sehr kleinen Wärmemenge d Q 


*, Für sehr große Werte von v kommt die Gleichung (2) auf (1) zurück. 
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eine Volumenvermehrung um einen bestimmten sehr kleinen Betrag dv bei kon- 
stanter Temperatur T erzeugen können. Der „Differentialquotient“ dQ:dv wird 
dabei durch den Anfangszustand bedingt sein; wenn wir also an die Gleichung (3) 
die weitere Gleichung: 

(4) dQ =l- dv 


anreihen, so haben wir auch hier den Faktor l als eine Funktion irgend zweier 
unter den drei Zustandsgrößen aufzufassen. 

Es werde jetzt ein erster Teil dQ, einer sehr kleinen Wärmemenge dQ zur 
Erhöhung der Temperatur bei konstantem Volumen v zugeführt, während der Rest 
dQ, =d Q — dQ, zur Vergrößerung von v um dv bei konstanter Temperatur ver- 
wandt werde. Dann gilt dQ, = c,dT, wo als Argumente von c, die anfänglichen 
Zustandsgrößen gelten, während in dQ, =ldv als Argumente von l nur das ur- 
sprüngliche v, aber der um d T vergrößerte ursprüngliche Wert T eintritt. Sind in- 
dessen dQ, und damit dT außerordentlich klein, so können wir angenähert auch 
in Z ale Argumente die ursprünglichen Zustandsgrößen denken. Dann aber haben 
wir das Ergebnis: Wird unter Zuführung einer sehr kleinen Wärmemenge dQ eine 
Zustandsänderung des Gases bewirkt, bei der T und v sich gleichzeitig um dT und 
dv ändern, so ist: 

(5) dQ=c,dT-+-Iidv, 


wo C, und l die beiden besprochenen Funktionen der Zustandsgrößen sind und die 
ursprünglichen Werte dieser Größen als Argumente gelten. Die beiden Teilmengen 
dQ, und dQ, sind bei der vorstehenden Überlegung nur der Einfachheit wegen 
positiv gedacht; die Betrachtung überträgt sich sofort auch auf negative und ver- 
schwindende Werte dieser Wärmemengen, 

Ehe wir die Relation (5) weiter verfolgen, bemerken wir, daß der rechts- 
stehende zweigliedrige Ausdruck zufolge der Zustandsgleichung noch in zwei andre 
Gestalten gesetzt werden kann. Der gleichzeitigen Änderung zweier unter den 
drei Zustandsgrößen entspricht auf Grund jener Gleichung eine Änderung der 
dritten Größe, die wir nach der Regel der „vollständigen Differentiale“ berechnen 
können. Hiernach gilt erstlich für 7’ und p als unabhängige Variable: 

ðv Oo m 
dv Pi ap +p T. 


Tragen wir diesen Ausdruck in (5) ein, so folgt: 
ov 00 
dQ= (. +17) an + ı5nap, 


eine Gleichung, der wir unter Gebrauch der Abkürzungen: 


(6 er wer 
(6) ESF ar Cp, öp == 
die folgende Gestalt verleihen: 

(7) dQ=cpdT + Ldp. 


Die hier durch cp bezeichnete Funktion der Zustandsgrößen heißt „spezifische 
Wärme“ des Gases bei konstantem Drucke.*) Endlich hat man für p und v als 
unabhängige Variable: 

oT oT 


aT = gy IP t go dr. 


*) Wegen Begründung dieser Benennung vgl. man die an (3) angeschlossene 
Bemerkung. 
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Hieraus ziehen wir unter Benutzung der Abkürzungen: 


oT DIE e - 
(8) pe ar 
die an (5) und (7) sich anschließende Relation: 
(9) dQ— Pap-+Var. 


Auch durch die Eintragung des eben benutzten Ausdrucks von dT in (7) muß 
man zur Relation (9) gelangen. Man erkennt auf diesem Wege, daß sich die bei- 
den Funktionen P und V der Zustandsgrößen durch die beiden „spezifischen Wär- 
men“ c, und Cp vermittelst der Zustandsgleichung so darstellen: 


oT oT 
=c, dp’ Dann: 


Wir gelangen nun zu den Hauptsätzen der Wärmelehre, indem wir auf die 
in (ö), (T) und (9) rechts stehenden Summen die Begriffe des „integrierenden Fak- 
tors“, des „vollständigen Differentials“ und der „Integration“ eines solchen an- 
wenden. Sehen wir in (9) P und FV als Funktionen der beiden Zustandsgrößen p 
und v an, so sagt der „erste Hauptsatz“: Es ist zwar nicht (Pdp +Vdv), wohl 
aber die Differenz: 

(11) dU=d9—pdv=Pdp+(V — pdr 


ein „vollständiges Differential“, oder mit anderen Worten, es gilt die Relation: 


onn 2u n MT 
əv 2p p 


Nach 8. 146 #. gewinnt man also durch Integration des Differentials (11) eine nur 
von der oberen Grenze des Integrals abhängende eindeutige Funktion U des Gas- 
zustandes, die als „Energie“ desselben bezeichnet wird 
und hier natürlich nur erst bis auf eine additive Kon- 
stante bestimmt ist. 

Deuten wir v als Abszisse und p als Ordinate eines 
rechtwinkligen Systems, so legt der einzelne „Punkt“ 
(v, p) einen bestimmten Gaszustand fest. Führen wir 
den Punkt (v, p) von einer Anfangsstelle (a, b) über die 
in Fig. 82 gezeichnete Kurve K in der angegebenen 
Pfeilrichtung zum Punkte (a, b) zurück, so ist hierdurch 
eine geschlossene Veränderung des Gaszustandes vom 
Anfangszustande zu ihm zurück festgelegt. Die Physik bezeichnet solche Ver- 
änderungen als „Kreisprozesse“. Nach den Sätzen von 8.148 ist das über die ge- 
schlossene Kurve ausgedehnte Integral des vollständigen Differentials d U gleich 0. 
Wir erhalten also: 


(10) P 


(12) 1. 


Fig. 8%. 


(13) a av=" ag- pay" ao — “pdv =0. 


Das Integral von d@ ist die gesamte während des Kreisprozesses dem Gase zu- 
geführte Wärmemenge; das Integral von p-dv aber stellt die vom Gase geleistete 
„Arbeit“ dar, deren Größe übrigens durch den in Fig. 82 schraffierten, von K um- 
schlossenen Flächeninhalt dargestellt wird.*) Die vom Gase während des Kreispro- 
zesses geleistete Arbeit ist also gleich der zugeführten Wärmemenge. 


+) S, die Entwicklungen von S. 162ff. über Ausmessung ebener Flächen. 
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Schließen wir die Aussage des ersten Hauptsatzes an die Darstellung (5) 
von d®, so kleidet sich diese Aussage in die Gestalt der folgenden Gleichung: 


ce ol ©» 
14 Kur en — l 
as) R ar 
Diese Gleichung ist für den „zweiten Hauptsatz“ wichtig, welcher an die Annahme 
von T und v als unabhängige Variable angeschlossen werden mag und folgendes 


aussagt: Das in (5) rechts stehende Differential hat einen von T allein abhängenden 
integrierenden Faktor, nämlich T-!. Die Integration des Differentials: 


dQ c, Bo. 
(15) dS = T =-mal + GT dr 


liefert also eine zweite, hier wieder nur erst bis auf eine additive Konstante be- 
stimmte, eindeutige Funktion S des Gaszustandes, die man als die „Zntropie“ des 
Gases bezeichnet. Die Bedingung (4) 8.281 kleidet sich für das vollständige Dii- 
ferential (15) nach kurzer Rechnung in die Gestalt: 


I. _ ei. 
OEL! 


und kann demnach auf Grund des ersten Hauptsatzes (14) auch so geschrieben 
werden: 


(16) 


[Bu 
DI lin 
Die entwickelten Formeln nehmen sehr einfache Gestalten an, falls sich die 


Zustandsgrößen in einem Gebiete bewegen, in dem wir die Gleichung (1) als hin- 
reichend genau ansehen dürfen. Aus ihr und der Gleichung (17) folgt: 


(17) 


Jg l öop R T 
Den Ti ze —». 
Weiter folgt aus (1) und der zweiten Gleichung (6): 
a BEN S u RE 
p op P? p 


Die Funktion e,, als solche von v und T angesehen, genügt der Gleichung (14). 
Da l= p ist, so ist die partielle Ableitung von e, nach v mit 0 identisch, so daß c, 
eine Funktion von 7 allein ist. Mit Hilfe der ersten Gleichung (6) finden wir 


endlich: 
i 0» R 
Boe ar Cp=6, +R. 


Darf die Gleichung (1) als Zustandsgleichung für hinreichend genau gelten, so tst 
€, eine Funktion von T allein, und die drei Gleichungen für dQ nehmen die Ge- 


talteı 3 
stalten an EAA 
dQ =(e. + R)dT—vdp, 


(18) 


u U p(c,+ R) 
a=} ET H dv. 


@ 
Die Differentiale d U und AS schreiben sich jetzt so: 


7] ate if ARE de 
dU=e,dT, dS-BAT+RT. 


Fricke, Diferential- u. Integralrechnung. IL. 19 
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so daß wir bis auf zwei additive Konstante C und C’ die Energie und Entropie 
dargestellt finden durch: 


u Ietarzee s= (FAT+Eno+C. 


Die einzige hier noch vorkommende unbekannte Funktion c, von T allein darf 
nun gar noch als konstant gelten, wie die Versuche gezeigt haben. Daraus aber 
ergeben sich folgende einfache Ausdrücke für die Energie und die Entropie des 
Gases: 

(19) U=c,T+0C, S=c,mT+Rlinv+C. 


S. Differentialgleichungen höheren Grades und singuläre Lösungen. 
Es sei eine Differentialgleichung der Gestalt: 
(1) yty pE, y) +e, y)=0 
vorgelegt, in welcher g(x, y) und y(x, y) in einem der Betrachtung zu- 
grunde zu legenden Bereiche B der v, y-Ebene eindeutige und stetige 
Funktionen seien und ebensolche Ableitungen in bezug auf y haben. In- 
sofern die Gleichung (1) in y' vom zweiten Grade ist, nennen wir sie eine 
Differentialgleichung „zweiten Grades“. 

Löst man die Gleichung (1) nach y’ auf, so nimmt sie die folgende 
Gestalt an: 


7 1 33 
(2) y =— y p (2, y) + zVrl, y) — tyz, y). 
Durch Nullsetzen des Radikanden: 
(3) p(z, y} — 4y(z,y)=0 


werde eine B durchziehende Kurve dargestellt, die wir als „Diskrimi- 
nantenkurve“ von (1) bezeichnen. Indem wir annehmen, daß beim Über- 
schreiten dieser Kurve X die Werte des Radikanden Vorzeichenwechsel 
erfahren, dürfen wir entsprechend diesem Vorzeichen einen Teilbereich B, 
mit positivem Vorzeichen des Radikanden und einen solchen B_ mit nega- 
tivem unterscheiden, die dann durch die Kurve K getrennt sind. Inner- 
halb B, gewinnen wir in (2) für jedes der beiden Vorzeichen eine Diffe- 
rentialgleichung, die den Vorbedingungen der Entwicklung von 8.265 ff. 
genügt. Für einen Punkt (x, y) von K selbst aber sind diese Vorbedingungen 
nicht mehr erfüllt, da hier die partielle Ableitung von (2) in bezug auf y 
unendlich werden kann. Ebenso bestehen die Vorbedingungen nicht mehr 
in B_, insofern hier y’ nicht mehr reell ist. Es folgt: Durch einen Punkt 
(x, y) im Innern von B, ziehen je zwei Integralkurven der Gleichung (1) 
hindurch, das Innere von B_ ist frei von Integralkurven. 

Nähert sich ein Punkt (x, y) in B, einem Punkte (£3, 4%) der Kurve K 
an, so nähern sich die beiden zu (z, y) gehörenden Werte y stetig dem 


gemeinsamen Grenzwerte — = P (£o Yo). Der Verlauf der Integralkurven 
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kann demnach so sein, daß jeder Punkt von K eine „Spitze“ oder ein 
„Rückkehrpunkt“ für eine in B, verlaufende Integralkurve ist, wie dies 
Fig. 83 skizziert (s. 1, 317). Wir können auch sagen, daß jetzt von jedem 
Punkte der Kurve X zwei Integralkur- 
ven ausziehen, die sich in jenem Punkte 
berühren, und die natürlich den beiden 
Differentialgleichungen (2) zugehören. 
Insbesondere kann aber auch’ der in 
Fig. 84 angedeutete Fall vorliegen, daß 
die Kurve K im Sinne von I, 358 /f. 
eine „Hüllkurve“ der Schar der Integral- 
kurven darstellt. In diesem Falle fin- 
den wir nach 1, 361 aus der Gleichung 
f(x,y, C)=0 der Schar der Integralkurven (der „allgemeinen Lösung“ 
von (1)) die Gleichung der Diskriminantenkurve K, indem wir zwischen 
den beiden. Gleichungen: 
alw, y, C) 


(4) f(z, y, C)=0, Sata N 


Fig 83 Fig & 


den „Parameter“ C eliminieren. Da jetzt die Kurve K in jedem Punkte 
(29, Yo) von einer partikulären Integralkurve berührt wird, so hat das für 
die Kurve K berechnete y’ in jedem Punkte dieser Kurve den daselbst für 
eine Integralkurve charakteristischen, d. h. durch die Differentialgleichung 
vorgeschriebenen Wert. Es ist somit, falls die Schar der Integralkurven 
eine Hüllkurve besitzt, diese letztere selbst eine Integralkurve der Differen- 
tialgleichung (1) und ergibt demnach eine Lösung dieser Gleichung. Inso- 
fern diese Lösung nicht aus dem allgemeinen Integrale (4) vermöge be- 
sonderer Auswahl von C ableitbar ist, wird sie als eine „besondere“ oder 
„singuläre Lösung“ oder als ein „singuläres Integral“ der Differential- 
gleichung bezeichnet. 

Die vorstehenden Betrachtungen wiederholen sich in einer algebraisch 
entsprechend umständlicheren Gestalt auch bei Differentialgleichungen 
höheren als zweiten Grades. Eine „Differentialgleichung n” Grades“ sei 
gegeben durch: 


HN plt, y) + H pale y) = 0. 


Berechnen sich für die Umgebung einer Stelle (x, y) durch Lösung dieser 

algebraischen Gleichung n‘" Grades für y’ im ganzen v verschiedene reelle 

Funktionen, während (n — v) Lösungen komplex ausfallen, so werden 

unter den erforderlichen Voraussetzungen über jene Funktionen durch 

jenen Punkt v Integralkurven hindurchlaufen. Die zugehörige „Diskri- 

minantenkurve“ ist der Ort der Punkte (x,y), für welche die algebraische 
19* 
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Gleichung n* Grades (5) eine mindestens zweifache Wurzel hat. An diese 
Kurve schließen sich dann die weiteren Betrachtungen entsprechend dem 
ausführlich besprochenen Falle n = 2 an. 

Mit der vorstehenden Betrachtung nahe verwandt ist die Theorie der 
sogenannten „Clairautschen Differentialgleichung“: 


(6) y= zy + p(y), 

in welcher wir p(y) in einem geeigneten Intervalle als eine eindeutige 
und differenzierbare Funktion voraussetzen. Diese Differentialgleichung 
hat die Besonderheit, daß ihre Lösung durch „Differentiation“ angebahnt 
werden kann. Differenzieren wir nämlich die Gleichung (6) nach x, so 


folgt: 
m) 0 = y" t p), 
und also muß notwendig eine der beiden Gleichungen zutreffen: 


W =t, M s+g)=0. 

Gilt die Gleichung (I), d. b. ist y” mit O identisch, so ist y’ mit 
einer Konstanten C identisch. Tragen wir aber, um der Gleichung (6) 
zu genügen, y'= ČC in dieselbe ein, so folgt: 

(8) y=(2+9(C) 

als die Funktion, deren Ableitung konstant gleich C ist, und die für jedes C 
die Gleichung (6) zu einer in x identisch bestehenden macht. In (8) 
haben wir also das „allgemeine“ Integral der Differentialgleichung (6) vor 
uns und erkennen, daß die Integralkurven (8) eine „Geradenschar“ bilden. 

Gilt die Gleichung (IT), so können wir aus ihr und der Gleichung (6) 
dureh Elimination von y eine Gleichung y = g(x) gewinnen, welche im 
vorliegenden Falle die „singuläre Lösung“ darstellt. Wir erhalten nämlich 
dasselbe Eliminationsresultat, wenn wir entsprechend der allgemeinen 
Vorschrift (4) aus: 

Ca-y+plO)=0; 2+9(0)-0 
den Parameter C eliminieren. 

Die besprochenen Verhältnisse haben die einfache geometrische Be- 
deutung, daß die Integralkurven (8) die „Schar der Tangenten“ dep singu- 
lären Integralkurve y = g(x) darstellen (vgl. Aufg. 1 in I, 362). Schreiben 
wir für den einzelnen Punkt der singulären Integralkurre y'= tg«, wo 
« in der bekannten Bedeutung gebraucht ist, und fassen wir (8) als die 
Gleichung der Tangente dieses Punktes auf: 

y = stg + plige), 
so ist die Ordinate y des Schnittpunktes dieser Tangente mit der y-Achse: 
o = p (tg a). 
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Man kann also der Clairautschen Differentialgleichung im Anschluß an 
die singuläre Integralkurve die Bedeutung unterlegen, daß sie für die 
Ordinate y, des Schnittpunktes jeder Tangente der Integralkurve mit der 
x-Achse eine durch p(tga) zum Ausdruck kommende Abhängigkeit von der 
Tangentenrichtung vorschreibt. Einleuchtend ist, daß die einzelne Tangente 
immer auch selbst eine „Kurve“ ist, deren „sämtliche Tangenten“ die 
gestellte Forderung befriedigen. 

Aufgaben: 1) Welche Kurven haben die Eigenschaft, daß die Tangente mit 
den Koordinatenachsen stets ein Dreieck vorgeschriebenen Inhaltes = einschließt? 


— Bedient man sich der Anordnung und der Bezeichnungen der Fig. 85, so gilt 


Yo = — x,y und also der Vorschrift entsprechend: 
gE a er 
FERN Y =V— ay, 


so daß die gesuchten Kurven die folgende Clairautsche 
Gleichung befriedigen: 


yv-ay+Y—ay. 
Das allgemeine Integral ergibt sich durch die Substitu- 


tion y = — C: = 
Cz+y=YVal. 


Die singuläre Integralkurve ist die Hyperbel 4xy= a. Man setze die Differential- 
gleichung in die Gestalt (1) und zeige, daß die Diskriminantenkurve die eben ge- 
wonnene Hyperbel ist. 

2) Bei welchen Kurven wird auf jeder Tangente durch die Achsen eine Strecke 
der konstanten Länge a abgeschnitten? — Bedienen wir uns wieder der Fig. 85, 
so.hat man den Ansatz: 


r 
ay 


2 
mtn = r er as, a 


es handelt sich also um die Clairautsche Gleichung: 


y = xy — - TR 
av 
deren allgemeines Integral das folgende ist: 
( 
y=(x2—- Tuer 
yi+ c 


Zur Berechnung der singulären Lösung setze man C=tga und benutze « als 
„Parameter“ der Schar: 


(9) xtg « — y— asin a = 0. 
Durch partielle Differentiation nach « folgt leicht: 
(10) gz = a cos? q 


und durch Eintragung dieses Wertes æ in (9) ebenso leicht: 

(11) y =— asin? g. 

Die Elimination von « aus (10) und (11) führt auf die Gleichung der Astroide 
2 2 


2° + yë =a°, die also die singuläre Lösung gibt. 
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3) Für welche Kurven ist das Produkt je der beiden Lote von zwei festen 
Punkten auf die einzelne Tangente einer gegebenen Konstanten b? gleich? — Man 
lege die x-Achse durch die beiden festen Punkte und wähle den Nullpunkt O in 
der Mitte zwischen ihnen; sie mögen die Abszissen + e haben. Setzen wir die 
Gleichung der Tangente in die Normalgestalt*): 

ay—ytn_g 
vi+y’ 
so sind die beiden Lote durch Eintragen der Koordinaten +e,0 in die linke 
Gleichungsseite als absolute Werte der beiden Ausdrücke: 
Vi+y" 
zu gewinnen. Die Vorzeichen dieser Ausdrücke sind gleich oder entgegengesetzt, 
je nachdem die beiden Punkte (+ e,0) auf gleicher Seite oder auf verschiedenen 


Seiten der Tangente liegen. Nebmen wir als Beispiel den ersten Fall, so gilt 
hiernach der Vorschrift entsprechend: 


—ey® TEE) 
a VIE 


wo zur Abkürzung b’-Le’—=a* gesetzt ist. Die gesuchten Kurven sind also die 
Integraikurver? der Clairautschen Gleichung: 


y = 2y +V a°’. 
Um aus dem allgemeinen Integrale: 
(12) y=(0x+Yyb’+a?C’ 


die singuläre Lösung zu finden, stellen wir durch Differentiation nach C aus dieser 
Gleichung die folgende her: 


(13) z= — u N 
vb? + aC? 
und tragen diesen Wert von æ in (12) ein: 
(14) gel een 
VRIES 
Aus (13) und (14) folgt sofort: 
2 
atyml 


so daß die „Ellipse der Halbachsen a und b“, die die beiden festen Punkte (+ e, 0) 
2u „Brennpunkien‘“ hat, die singuläre Integralkurve ist. Falls die Tangente zwi- 
schen den beiden Punkten (+ e, 0) verläuft, gelangt man entsprechend zur Hy- 
perbel (s. „A. Q.“ S. 56 und 58). 

4) yy? —2xy -y—=0. — Die nach y’ gelöste Gleichung ist der in $4 
(8.273 f.) entwickelten Methode zugänglich. Die allgemeine Lösung y’— 2 0x + C’—0 
stellt eine Schar von Parabeln dar; die Diskriminantenkurve von der Gleichung 
æ? —y?=0 gibt die singuläre Lösung. Man kann die Gleichung auch durch 
„Differentiation“ lösen. Indem man sie nach 2x auflöst und sodann nach v dif- 
ferenziert, folgt nämlich leicht: 

d(yy) 


Ga — LU i 2175 aE 


*) S. die in „A. G.“ S: 15 unter IV genannte Normalgleichung und die Sätze 
von 8.17 daselbat. 
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Durch Nullsetzen des ersten Faktors gelangt man zum singulären Integrale. Das 
Verschwinden des zweiten Faktors liefert yy = C, so daß die mit y multiplizierte 
gegebene Gleichung nach Substitution von yy = C zum angegebenen allgemeinen 
Integrale führt. 


9. Isogonale Trajektorien. Ein Bereich B der x,y-Ebene sei von 
einer gegebenen Kurvenschar in der Art bedeckt, daß durch jeden Punkt 
von B eine und nur eine Kurve hindurchläuft. Die Gleichung der Kurven- 
schar habe die Gestalt: 

(A) fæ, y)— C =0, 

die Funktion f(x,y) sei in B eindeutig und stetig und habe daselbst 
ebensolche Ableitungen erster und zweiter Ordnung. Dann gilt folgender 
Satz: Durch jeden Punkt von B läuft eine und nur eine Kurve hindurch, 
welche die Kurven der Schar (1) überall unter einem beliebig vorgeschrie- 
benen Winkel  überkreuzt. Eine solche Kurve heißt eine „gleichwinklige“ 
oder „isogonale Trajektorie“ der Schar (1). Ist e speziell ein rechter Winkel, 
so spricht man von einer „orthogonalen Trajektorie“. 

Bezeichnet man nämlich, wie üblich, mit « den Winkel der Tangente 
der durch den Punkt (x, y) hindurchlaufenden Kurve (1) gegen die posi- 
tive x-Achse, so gilt: BERN) 

fyl, Y) 
Für die Trajektorie des Winkels e müßte an dieser Stelle (x, y): 
tga + tge _ fysins— fs cose 
1—tgetgs fasin e- fi cose 


y = tg (e + +) = 


gelten, uud andrerseits ist jede Integralkurve dieser Differentialgleichung 
eine isogonale Trajektorie vom Winkel s für die Schar (1). Man gewinnt 
somit aus der Funktion f(x, y) in der Gestalt: 

(2) (fs cos e — f; sine)d& + (f, sine + f, cose)dy= 0 

die Differentialgleichung der Trajektorien des Winkels e und erkennt bei 
den über f(x, y) gemachten Voraussetzungen die Existenz und Bestimmtheit 
der Trajektorien aus den Entwicklungen von 8.265 ff. Speziell für die ortho- 
gonalen Trajektorien gilt die Differentialgleiehung: 


G) fy (2, y) dz — fa (®, y)dy = 0. 


Aufgaben: 1) Man zeige, daß die Schar der Parabeln 2" — Cy = 0 die 
Ellipsen der Gleichungen x? -+ 2y? = C’ zu orthogonalen Trajektorien hat. 

2) Man zeige, daß zur Schar der gleichseitigen Hyperbeln 2 — y? = C die 
mit ihr kongruente Schar zy = C’ die orthogonalen Trajektorien ergibt. 

3) In „A. G.“ 8.29ff. sind die Paare einander „konjugierter“ Kreisscharen 
betrachtet und durch Figuren erläutert, die hier als Fig. 86 und 87 wiederholt 
sind. Als Gleichungen der beiden Scharen sind a. a. O. bei geeigneter Auswahl 
des Koordinatensystems gefunden: 


s? +y’ — 2Cr +a=0, rt 20 y—a=0; 
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zum besonderen Falle a = 0 gehören 
die Scharen der Fig. 87. Man zeige, 
daß die orthogonalen Trajektorien jeder 
Kreisschar von der konjugierten Schar 
geliefert werden. — Als gegeben be- 
trachte man die Schar der Gleichung: 


2? +y—2Cata=0 


2 z 
ne, 


oder 


Die Differentialgleiehung der orthogo- 
nalen Schar ist dann: 


2xy dx + (a—x’ +y’ dy =0. 
Diese Gleichung hat einen von y allein 
abhängenden integrierenden Faktor; 
man bestimme denselben und berechne 
die allgemeine Lösung auf Grund der 
Regel (6) S. 281. Als Gleichung der 
orthogonalen Schar wird man finden: 


+ y—20y—a=0, 


womit in der Tat die konjugierte Kreis- 
schar gewonnen ist. 

4) In Fig. 88 ist eine Schar kon- 
fokaler Kegelschnitte dargestellt, d. h. 
eine Schar von Ellipsen und Hyperbeln, 
die sämtlich dasselbe Brennpunktepaar 
haben. Hat eine unter den Ellipsen 
die Halbachsen a und b < a, so ist die 
Gesamtschar mittelst eines Parameters 
C darstellbar durch: 


x? y? 
aZ er Fr, 
“ ES C 
Offenbar haben nämlich alle durch (4) gelieferten Kegelschnitte, die sämtlich O 
zum Mittelpunkt und die Koordinatenachsen zu Hauplachsen haben, die gleiche 


„lineare“ Exzentrizität e=ya?— b?. Man mache sich deutlich, daß für C> — b? 
in (4) Ellipsen dargestellt sind und für — a? < C < — b? Hyperbeln; die Werte 
C < — a? geben keine reelle Kurven. Die Schar (4) kat nun die Eigenschaft, 
sich selbst in der Art orthogonal zu sein, daß die 
Hyperbeln die orthogonalen Trajektorien der Ellip- 
sen darstellen. Wenn man also nach Vorschrift 
von (3) für die Schar (4) die Differentialgleichung 
der orthogonalen Trajektorien berechnet, so muß 
deren allgemeines Integral eben wieder die Glei- 
chung (4) sein. Dies ist näher zu prüfen. — Die 
Auflösung der Gleichung (4) nach C ist umständ- 
lich. Wir berechnen uns demnach für die durch 
einen gewählten Punkt (æ, y) hindurchlaufende 
Kurve der gegebenen Schar (4) vermittelst der 
Differentiation nach x bei konstantem C zunächst: 


a dn 
erc'®+C ° 


w.rein.org.pl 
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unter œ, wie üblich, den Winkel der Tangente gegen die x-Achse verstanden. 
Für das y der orthogonalen Kurve gilt nun: - 


> N J 

y = tg («+ T) = — cotg a, tae rc 
so daß wir durch Eintragung dieses Wertes von tge in die voraufgehende Glei- 
chung die folgende gewinnen: 


(5) TOURNE -ale sj 


Hier ist C derjenige Wert des Parameters, der für den gewählten Punkt (£, Y) 
durch Auflösung der Gleichung (4) nach C zu gewinnen ist. Diesen Wert be- 
rechnen und in (5) eintragen, heißt aber soviel, wie C zwischen den Gleichungen 
(4) und (5) eliminieren. Dieser Prozeß kann indessen geschickter angefaßt werden 
als auf dem eben bezeichneten Wege durch Auflösung von (4) nach C. Man addiert 
zunächst die mit y multiplizierte Gleichung (5) zur Gleichung (4) und erhält: 


(6) æ + ayy=a’+l. 
Man subtrahiert ferner die mit xy’! multiplizierte Gleichung (5) von (4) und 
gewinnt; A , 

y + ayy i =b C. 


Die Subtraktion dieser Gleichung von (6) liefert als Differentialgleichung zweiten 
Grades für die zu (4) orthogonalen Trajektorien: 


1 

7 x = ') zaoa rE 2 
0) uW-y)-e-e+r 

Ihre allgemeine Integralgleichung ist nun in der Tat wieder die Gleichung 
(4) selbst. Für die Ableitung y der durch (4) erklärten unentwickelten Funktion 
y von x findet man nämlich: 

a WFO æ ES 

U y DEO w 


woraus weiter sofort hervorgeht: 


z ,3 
EE E T ER 


oder, indem man in der ersten Klammer rechts (b?-Fe?) für a? setzt und in der 
zweiten Klammer (a°— e°) für b°: 


y 1 z æ? 2 
sy (y - „)=e er et 


Trägt man für den Ausdruck in der Klammer rechts noch den aus (4) hervor- 
gehenden Wert t ein, so erkennt man, daß die aus (4) folgende Funktion y tat- 
sächlich die Gleichung (7) befriedigt. 

5) Man zeige, daß die zur Geradenschar y — Cæ = 0 gehörenden isogonaleu 
Trajektorien des Winkels & kongruente logarithmische Spiralen sind. — Die Glei- 
chung (2) liefert hier: 


sin e (x dæ + y dy) = cos € (x dy — y d £), 


a sin e- da’ +) = cose- a° d (2). 
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Führen, wir durch die Substitution @—=rcos®, y=rsin®# Polarkoordinaten r, ® 
ein, so folgt nach Division der entstehenden Gleichung durch r°: 


5 dr E 
ln Ti 


Hier liegt eine Differentialgleichung zwischen r und ® mit getrennten Variablen 


vor. Die Lösung ist: p = etg (9-9) 
? 


unter %, die Integrationskonstante verstanden. 


Kapitel II. Gewöhnliche Differentialgleichungen höherer Ordnung. 


1. Ansatz der Gleichungen und Existenz ihrer Lösungen. Die 
S. 258 entwickelte, Aufgabe soll jetzt in folgender Art verallgemeinert 
werden. Zwischen der Variablen x, einer von x abhängigen Variablen y 
und ihren n ersten Ableitungen: 

a E n, 
a) TR ee 
ist eine Gleichung der Gestalt vorgeschrieben: 
(2) y= pay, Y's: yt), 
in welcher y eine gegebene Funktion der (n +1) Argumente z, y, y, =, Y7} 
ist; es soll y als Funktion y = f(x) so bestimmt werden, daß die Eintragung 
dieser Funktion in (2) eine identische, d. h. für alle Werte x eines geeignet 
gewählten Intervalles gültige Gleichung: 
(8) f(a) zu p(z, fæ), f@, Een) fe 2) 
liefert. Man sagt, in (2) sei eine „gewöhnliche Differentialgleichung n” Ord- 
nung“ zwischen zwei Variablen vorgelegt, eine Benennung, die nach den 
Darlegungen von S. 258 von selbst verständlich ist. Eine die Differen- 
tialgleichung im angegebenen Sinne befriedigende Funktion y = f(x) heißt 
eine „Lösung“ oder ein „Integral“ derselben; ist eine solche Funktion 
noch unentwickelt durch eine Gleichung f(z, y) = 0 gegeben, so nennen 
wir diese eine „Integralgleichung“ der Differentialgleichung (2). 

Die „Existenz“ und „Bestimmtheit“ der Lösungen unserer Differen- 
tialgleichung (2) kann aus den allgemeinen Sätzen von 8.268ff. gefolgert 
werden. In der Tat können wir die Aufgabe, die Gleichung (2) zu lösen, 
leicht umkleiden in die Aufgabe der Lösung eines Systems von n gewöhnlichen 
Differentialgleichungen erster Ordnung der Gestalt (22) 8. 265 mit der einen 
unabhängigen Variablen x und n abhängigen Variablen Y, Yi, -* `s Yn-ı- 
Wir ‚verstehen zu diesem Zwecke unter %,, Yz; ***, Yp—ı die Ableitungen 
Y, Y”, y? von y, so daß die n g. bestehen: 


(4) fh Yi Yı = Yor Ina = Yn- Yr- = PTY Y ee. 
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Damit haben wir bereits ein System (22) S. 265 von spezieller Bauart 
vor uns und erkennen umgekehrt, daß jede Lösung y = f(x) dieses Systems 
eine Lösung der Gleichung (2) liefert. Die Sätze von 8. 268ff. gestatten 
nun folgende Schlußweise: Für ein vorab festgesetztes Argument z = a 
schreiben wir n Funktionswerte y = b, y, = bi; +", Yp-1 = nı Wil- 
kürlich vor. In der „Umgebung der Stelle“ (a,b, bi, :-+, b,_,) im Ge- 
biete der (»+1) Variablen z, Yy, ''', Ya,—ı sei die Funktion œ eindeutig 
und stetig und habe daselbst ebensolche partielle Ableitungen erster Ord- 
nung in bezug auf y, %,*--,Y,_..- Dann läuft durch jene Stelle im 
Gebiete der (n-+1) Variablen eine und nur eine „Integralkurve“ des 
Systems (4) hindurch. 

Auf die Differentialgleichung (2) übertragen, lautet dieses Ergebnis so: 
Schreiben wir für ein vorab bestimmtes Argument x =a den Funktionswert 
y=b sowie die Werte y = bi, y” = bz, s Y7 P= b, _; der (n—1) ersten 
Ableitungen willkürlich vor, so gibt es unter den nötigen Voraussetzungen 
über Eindeutigkeit, Stetigkeit und Differenzierbarkeit der Funktion p in der 
Umgebung der Stelle x = a eine und nur eine Lösung y = f(x) der Dif- 
ferentialgleichung (2), die mit ihren Ableitungen bis f""D(x) hin für x =a 
die vorgeschriebenen Werte b, bi, `- b,_, annimmt. 

Wir wollen gleich wieder einen Bezeichnungswechsel vornehmen, 
indem wir b = C,, bi = Oz, <+, bn- = Cp setzen. Insofern diese Werte 
die Lösung y = f(x) mitbestimmen, schreiben wir dieselbe: 

(5) y = f(z, C,» Os, Pe Cn) 

und erkennen also, daß in dieser Lösung n willkürliche Konstante ent- 
halten sind*). Entsprechend dem früheren Brauche sprechen wir vom „all- 
gemeinen Integrale“, falls die Konstanten noch unbestimmt gedacht sind; 
eine besondere Wahl derselben liefert ein „partikukäres Integral“. 

Auch die Übertragung dieser Entwicklung auf „Systeme gewöhn- 
licher Differentialgleichungen“ mit mehr als einer abhängigen Variablen 
hat keine Schwierigkeit, wie der Fall zweier abhängiger Variablen dar- 
legen mag. Zwischen x, zwei von x abhängenden Variablen y und z und 
deren Ableitungen bis zur m’ bzw. n®" Ordnung hin seien die beiden Glei- 
chungen: 


(6) | > = p(z, Y, Y, | yin- D 2, f, E78 272), 


| 2 = va, Y, Y, 5 yı), 2, 2, =» 2) 


vorgeschrieben; es sollen y und z als Funktionen y = f(x), z = g(x) von x 


*) Die willkürliche Auswahl des oben mit a bezeichneten Argumentes x be- 
dingt nicht etwa das Auftreten einer (n+ 1)" willkürlichen Konstanten in der 
Lösung. Wir treffen nämlich dieselbe Lösung, falls wir für ein verändertes Argu- 
ment z= a’ die Konstanten b’, bi, ---,d;_, in richtiger Art wählen. 
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so bestimmt werden, daß die Eintragung dieser Funktionen in (6) zwei 
identische, d. h. für alle x eines geeignet gewählten Intervalles gültige Glei- 
chungen liefert: 

(7 ) Í fole) m p(z, fo, fi, a, er Ya), I), g w), ENG g- HDD 

T g(a) = (z, fæ), Fæ, an EEE, Im, gi), 7 E m). 

Es ist nämlich in diesem Falle sofort wieder die Zurückführbarkeit auf 
ein System von (m + n) Differentialgleichungen erster Ordnung möglich. 
Man setzt zu diesem Zwecke y’=y,, "=, und gelangt in der Tat 
zu folgendem Systeme von (m +n) Difterentialgleichungen: 


li” Yoh Ya" Ym-3 = Ym- Im 1 = PEY Yan mu BE s ai) 


F. 
E A e a 0 A A E) 
mit einer unabhängigen Variablen und den (m+n) abhängigen Variablen 
Y, Ysta Ym-ı, Z is't s21: Die Lösungen dieses Systems liefern 


uns zugleich diejenigen von (6). 


2. Beispiele leicht lösbarer Differentialgleichungen. Es sollen zu- 
nächst drei einfache Beispiele solcher Differentialgleichungen höherer Ord- 
nung besprochen werden, die durch Quadraturen lösbar sind. 

I. Es gilt folgender Satz: Fine Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung der Gestalt: 

(1) y = p(2), 

in der also neben der zweiten Ableitung von y nach x nur noch die unab- 
hängige Variable x (aber weder y noch y’) auftritt, ist durch zwei Quadra- 
turen lösbar und hat als allgemeines Integral: 


(2) y =| (f pla) az) dz + 0,2 + 0, 


wobei die willkürlichen Konstanten als Koeffizienten einer ganzen Funktion 
ersten Grades von x auftreten. Das zur Gleichung (1) gehörige System (4) 
S. 298 ist nämlich: ds ay 

dr i = p(x) 


und führt sofort zur Lösung (2) hin. 
Für das in (2) rechts stehende Integral benutzen wir die symbolische 


Schreibweise: iG n g(2) dz) dz = I g(x) da? 


und schreiben entsprechend das Ergebnis n-maliger Differentiation. Dann 
gilt der ebenso beweisbare allgemeine Satz: Eine Differentialgleichung 
n? Ordnung der Gestalt: 


(8) y” = p(z), 
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in der also neben der n” Ableitung von y nur noch x allein auftritt, ist 
durch n Quadraturen lösbar und hat das allyemeine Integral: 


(4) Vz w PR) a JE ea ie. 
Il. Eine Differentialgleichung zweiter Ordnung der Gestalt: 
(5) y” == oly) 
besitzt als System (4) 8. 298: 
dy dy, 
(6) = N En = g (y). 


Die zweite Gleichung ist durch Trennung der Variablen lösbar und führt 
zur allgemeinen Integralgleichung: 
Eh ei 
z gy) 71 Sis 
Nach Berechnung des linksseitigen Integrals denken wir die Gleichung 
in bezug auf y, aufgelöst: = v(c+C) 


und tragen das Ergebnis in die erste Gleichung (6) ein. Die entstehende 
Differentialgleichung ist unmittelbar lösbar und ergibt: 


T) y=] v+ 0)dr + 0 


Die Differentialgleichung zweiter Ordnung (5), in der neben y” nur noch 
die erste Ableitung y' (nicht jedoch x und y) auftritt, ist gleichfalls durch 
zwei Quadraturen, lösbar und hat das allgemeine Integral (T). 

An (5) reihen wir die Differentialgleiehung n'™ Ordnung: 


(8) De), 
der das folgende System von Differentialgleichungen erster Ordnung 
entspricht: 


d d dy dyp- 
O us 1 a ee PR a EN 
Die letzte dieser Gleichungen gestattet dieselbe Behandlung wie die 
zweite Gleichung (6) und führe auf: 


Jail 
en TAA = p(z +C), 
womit wir für y eine Differentialgleichung (a—1)'” Ordnung der unter I 
behandelten Art gewonnen haben. Entsprechend der Gleichung (4) ist also: 


10) y=f varo)dar'+ Oath at Op 


(n= 
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Auch eine Differentialgleichung n“ Ordnung (8), die neben der n Ab- 
leitung von y nur noch die (n—1)" Ableitung (aber keine weitere und auch 
nicht x) enthält, ist durch n Quadraturen lösbar und hat das allgemeine 
Integral (10). 

Ill. Zu einer Ditorentinle i eiae zweiter Ordnung der Gestalt: 


(1) y =p) 

gehört das System: 

12 = 2 

( ) de Yi = g (y). 


Betrachten wir y, als Funktion von y und damit (indem y Funktion von 


x ist) als „zusammengesetzte“ Funktion von z, so folgt nach der „Ketten- 
regel“: day, d dy 

dæ T dy dæ” % Ei 
Damit haben wir zwischen y und y, eine durch Trennung der Variablen 
lösbare Differentialgleichung erster Ordnung: 


gewonnen. Die Integration ergibt: 


: dı alol y 
= 2 fo) dy + 0, Ia = V2leW) dy+C. 
Auch die hier rechts noch verbleibende Differentialgleichung erster Ordnung 
zwischen x und y ist durch Trennung der Variablen lösbar und ergibt: 


dy 
J VefsWay-+ eo, i 


Eine Differentialgleichung zweiter Ordnung (11), die neben y” nur noch y 
(aber weder y noch x) enthält, ist durch zwei Quadraturen lösbar und ergibt 
die allgemeine Integralgleichung (13). 

Endlich können wir die Gleichung (11) noch verallgemeinern zu: 


(14) ya = p(y"). 
Aus ihr berechnet sich zwischen y„_a = 4""* und x wie soeben: 


a 


dY, 
Te l 
V2 f on- dyn- +C, Í 


Wenn man diese Gleichung nach Berechnung des Integrals in bezug auf 
Y„_, auflöst, so folgt: 
d 


(15) Yu = Ja = phe + Cr, 0). 
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Damit haben wir wieder eine Differentialgleichung von der unter I be- 
handelten Art gewonnen und finden nun sofort: 


16) y= f, PEt O Wdart+ Oaa- Oat +0, 


Auch eine Differentialgleichung n” Ordnung (14), die neben der n“* Ab- 
leitung von y nur noch die (n — 2)" (aber weder eine weitere noch auch x) 
enthält, ist durch n Quadraturen lösbar und liefert das allgemeine Inte- 
gral (16), 


Aufgaben: 1) y’=ay’. — yY = G ett -$ G. 
a 
Dee nn y=(ata)” +6. 
u a 8 5 ; 

3) y” =V5y — 6.— y-zirgkta)ta- 

4) Man zeige, daß der Kreis die einzige ebene Kurve ist, für welehe der 
Krümmungsradius o längs der Kurve konstant ist. — Zufolge (3) in 1, 303 gilt, 
falls e konstant gleich r sein soll: m 


ry = (V1 Fy. 
Nach der an (6) angeschlossenen Rechnung folgt: 
sa aea 
TETI) 
unter a eine erste Integrationskonstante verstanden. Zur Berechnung des Integrals 


führe man an Stelle von y’ als neue Variable den Winkel œ durch die Gleichung 
y—tge ein; man wird finden: 


z—a, 


u 
(17) r | cosa da= rsin « =g— a. 
. 


Mit Benutzung dieses Ergebnisses folgt weiter: 
di 1 
wu 
und damit, unter b die zweite Integrationskonstante verstanden: 
r sin œ dæ = dy, — r cos g == y — b. 
Quadrieren wir die letzte Gleichung sowie die Gleichung (17), so folgt durch 
Addition: «at W-b— rt, 


also in der Tat die Gleichung eines Kreises vom Radius r. 
5) Für welche ebenen Kurven ist der Krümmungsradius ge stets gleich der 
dritten Potenz der Normalen N? — Da: 


AN 
[el N= iyiyi Ey" 
gilt, so befriedigen die gesuchten Kurven die Differentialgleichung: 
y yim 
deren Lösung aus (13) hervorgeht. Da in der Gleichung (13) die Änderung von æ 


a 
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um eine additive Konstante geometrisch nur eine Translation der Kurve in Rich- 
tung der x-Achse bedeutet, so ist es ausreichend, C, = 0 zu setzen und nur die 
Konstante C, =c beizubehalten. Man findet: 


Be f ay f 1% = ET. 
Ve+t2fw’ay y. Vey’ Fıi ° 


Man gelangt (dem Doppelzeichen entsprechend) zu zwei Scharen von Kegelschnitten : 
ceg? — cey’—i—=0, 
deren Lage und Gestalt man näher feststellen wolle. 


3. Beispiele aus der Mechanik. Die in § 2 behandelten Differential- 
gleichungen treten oft in der Mechanik auf, wie durch einige Beispiele 
belegt werden möge. 

1) Das Problem der Gestalt des Drahtseiles einer Hänyebrücke führt 
auf eine Differentialgleichung der unter I behandelten Art. Die y-Achse 
der Fig. 89 sei vertikal nach oben gerichtet. Zwischen den beiden festen 
Punkten A, und A hänge ein biegsames Seil, das neben dem Eigenge- 
wichte durch Lasten, die in kurzen Zwischenräumen angebracht sind, ge- 
spannt wird. Wir bilden uns folgende Näherungsvorstellung, welche auf 
der Annahme beruht, daß die Belastung 
stetig über das ganze Seil verteilt sei: Die 
im Intervalle zwischen x, und x, d. i. längs 
des Seilstücks P,P, nach unten ziehenden 
Schwerkräfte (s. Fig. 89) mögen eine Re- 
sultante liefern, die bei festem x, und ver- 
änderlichem x „stetig“ und „differenzier- 
bar“ von z abhänge. Den mit —1 multipli- 

Yig, 0, zierten Wert der Ableitung dieser Funktion 

von x bezeichnen wir mit (x) und nennen 

die in Fig. 89 augedeutete Kurve der Gleichung „—=g(zx) die „Belastungs- 

kurve“. Die in der Figur schraffierte Fläche, die „Belastungsfläche“ für 

das Stück P,P, gibt uns dann in ihrem Inhalte den Wert der Resultante 
R der längs P,P wirkenden Schwerkräfte: 


(1) R=-—/ Er 


Das Seilstück P,P wird nun durch R sowie zwei in den Endpunk- 
ten P, und P tangential zum Seile wirkende Zugkräfte S, und $ im 
Gleichgewichte gehalten (s. Fig. 89). Fassen wir die Zugkräfte mit Rück- 
sicht auf ihre Richtungen als „Vektoren“ ©, und © sowie die Resultante 
der Schwerkräfte als Vektor ÑR, so besagt ein bekanuter Grundsatz der 


"g.pi 
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Mechanik, daß zwischen den drei Kräften nur dann Gleichgewicht be- 

stehen „kann“, wenn die Summe jener drei Vektoren gleich O ist: 
R+S+S5=0. 

Hieraus folgt aber (s. I, 366), daß sowohl die Summe der drei nach der 

x-Axe genommenen Vektorkomponenten verschwindet, als auch diejenige 

der drei nach der y-Achse genommenen Komponenten. Da die „x-Kom- 

ponente“ von R verschwindet, so liefern die beiden x-Komponenten von 


€, und ©, nämlich: 


(2) — H, = — 8, COS œp, H = S- cos g, 
die Summe 0, d. h. es ist: 
(3) H=H, Sp COS œ = S cos a. 


Man bezeichnet H als „Horizontalzug“ im Punkte P; wir finden also, 
daß der Horizontalzug über das ganze Seil hin konstant ist, so daß insbe- 
sondere auch in den beiden festen Punkten A, und A zwei gleiche (und 
natürlich entgegengesetzt gerichtete) Horizontalzüge H wirken. 
Die „y-Komponenten“ unserer drei Vektoren sind: 

— R, — V= — ®, Sin @,, V=Ssine, 
von denen die beiden letzten als die „Vertikalzüge“ in P, und P be- 
zeichnet werden. Da auch die Summe dieser drei Komponenten ver- 


schwindet, so folgt: Ssna-Ssiny-R 
h J 


Hieraus ergibt sich endlich mit Benutzung von (1), (2) und (3): 
H (tg «tg œ) = — | ple) dz. 


Sehen wir nun g als variabel an und verstehen unter y die Ordinate 
der „Seilkurve“, so nimmt die letzte Gleichung die Gestalt an: 


(4) H: (y — y) = -f'o dx. 


Durch Differentiation nach x finden wir als „Differentialgleichung der 
Seilkurve“: 

(5) Hy" = — (2), 

die in der Tat die Gestalt I hat. Ihr „allgemeines Integral“: 


Hy =— | pæ) d+ Cs + 6, 


ergibt den Ansatz für die Gleichung der Seilkurve. Die Konstanten sind 
durch die Forderung zu bestimmen, daß die Kurve durch die beiden festen 


Fricke, Diferential- u. Integralrechnung. II. 20 
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Punkte A, und A, deren Koordinaten als gegeben gelten, hindurchläuft. 
Ist z. B., wie es bei einer Hängebrücke angenähert zutrifft, die Belastung 
gleichmäßig und also p(x) konstant, etwa gleich — 2C,, so folgt: 

Hy = Cz? + Ciz + Ua 
d. h. die Seilkurve ist eine Parabel mit vertikaler Achse. 

2) Ist das eben betrachtete Seil homogen und nur dem Eigenge- 
wichte unterworfen, so bezeichnet man die Seilkurve als „Kettenlinie“. Ist 
y das Gewicht der Längeneinheit des Seiles und s die nach rechts wachsende 
Bogenlänge, so ist (s. Fig. 89) offenbar R = y(s—s,). Die Gleichung (4) 
nimmt daraufhin die Gestalt an: 


Hy) = x(8 — so), 
ihre Differentiation liefert mit Benutzung von (3) in I, 112 als „Dif- 
ferentialgleichung der Kettenlinie“: 


(6) Bg =p Viry”. 
Diese Differentialgleichung gehört der unter II behandelten Art an. Indem 
wir y” dæ = dy' setzen, folgt durch Trennung der Variablen y’ und x und 


Integration: 
dy , 7 
H w ea Zin(ı + 1 + 2) = gz + C: 
JYE (y } y ) r( 1) 
Nach (2) in I, 75 kann man bei Einführung der Hyperbelfunktionen und 
Gebrauch der Abkürzung H : y = a hierfür schreiben: 
a-Uı Sin y = £ + 0, y = Sin SrO 


a 


Die zweite Integration liefert als Gleichung der Kettenlinie: 
ZŁA +0, 


a 
womit der öfters ausgesprochene Satz, die &03-Kurve sei eine Ketten- 
linie, bewiesen ist. 

3) Als Beispiel für eine Gleichung der Art III betrachten wir erst- 
lich das einfache Pendel. Ein materieller Punkt P der Masse m sei an 
einen festen Punkt O mittelst einer Stange OP gebunden, die in einer 
Vertikalebene um O drehbar ist. Die Länge der Stange OP =? heißt 
die „Pendellänge“; die Masse der Stange sei im Vergleich zur Masse des 
materiellen Punktes P so klein, daß sie gleich O gesetzt werden mag. In 
der vertikalen Ebene des Pendels wählen wir O als Pol eines Polarkoordi- 
natensystems und die von O nach unten gerichtete Gerade als Achse. Der 
Punkt P kann sich nur auf der Peripherie eines Kreises vom Radius ! 
um O bewegen Unsere Aufgabe ist, festzustellen, wie sich der Punkt P 


(7) y = a os 
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unter der eben bezeichneten Beschränkung der Beweglichkeit bewegen 
wird, falls auf ihn als beschleunigende Kraft einzig die Schwerkraft wirkt. 

Bei freier Beweglichkeit würde die Schwerkraft dem Punkte eine 
Beschleunigung erteilen, deren Vektor die Richtung der Polarachse und 
den absoluten Betrag g = 9,81... hat. Da der Punkt durch die Stange 
an O gebunden ist, so übt er bei seiner Bewegung auf die Stange einen 
Zug oder einen Druck aus und erfährt demnach selbst von der Stange 
einen gleichen, aber entgegengesetzt gerichteten Zug bzw. Druck. Die 
wirklich eintretende Bewegung ist das Ergebnis dieser letzteren Kraft, 
deren Vektor auf der durch O und P laufenden Geraden liegt, und der 
Schwerkraft. 

Es sind nun bereits in I, 369 Aufg. 4) die Gleichungen für die Ge- 
schwindigkeit und Beschleunigung eines Punktes in Polarkoordinaten 
ausgedrückt. Speziell unter (3) daselbst finden sich für die Komponente 
b, der Beschleunigung in der Richtung von O nach P, sowie für die Kom- 
ponente b, senkrecht zu OP nach Seiten wachsender ®# die Darstellungen: 
(8) b =7-— rô? b= 29 +r8, 
wo die Ableitungen nach der Zeit ¿ durch Punkte an- 
gedeutet sind. Zur Komponente b, liefert die Schwer- 
kraft, wie in Fig. 90 für zwei Lagen von P näher erläutert 
ist, den Beitrag — g sin ®; die Zug- oder Druckkraft, 
deren Vektor auf der durch O und P laufenden Gera- 
den liegt, kann eben wegen dieser Lage keinen Beitrag > 
für b, ergeben. Für b, liefert die Schwerkraft den ae 
Beitrag g cos #; die durch die Stange auf P ausgeübte Kraft habe in 
Richtung wachsender r die Größe p*), sie würde dem frei beweglichen 


Punkte die Beschleunigung i - erteilen. Es gilt somit: 
,—£ +g cos ®, b= — g sin È. 


Da nun r konstant gleich Z ist, so erhalten wir aus (8) als „Differential- 
 gleichungen des einfachen Pendels“: 


(9) 1-2 +g cos ĝ, lË = — g sin ĝ. 


Die zweite dieser Gleichungen dient zur Berechnung von # als Funk- 
tion der Zeit t; sie ist eine Differentialgleichung zweiter Ordnung der 
unter III behandelten Art, deren allgemeine Integralgleichung nach (13) 
S. 302 die folgende ist: 


*) Ist 9<0, so liegt eine „Zugkraft“ vor. 
20* 
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° A3 2g 
a u TE >. 
ap a Ve + cos V D ia 


Statt der in (13) S. 302 mit C, und C, bezeichneten Konstanten sind hier 
die folgenden gebraucht: 
l 2g 
e= zg Ov a=} 7 Gy. 
Die erste Quadratur war sofort ausführbar; das in (10) noch verbleibende 
Integral ist indessen ein „elliptisches“*). Die Theorie des einfachen Pen- 
dels ist also nur mit Hilfe der elliptischen Funktionen endgültig zu be- 
handeln. 
Indessen können wir doch in einem gleich näher zu bezeichnenden 

Spezialfalle eine „Näherungsrechnung“ mit „elementaren“ Funktionen 
- durchführen. Wir berechnen aus (10) die „Winkelgeschwindigkeit“: 


aı) è = V°R Votes 9). 


Zur Zeit t = 0 möge nun ð = 0 zutreffen und die Winkelgeschwindigkeit 
einen sehr kleinen positiven Betrag haben. Dann hat die Konstante c, einen 
Wert, der — 1 nur um sehr wenig übertrifft. Erklären wir demnach einen 
sehr kleinen positiven Winkel « durch die Festsetzung c, = — cos œ, so 
folgt aus (26): Er 
>—k 4 Vecos 8 — cos «, 


woraus hervorgeht, daß # beständig dem Intervalle — « < è < + « an- 
gehören muß und also selbst stets sehr klein beibt. Unter diesen Um- 
ständen können wir auf Grund der „Kosinusreihe“ angenähert: 


cos 9-1-19,, cosa =1— al, 2 (cos $ — cos œ) = a? 9° 
schreiben und finden, da für {= 0 auch # = 0 sein sollte: 


ıV3- d? 


T 
z= yo! 
z VYa!— 9* & 


Umgekehrt ergibt sich für $ hieraus: 


(12) è= esin (t$), 


*) Man vgl. S. 38. Setzt man cos®=z, so rechnet sich das Integral in 
algebraische Gestalt um und hat dann die Quadratwurzel aus einer ganzen Funk- 
tion dritten Grades unter dem Integralzeichen. 

** Die Eintragung dieses Ausdrucks in (9) gestattet die Berechnung von p 
als Funktion von ĝ. 
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so daß sich 8 in Abhängigkeit von der Zeit t nach einem „Sinusgesetze“ 
ändert. Wir erkennen sofort in « den „Ausschlagswinkel“ des Pendels, 
d. i. in +« die Extremwerte von $, und in: 


(13) T= y> 


die „Schwingungsdauer“, d. i. die Zeit, die das Pendel gebraucht, um aus 
der einen Extremlage in die andere zu gelangen. 


4. Zentralbewegungen. Eine bemerkenswerte Verwendung finden 
die Differentialgleichungen der Art III bei der Untersuchung gewisser 
„Zentralbewegungen“. Ein frei beweglicher materieller Punkt P werde 
von einem festen Punkte O mit einer Kraft angezogen oder abgestoßen, 
die allein von der Entfernung OP =r abhängt. Der Vektor b der Be- 
schleunigung hat demnach die Richtung von P nach O (Anziehung) oder 
die entgegengesetzte Richtung (Abstoßung), während der Betrag |b| eine 
Funktion des Radius vektor r allein ist. Die Komponente b, der Be- 
schleunigung ist hiernach gleich — |b| im Falle der Anziehung und gleich 
.|b| im Falle der Abstoßung. Schreiben wir b, = (r), so wird durch das 
Vorzeichen der Funktionswerte y(r) bestimmt, ob Anziehung oder Ab- 
stoßung vorliegt. 

Es sei nun y(r) gegeben und die Aufgabe gestellt, die Bewegung 
des Punktes zu untersuchen. Die Aufgabe ist erst dann eine bestimmte, 
wenn zu irgend einer fest gewählten Zeit ?, der Ort P, des Punktes und 
der Vektor V, der Geschwindigkeit vorgeschrieben sind. Ist v, mit dem 
augenblicklichen Beschleunigungsvektor, d. h. mit der Richtung P,O, 
gleich oder entgegengesetzt gerichtet, so wird P stets auf der Geraden 
OP, verbleiben, und wir haben mit einer geradlinigen Bewegung zu tun. 
Liegt dieser Fall nicht vor, so wird durch v, und O eine Ebene festgelegt, 
in welcher P beständig verbleibt, und wir haben eine „ebene Zentralbe- 
wegung“, deren Grundformeln in I, 369 entwickelt sind. Dieser Fall 
liege vor. 

Für die beiden Komponenten b, und b, der Beschleunigung haben 
wir nach (3) in I, 369 und der vorstehenden Überlegung: 


(1) b =7— rð = plr),  by=27 +r = 0. 
Die zweite Gleichung führte a. a. O. zur Gleichung: 
(2) rd=a, a«dt=rd?, 


wo « (damals a genannt) eine Konstante war; hieraus entsprang der an 
8 ; 
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die Gleichung (8) in 1,370 angeschlossene „Flächensatz“. Tragen wir den 
aus-(2) folgenden Wert für in die erste Gleichung (1) ein, so folgt: 
(3) F= &°r + y(r). 

Damit haben wir zur Berechnung von r als Funktion von ż¿ eine Differen- 


tialgleiehung zweiter Ordnung der unter III behandelten Art gewonnen. 
Die Lösung kleiden wir nach (13) S. 302 in die Gestalt: 


e dr 
(4) t—ħ= ———— 
s Ve-er:+2/yuo)är" 


wo C und 4 die Integrationskonstanten sind. Differenzieren wir die Glei- 
chung (4), so folgt nach Zusatz des konstanten Faktors « mit Rücksicht 
auf (2): 

N dr 


«åt =r dd = u SZ =  —, 
y OC— ar? +2/pr)dr 


Diese Differentialgleichung zwischen r und # ist sofort durch Trennung 
der Variablen lösbar und liefert: ° 


» är 
5 $—-,=0 - - b 
” : f rV Or?— a4 2r°fy(r)dr 


In (5) haben wir die Gleichung der „Bahnkurve“ des Punktes P; Glei- 
chung (4) liefert r als Funktion von t und (5) damit auch 8 als Funktion 
von t. Die gestellte Aufgabe ist demnach durch Quadraturen vollständig 
lösbar. 

Die den b, und b, entsprechenden Komponenten v, und Vg des Ge- 
schwindigkeitsvektors v (s. I, 369) berechnen sich so: 


0 — ar-?+2/ur)ar, noo 


7 r? 


(6) „=r=) 
woraus für den Betrag v = v| der Geschwindigkeit sich ergibt: 


(7) v= 4V +r = +4 C+2 fbo)ar. 


Die Bestimmung der Integrationskonstanten behalten wir uns für die 
weiter zu betrachtenden Beispiele vor. 

Wir wählen nun y(r) mit einer Potene von r proportional und finden 
alsdann drei Fälle, in denen die Integrale (4) und (5) elementar werden; 
dies tritt ein, wenn y(r) mit r, r7? oder r-® proportional ist. Wir be- 
handeln diese drei Fälle, indem wir uns jedesmal auf eine „Anziehungs- 
kraft“ besehränken. 
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1) Ist y(r) = — ur, so ist das Integral von 2y(r)dr gleich — u?r?, 
und die Gleichungen (4) und (5) nehmen nach kurzer Umrechnung die 


Gestalt an: a 
a A 


» di er 
ao mn = — Te ; 
JV-EHa 


Beide Integrale berechnen sich nach (4) S. 35; es findet sich: 
2u?r? = O + VO fatu? sin 2u(t — h), 
2a?r? = O — VC?— 4u? sin 2(9 — 9). 
Über die Auswahl des Zeitnullpunktes sowie auch über die Richtung 


der Polarachse können wir noch willkürlich verfügen. Dies läuft darauf 
hinaus, daß wir £, und ® frei wählen dürfen; wir setzen: 


(8) en. ET 


und finden dann: 
(9) | Z2utr!= CO +YO?— 4a u> cos 2ut, 
2er =- 0 — VO? — 4u’? cos 2%. 
Die Konstante C muß offenbar positiv sein. Für » haben wir eine 
periodische Funktion der Zeit gewonnen, die, falls wir die Wurzel in (9) 
positiv nehmen, für {= Q ihr durch a zu bezeichnendes Maximum und 
für t= ihr Minimum b erreicht. Für diese Extremwerte a und b 
von r gilt dann: 
2u? = 04+ VO dern, 2b = 0 — VO dalu, 
woraus wir leicht die drei folgenden Gleichungen entwickeln: 
C = u? (a? + b’), Vv®—- 4e u? = u (a? — b’), aim ut aRd?, 


Tragen wir diese Werte in (9) ein und schreiben überdies: 


cos 2ut = cos? ut — sin’ ut, 00329 = cos? 9 — sin’®, 
so ergibt die Rechnung: 
à : ( 
(10) r?=a@° cos ut + b sin’ ut, t — +8 7 =1. 


Durch Einführung rechtwinkliger Koordinaten x = rcos®, y=rsiu® 
und Auflösung der beiden Gleichungen (10) nach z und y folgt: 


a) Z+&-1, æ=+acosut, » y-tbsinut. 
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Damit haben wir folgendes Ergebnis gewonnen: Wird der Punkt P vom 
Zentrum O mit einer der Entfernung proportionalen Kraft angezogen, so 
beschreibt er eine Ellipse des Mittelpunktes O, und die Koordinaten ändern 
sich mit der Zeit t nach „Sinusgesetzen“.*) 

2) Die Annahme Ņ(r) = — u?r-? für die Beschleunigung ist beim 
„Gravitationsgesetze“ erfüllt, und also finden sich Beispiele für die zu 
untersuchenden Vorgänge in den Bewegungen der Planeten. Ist m die 
Masse des angezogenen Punktes P und M diejenige des anziehenden 
Punktes O, so ist die Anziehungskraft X einmal nach einem allgemeinen 
Grundsatze der Mechanik gleich dem Produkte der Masse m und der Be- 
schleunigung y(r)|; andrerseits gilt für K das Gravitationsgesetz in 
seiner bekannten Form K = x°. Mm - r?, unter x° die sogenannte „Gra- 
vitationskonstante“ verstanden. Hieraus findet sich: 


(12) K=m-|y(r)| = um r"?=a’Mm-r®, u’ u’, 
so daß u? das Produkt der Konstanten x? und der Masse M des angziehen- 


den Punktes ist. 
Für die jetzt vorliegende Funktion y(r) folgt aus (5): 


3 x «dr "i ar-~) 
Aa Pepe p? T 
I 


Das Integral berechnet sich wieder nach (4) S. 35 und zwar in der Gestalt: 


-= [—-r>+ Ey 
F — Py = arc sin VETE) 
E a? / 
mit positiv genommener Wurzel. Wie beim vorigen Beispiele können wir 
über 9, verfügen und setzen 9, = — F, Dann folgt: 


z Pre: 
ae ye e 
r ze ye ur cos#. 


Zur Abkürzung führen wir zwei positive Konstante p und c durch: 


“ u 


EEE nme Be irn, 
(13) P= ni Vet PR i VI+ 


*) Vgl. Aufg. 1) in I, 368. Übrigens rührt das erste Doppelzeichen in (11) da- 
her, daß die Festsetzungen des Textes noch offen lassen, ob dem Werte t= 0 der 
Wert $=0 oder = x entsprechen soll. Wegen des zweiten Doppelzeichens be- 
achte man, daß zwar œ? durch u, a und b eindeutig bestimmt ist, aber noch 
nicht æ selbst. 
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ein. Dann ist: — 14 pi cp”!cos$, 

woraus sich als einfachste Gleichung der Bahnkurve von P ergibt: 
— 

(US) "Ted 


Damit ist das „erste Keplersche Gesetz“ in erweiterter Gestalt gewonnen: 
Der Punkt P beschreibt einen Kegelschnitt, für welchen O ein Brennpunkt 
ist (S. „A. G“, 8. 64), und zwar liegt eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel 
dor, je nachdem O <c < 1, c= 1 oder c>1 ist oder, wie man zufolge 
(13) auch sagen kann, je nachdem — ua”? <C<O0, C=0 oder C >00 ist. 

Das „zweite Keplersche Gesetz“ ist der schon in 1,370 allgemein 
für Zentralbewegungen bewiesene „Flächensatz“; das „dritte“ aber bezieht 
sich nur auf elliptische Bahnkurven und kann aus (4) oder auf folgende 
Art entwiekelt werden: Aus dem zweiten Gesetze r?# — « folgt, wenn 


wir «= uV p setzen und für r den Ausdruck (14) eintragen: 


pd? A ae i do 
cos Cih net) = PVP Sansa 

Das hier rechts stehende Integral ist in Aufg. Tb) S. 167 bereits berechnet 
und zwar mit Hilfe des in Fig. 41 daselbst dargestellten Winkels 7: es 
ergibt sich: v y à 
ult — ti) = Ja + esin 7), 
wenn mit a,b die Halbachsen und mit e die lineare Exzentrizität der 
Ellipse bezeichnet werden. Nach „A. 6.“, S. 60f. stellen sich die Halb-- 
achsen a, b im „Halbparameter“ p und der „numerischen Exzentrizität“ c- 
so dar: p $ p 

; ie -pe 
Mit Rücksicht hierauf läßt sich die zwischen £ und 7 bestehende Bezie- 
hung auch so schreiben: 


(15) ult — i) = Va (aq + e sin n). 
Bei positiv genommener Wurzel*) wird 7 mit wachsender Zeit t gleich- 


falls wachsen. Der Zunahme von y um 2x entspricht eine Zunahme 
von t um die „Umlaufszeit“ T. Für T folgt demnach aus (15) und (12): 


(16) T=" apa 2 rya. 


«yM 
Wird nun noch ein zweiter Punkt P’ vom Punkte O der Masse M nach 


“) Es gelte &>0 und also $>0. 
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dem Gravitationsgesetze angezogen und ist die Bahnkurve dieses Punktes 
eine Ellipse der großen Halbachse q’, so gilt: 


(17) T = 9) č, EAI ES a 
xy M 


Die zweite Gleichung bringt das „dritte Keplersche Gesetz“ zum Aus- 
druck: Die Quadrate der beiden Umlaufszeiten verhalten sich wie die Kuben 
der großen Halbachsen. 

3) Im dritten Falle y(r) = — u?r”® einer dem Kubus der Entfernung 
indirekt proportionalen Anziehungskraft werden die Integrale (4) und (5) 
besonders einfach; dagegen gestalten sich die möglichen Bewegungsvor- 
gänge sehr verschiedenartig und kompliziert. Zunächst ergibt sich für 
die Komponenten der Geschwindigkeit: 


(18) = eee  ymarnt 
und für den Betrag der Geschwindigkeit: 

(19) v—-+YVC+ ur. 

Die Gleichungen (4) und (5) nehmen die Gestalt an: 

0 = N ra r a da!) A 
> AT Ji Orr (aë — u")? ag “J VO- uir 


Es gelte « >0, so daß sich P im Sinne wachsender Werte $ bewegt; 
auch u möge positiv sein. 

Ist nun erstlich «>u, so ist C>0. Das erste Integral (20) liefert, 
falls wir £= 0 setzen, folgende Darstellung von r als Funktion von £: 


(21) r=-VOR+E, è= VE SO 


Wir erkennen in der damit eingeführten Zahl & die zur Zeit £ = 0 ein- 
tretende kleinste Entfernung des Punktes P von O; zwecks Bestimmung 
der Integrationskonstanten gilt die Zahl £ als gegeben. Wächst die Zeit £ 
von 0 bis oo, so wächst r von € bis 00; überdies treten in je zwei Zeit- 
punkten + ¢ gleiche Werte r auf. Die Geschwindigkeit v hat zur Zeit 
t = 0 ihr Maximum erreicht und nimmt sowohl für lim £ = + co als für 


lim t= — œ gegen den Grenzwert + C ab; für v, insbesondere gilt: 
(22) v, = sgn (A VCV 1 — Er. 

Zur Zeit £ = 0 verschwindet v,. Indem wir also für ¿ = 0 die Geschwin- 
digkeit gegeben denken, läuft dies darauf hinaus, daß « gegeben ist. Der 


Grenzwert der Geschwindigkeit VC bestimmt sich dann aus u, « und £ 
auf Grund von (21). 


% 
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Das zweite Integral (20) ergibt: 


®—-,=——- arcsin G). 


sye 
Soll, wie wir vorschreiben wollen, zur Zeit ¿= 0 und also für r =€ auch 


9 = Q0 zutreffen, so folgt, indem wir arcsin 1 = = eintragen: 


u ee 
° tare 


Zur Kürzung der Formeln führen wir noch eine Zahl £ durch: 


nem e 
e 
ein; sie gehört dem Intervalle 0 < < 1 an. Betreffs der Konstanten 
können wir uns auf den Standpunkt stellen, «œ und s als positive Zahlen 
willkürlich und B aus dem Intervalle O < B < 1 willkürlich zu wählen, wo- 
mit dann über u in folgender Art verfügt ist: 


u =+ ayl- p. 
Als Gleichung der Bahnkurve ergibt sich nun leicht: 
(23) r cos (9) = £, 


wobei ©, während t von — co bis + oo läuft, als wachsende Variable das 
Intervall durchläuft: 


(24) er 


E14 
2ß° 
Die Beziehung zwischen ® und £ ergibt sich leicht durch Elimination von 
r aus (21) und (23). 

Man wolle sich die Gestalt der gewonnenen Bahnkurve klar machen. 
Die beiden in (24) für $ vorgeschriebenen Grenzen sind, absolut genom- 


men, stets > 5; sie werden um so größer, je kleiner £ ist, und es besteht 


für sie, da f dem Werte O beliebig nahe gewählt werden kann, keine 
obere Schranke. Man stellt ferner für die Bahnkurve leieht zwei Asym- 
ptoten fest. Gleichung (23) kann nämlich in die Gestalt: 


rsin ($ +ß9) =: 


gekleidet werden, wo das Argument von sin für das obere Zeichen an 
der unteren Grenze (24), für das untere Zeichen aber an der oberen 
Grenze verschwindet. Da für einen sehr kleinen Winkel $, angenähert 
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sin f9, = ß - sin 8, gesetzt werden kann, so finden wir gegen die beiden 
Grenzen hin als Näherungsgleichungen der Bahnkurve: 
rein (5 + 8) = r (sin; cos È + cos 57 sin 9) -7 
oder bei Einführung reehtwinkliger Koordinaten z =r cos®, y=rsin®: 
. m m & 
(25) z sin zg EYE = g 
Diese Gleichungen stellen die beiden Asymptoten der Kurve dar. 

Hieraus ergibt sich, wenn wir f nahe an O wählen, folgendes Bild 
der Bewegung: Der Punkt P kommt von der einen Asymptote aus dem Un- 
endlichen, beschreibt spiralig eine durch B bestimmte Anzahl von Umläufen 
um O, bis er zur Zeit t = 0 die kleinste 
Entfernung von O im Punkte r =:,9=0 
erreicht; der weitere Verlauf ist dem bis- 
herigen symmetrisch, P windet sich wie- 
der nach außen und zieht gegen die zweite 
Asymptote hin ins Unendliche. Fig. 91 
gibt die Gestalt der Bahnkurve wieder, 
die bei B = | eintritt, die beiden Asyın- 
ptoten setzen hier die Gerade der Glei- 
chung x = 9e zusammen. 

Der Fall = u ist rechnerisch be- 
sonders elementar, insofern die Glei- 
chung (3) die Gestalt 7 = 0 annimmt und also 7 konstant ist. Wir 
setzen "= +YÜ und haben dann die Fallunterscheidung C =O und 
C>0 zu treffen. Für C = 0 ist r konstant, etwa gleich ọ, und aus For- 
mel (19) folgt dann, daß sich der Punkt P mit konstanter Geschwindig- 
keit wo”! auf der Peripherie des Kreises vom Radius ọ bewegt. Ist C>0, 
so folgt, wenn wir C positiv nehmen und über t und 9, zweckmäßig 
verfügen: 


(26) r=sgn(t) YO-t, Au sgn (f) zzz» a 


Jetzt besteht also die Bahnkurve aus zwei zur Polarachse symmetrischen 
„hyperbolischen“ Spiralen (s. I, 280); der Punkt P läuft im Augenblick 
t = 0 durch das anziehende Zentrum O hindurch, wobei die Winkelgeschwin- 
digkeit für lim t = + 0 gegen die Grenze + oo wächst.*) 

*) Die für C = 0 gefundene Kreisbahn liefert ein Beispiel einer sogenannten 
„instabilen“ Bewegung; jedes noch so kleine Wachstum von C liefert eine vom 


Kreise total verschiedene Bewegungsform, nämlich die eines Paares hyperbolischer 
Spiralen. 


Fig. 91. 
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Ist endlich «© < u, so werden die Verhältnisse noch mannigfaltiger, 
da man jetzt zu unterscheiden hat, ob C > 0, = 0 oder < 0 ist. Wir 
betrachten nur den Fall C < O und finden, falls e wie in (21) erklärt 
und 4 = 0 gesetzt wird, aus der ersten Gleichung (20) wie oben leicht: 
(27) r=+YVe+Or. 

Hieraus geht das Resultat hervor, daß sich der Bewegungsvorgang auf das 

„endliche“ Zeitintervall: 

28 iz 

(28) ae A = C 

erstreckt, da nur für die diesem Intervalle angehörenden £ reelle r aus (27) 

folgen. Zur Zeit t = 0 gewinnt P jetzt seine größte Entfernung € von O; 

für die Geschwindigkeitskomponente v, = y findet man: 

(29) v, = — sgn ()Y—-Cy—1+ Er? 

mit positiv genommenen Wurzeln. Das zweite Integral (20) führt jetzt 

auf die Funktion Ar Co; indem man zur Zeit {= 0 auch # = 0 vor- 

schreibt, findet man leicht: 
gu 


u 
Ve — a? 
Zur Abkürzung der Bezeichnungen führen wir noch die positive Zahl: 


ey—C u’ 
ee =; a! -i 


1 
ein und können uns auch auf den Standpunkt stellen, daß «, € und 8 als 
positive Zahlen willkürlich gewählt sind, wobei dann über u so verfügt ist: 


a=ecyl+ PR. 


Da &03 eine gerade Funktion ist, wird die Gleichung der Bahnkurve: 
(80) r Cos (B9) = e, ER 
wobei 9, während t das endliche Zeitintervall (28) durch 


läuft, von — oo bis + 00 wächst. \ 
Wir gewinnen also folgendes Bild der Bewegung: E Er DE 5 
fi 


Die gur Polarachse symmetrische Bahnkurve windet sich 

gegen die Zeitschranken (28) hin beiderseits N 

oft um O; während der ersten Hälfte des Zeitintervalls 

entfernt sich der Punkt von O auf der einen Hälfte der Fig. Ten 
Doppelspirale mit abnehmender Geschwindigkeit bis zum Maximum s der 
Entfernung von O, worauf in der zweiten Hälfte des Zeitintervalls der 
symmelrische Bewegungszustand wieder gegen O hin eintritt. Gegen die 
Zeitschranken hin wird sowohl |+| als auch die Winkelgeschwindigkeit # 
unendlich; man vgl. die in Fig. 92 beigefügte Skizze. 
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Aufgaben: 1) Man untersuche die Zentralbewegung für y(r) = + p'r, d.h. 
bei Wirkung einer der Entfernung proportionalen Abstoßungskraft. — Als Bahn- 
kurve wird man eine Hyperbel finden, deren Mittelpunkt der abstoßende Punkt O 
ist. An Stelle der Gleichungen (11) tritt: 

x’ y* 
ai di 

2) Wie bewegt sich der Punkt P, falls er von O mit einer dem Quadrate der 

Entfernung indirekt proportionalen Kraft abgestoßen wird? — In der an (12) sich 


anschließenden Entwicklung hat — a? an Stelle von + u? zu treten. Es ist not- 
wendig C>œ>0. Als Gleichung der Bahnkurve muß man finden: 


u Di a 
u Zee 


=1, z=alosut, y=-bEinut. 


P bewegt sich auf einem Hyperbelzweige, dessen auf der konvexen Seite gelegener 
Brennpunkt O ist (vgl. „A. G.“ S. 65). 


3) Man untersuche die für y(r)=—u?’r"’, a< u und C=0 eintretende 
Zentralbewegung. — Man wird zu folgenden Gleichungen gelangen: 
a2 Vu’ — a? = 2ft ö r= g'n fp’ 


so daß dem gesamten Zeitverlaufe eine aus zwei symmetrischen „logarithmischen“ 
Spiralen zusammengesetzte Kurve entspricht. 


5. Lineare homogene Differentialgleiehungen. Eine Differential- 
gleichung zweiter Ordnung der Gestalt: 


a) y + o@)y + yle)y = r(e) 
heißt eine „lineare Differentialgleichung“, da sie in y, y’ und y” linear ge- 
baut ist. Die Funktionen g(x), y(x) und g(x) von x allein, die „Koeffi- 
zienten“ der Gleichung (1), seien in einem geeignet begrenzten Intervalle 
eindeutig und stetig. Ist insbesondere die Funktion y(x) mit O identisch, 
so heißt die Differentialgleichung „homogen“ (s. S. 277); eine solche 
Gleichung: 
(2) y” + glz)y + yle y=0 
sei zunächst zur Behandlung vorgelegt. 

Die Gleichung (2) wird befriedigt, wenn man y mit O identisch nimmt. 
Ist noch irgend ein von dieser Lösung verschiedenes partikuläres Integral 
y, bekannt*), so kann man die allgemeine Lösung durch eine Quadratur 
und die Lösung einer linearen homogenen Differentialgleichung erster 
Ordnung (s. 8.277), mithin insgesamt durch zwei Quadraturen finden. 
Führt man nämlich statt y eine neue abhängige Variable z durch: 


(3) _ Iy) 


? Die Existenz einer solchen Lösung folgt aus den allgemeinen Sätzen von 
S. 298 ff. 
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ein, so ist für y und die Ableitungen von y in (2) einzusetzen: 
| y =y (Jzas+ 0), 
Y-yı (feds Jp a) + 4:7, 
Y = (Jz du + Gi +22 HAF, 


unter C, eine erste Konstante verstanden. Da die Gleichung (2) für y, 
identisch erfüllt ist, so ergibt sich für z die „lineare homogene Differen- 
tialgleichung erster Ordnung“: 


z+ (pa) + 2%) g= 0, 


die nach S. 277 durch Trennung der Variablen zu integrieren ist*); es 
findet sich als allgemeine Lösung: 


(9 


OLE 
A = On G 
Durch Eintragung dieses Ausdrucks von z in die erste Gleichung (4) er- 
hält man als allgemeine Lösung der Gleichung (2): 


5 — /pla)dz 
(5) y= Cga onf (re ái Jas 
Kennt man ein erstes, nicht identisch verschwindendes Integral y, der homo- 
genen linearen Differentialgleichung (2), so ist die allgemeine Lösung durch 
zwei Quadraturen in der Gestalt (5) zu berechnen, wo C, und Ca willkür- 
liche Konstanten sind. 
Schreiben wir zur Abkürzung: 


m- è - fp 2)“ x) 
(6) Y = nj (zte Bro Jaz, 
so nimmt das allgemeine Integral (5) die Gestalt an: 
(1) y = Cih + Od: 


Diese Bauart des allgemeinen Integrals ist übrigens leicht aus derjenigen 
der Gleichung (2) verständlich. Trägt man nämlich den Ausdruck (7) 
für y in (2) ein, so folgt bei Fortlassung des Arguments «: 


y” + py + yy = O Hon EUN) H Oal + PY + PY). 
Sind aber y, und y, partikuläre Integrale, so verschwinden die beiden 
Klammerausdrücke rechts in æ identisch, so daß auch y, wie auch die 
beiden Konstanten gewählt sein mögen, die Gleichung (2) befriedigt. 

Wir nahmen an, daß y, irgend ein nicht mit O identisches partiku- 


* Das Intervall der unabhängigen Variablen x denken wir hier und weiter- 
hin nötigenfalls so beschränkt, daß y, in demselben nicht verschwindet. 


320 VI, 2. Gewöhnliche Differentialgleichungen höherer Ordnung [5 


läres Integral sei. Es sei jetzt ferner J, irgend ein weiteres Integral, 
jedoch so gewählt, daß 7, : y, nicht mit einer Konstanten identisch ist.*) 
Dann können wir J, als Integral von (2) in der Form: 


Ja = GYı F CY 


darstellen, und zwar ist dabei c, notwendig von O verschieden, da eben 
sonst F: y, mit c, identisch wäre. Dieserhalb kann man schreiben: 


ê IE 
Ya E uar g Jos 


Tragen wir aber diesen Ausdruck von y, in (7) ein, so folgt: 
7 t r C a C; r (& 

(8) Y = Oh +H O To C — G = C, go 
Schreiben wir statt J, wieder y,, so folgt: Sind Yı, Ya irgend zwei nicht 
identisch verschwindende partikuläre Integrale der homogenen linearen Dif- 
ferentialgleichung (2), und ist der Quotient y, : y, nicht mit einer Konstan- 
ten identisch, so ist das allgemeine Integral von (2) in der Gestalt (7) ge- 
wonnen, wo C, und C, zwei willkürliche Konslante sind. 

Um diesen Satz verallgemeinern zu können, nennen wir zwei Funk- 
tionen %,,%, der Variablen x „linear-abhängig“, falls eine Gleichung: 


(9) htm = 0 
mit konstanten und nicht zugleich verschwindenden Koeffizienten &,, c3 
in x identisch besteht; gibt es indessen keine solche Relation zwischen y, 
und Yy, so heißen diese beiden Funktionen „linear-unabhängig“. Ist min- 
destens eine der Funktionen, z. B. y,, mit O identisch, so liegt lineare Ab- 
hängigkeit vor, da die Gleichung (9) für «+0, & = Q identisch gilt. 
Ist keine der beiden Funktionen mit O identisch, so könnte eine Glei- 
chung (9) nur dann gelten, wenn c, und c, beide von O verschieden sind; 
dann aber erweist sich der Quotient y; : Ya als mit einer Konstanten iden- 
tisch. Andrerseits gilt, wenn das letztere zutrifft, immer auch eine Glei- 
chung (9). Wir können demnach den letzten über die Lösungen von (2) 
ausgesprochenen Satz in die einfachere Form kleiden: Sind y,, Ya irgend 
zwei linear-unabhängige Lösungen von (2), so ist die allgemeine Lösung in 
der Gestalt (T) mit willkürlichen Konstanten C,, Ca gewonnen. 

Es sei nun eine lineare homogene Differentialgleichung dritter Ordnung: 


(10) y” + olr) y +wVla)y+r@a)y=0 


vorgelegt mit „Koeffizienten“ (x), (x) und g(x), die in einem geeig- 
net begrenzten Intervalle eindeutig und stetig sind. Wir nehmen wieder 


*) Es gibt sicher derartige Integrale; denn z. B. das obige y, ist ein solches. 
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an, es sei irgend ein erstes, nicht identisch verschwindendes partikuläres 
Integral y, bereits bekannt. Führen wir auch hier als neue abhängige 
Variable das in (3) gegebene z ein, so ist an die Gleichungen (4) noch 
die weitere zu reihen: 


y” A y (J zdr + 6) + 3y” 2 + Byr A + Yı g” 
Aus (10) folgt dann für z die lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung: 


a) + (pa) +3%)r + (ve) + 2g(a) +3% -)z 0. 


Nach dem schon bewiesenen Satze stellen wir das allgemeine Integral z 
dieser Gleichung in zwei partikulären, linear-unabhängigen Lösungen 
2, 2; mittelst zweier willkürlicher Konstanten C, und C} in der Gestalt: 
g = 0,2 + 0,% 

dar. Dann aber folgt aus der ersten Gleichung (4) für das allgemeine Inte- 
gral y von (10) sofort: 
(12) y = Ciy + Cha + Cst, 

WO Yz, Yy die zwei weiteren partikulären Integrale sind: 


(13) n= fada, n= n fz de. 


Indem wir den Begriff der linearen Abhängigkeit bzw. Unabhängig- 
keit von zwei auf mehr als zwei Funktionen von x übertragen, erkennen 
wir leicht, daß die drei gewonnenen Lösungen Y,, Yz, Yy linear-unabhängig 
sind. Bestände nämlich eine Relation: 


(14) Yi F ah ta = Yı (o F e fa dz + o fzs da) =% 


mit nicht durchweg verschwindenden c identisch, so könnten jedenfalls c, 
und c, nicht zugleich verschwinden; denn in diesem Falle wäre auch 
c=0, da y nieht mit O identisch ist. Aus dem gleichen Grunde (des 
nicht identisch verschwindenden y,) würde sich ergeben, daß notwendig: 


Ge: of ade + a fade= 0 
identisch bestände, woraus durch Differentiation: 
Cala + 632, = 0 


als identische Gleichung folgen würde. Da aber z, und z, linear-unab- 
hängig sind, so folgt die Unmöglichkeit einer identischen Gleichung (14) 
mit nicht durchweg verschwindenden c. 
Nach der Voraussetzung war y, irgend eine nicht identisch ver- 
Fricke, Differential- u, Integralrechnung. II. 21 


322 VI, 2. Gewöhnliche Differentialgleichungen höherer Ordnung j6 
schwindende Partikularlösung von (10). Es seien jetzt y,, %,, 9, irgend 
drei linear-unabhängige partikuläre Integrale dieser Gleichung; dann sind: 


_ Ay! 3) Z m I 
ı 7 de? 3 dx 


zwei Integrale der Gleichung (11), die gleichfalls linear-unabhängig sind. 
Bestände nämlich eine Relation: 


TAN 
(Est) 


h 


Al - Fa) diy’: 
PA =G ne Ya) ia 6 er Is) 2 
mit nicht zugleich verschwindenden c,, €, identisch, so würde durch Inte- 
gration und Multiplikation mit y, eine Relation: 
CY + As + eY = O 
folgen, deren Existenz wir ausschlossen. Nach dem über die Gleichungen 
zweiter Ordnung bereits bewiesenen Satze können wir nun Z,, 2,, als 
linear-unabhängig, der Darstellung aller Lösungen der Gleichung (11), 
also auch der obigen Lösungen z,, 2,, ZAgrunde legen: 
2a = Cy Zg + Cz 25, Zs = 03 23 + 02 

Man trägt diese Ausdrücke in (13) ein und findet: 
16) y= Cin + Gt OTs, Ys = C h + Ca Va + Cs" Ys- 
Wenn wir demnach zunächst das ällgemeine Integral y durch die 44, Y2, Ys 
in der Gestalt (12) darstellten, so können zufolge der Gleichungen (16) 
zu diesem Zwecke an Stelle der y4, Y2, Y3 auch die %,, Ja, Ya benutzt wer- 
den. Damit aber haben wir den Satz gewonnen: Das allgemeine Integral 
der linearen homogenen Differentialgleichung dritter Ordnung (10) ist in 
irgend drei partikulären Lösungen Yı, Ys, Yz, die linear-unabhängig sind, 
mittelst dreier willkürlicher Konstanten in der Gestalt (12) darstellbar. 

Die Überlegung ist so angelegt, daß ihrer Verallgemeinerung auf Grund des 
Schlusses der „vollständigen Induktion“ nichts im Wege steht. Es sei eine lineare 
homogene Differentialgleichung »!* Ordnung: 
(17) yP o (2) y”? F pa (a)y? yet 


vorgelegt, deren „Koeffizienten“ g(x), Pa (£), :--, Pn(£) in einem geeignet ge- 
wählten Intervalle eindeutig und stetig seien. Dann gibt es n partikuläre, linear- 
unabhängige Integrale Yi, Ya, ..., Yn, und die allgemeine Lösung ist in irgend einem 
solchen Integralsysieme in der Gestalt: 


(18) y=0y,+rG%+: -+C 
mit n willkürlichen Konstanten C,, Cz, '*-, C, darstellbar. 


6. Lineare homogene Differentialgleichungen mit konstanten Koef- 
fizienten. Die Entwicklungen: in $ 5 gründeten sich auf die Annahme, 
daß ein erstes partikuläres Integral y,, das nicht identisch verschwindet, 
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bereits bekannt sei. Nun geht zwar die Existenz eines Integrals y =f (<), 
für welches man z. B. im Falle einer Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung in einem Punkte x, des Intervalles sogar die Werte f(x) und f‘(z,) 
nach Belieben vorschreiben mag, aus dem Satze von S. 299 hervor. Da- 
gegen kann man schon im Falle einer Gleichung zweiter Ordnung keines- 
wegs immer eine gewünschte Lösung y, durch Quadraturen gewinnen. 

Es gibt indessen einen wichtigen Spezialfall, in dem man die Lösung 
der Differentialgleichung zweiter Ordnung mit Hilfe von Quadraturen er- 
halten kann. Sind die Funktionen p(x) und y(x) mit Konstanten a, b 
identisch, handelt es sich also um die Lösung einer „linearen homogenen 
Dijferentialgleichung mit konstanten Koeffizienten“: 


1) vtay+by=0 
so gelingt die Angabe des allgemeinen Integrals auf folgendem Wege: 


Ist erstlich a = 0, so liegt eine Differentialgleichung der Art (11) 
S. 302 vor, und wir gelangen nach (13) S. 302 zur allgemeinen Lösung: 


dy = 
ta va a 


Bei Berechnung des Integrals ist zu unterscheiden, ob b < 0, = 0 oder 
> 0 ist; im ersten und dritten Falle kommen die Formeln (2) und (4) 
S. 35 zur Verwendung: 


= b In yy—b +VC — by |= z2 + C,, b<0, 

y =2V C, + CVO b=0, 

7 arc sin E) =z + 0,, b>0. 
€, 


Die erste dieser Gleichungen gibt bei Übergang zur Exponential- 
funktion die erste der folgenden Gleichungen: 


yy—-b E VO = by?) = eV -t . erV-t, 
yV-b— ve — by” | =|&t eai V 
während die zweite eine einfache Folge der ersten ist. Durch Addition 


der beiden Werte y V—b + V C, — by? gelangt man zu y; man setzt zur 
Abkürzung: 


eC V=? = C -H Ge Sy C 
az ey— b = Is 2y—b = 
und findet als allgemeine Lösung der Gleichung (1) für a =0,b<0: 
(8) y-aeVd+ ae, 


21% 
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die man nach der zwischen der Exponentialfunktion und den byperboli- 
schen Funktionen bestehenden Beziehung auch so schreiben kann: 


(4) y = cos (£V =b) + cx Sin (s y— b). 


Hieran reiht sich der selbstverständliche Satz: Die allgemeine Lösung der 
Gleichung (1) für a = 0, b = 0 ist: 

(6) V-or+0. 

Endlich gelangen wir für b>0 von der obigen vorläufigen Form der 
Lösung durch Übergang zu den trigonometrischen Funktionen zu: 


syè = sin (C, Vb + ayb) = sin (C,Yb) - cos (£y) + cos (Cyb) -sin (£4/b) - 


Schreiben wir zur Abkürzung: 


CR — G - 
ja sin (Q Vd) =c, V z eos (C; Vb) = 6, 
so ergibt sich: Die allgemeine Lösung der Gleichung (1) für a = 0, b> 0 ist: 


(6) y = c cos (£ Vb) + c sin (æ yb). 
Eine Gleichung (1) mit a + 0 ist auf den eben erledigten Fall leicht 
zurückführbar. Führt man nämlich an Stelle von y eine neue abhängige 
1 


Variable z durch die Substitution y =e 2", ein, so geht die Gleichung 
nach Forthebung des Exponentialfaktors über in: 


"+[d-,@)2- 0, 


womit eine Gleichung der eben behandelten Art gewonnen ist. Die all- 
gemeine Lösung z berechnet sich nach (3) ff., und man erhält daraus für y: 


A "E -V+ e-+) 
y=e \c,e +6&e li 


Y= e ; (ac + 6) 


1 ER p er 
y= Te cos (zy% — : a) +6 sin („Vo - i a? )), 


je nachdem a?— 4b > 0, = Q oder < Q ist. 
Um dieses Ergebnis in seine einfachste Form zu kleiden, führen wir 
die algebraische Gleichung zweiten Grades: 
(8) 2+al+b=0 
mit der Unbekannten A und den Koeffizienten a, b der Differentialglei- 
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chung (1) ein. Diese Gleichung heißt die „charakteristische Gleichung“ 
der Differentialgleichung. Ihre Wurzeln: 


ae aœ — b, -za-Via-5 
bezeichnen wir durch A,,A,, falls sie reell und verschieden sind, durch 4, 
falls sie gleich, durch A + iu, A— iu, falls sie nicht reell sind. Dies 
sind gerade die drei bei (T) unterschiedenen Fälle; wir finden: Die all- 
gemeine Lösung der linearen homogenen Differentialgleichung (1) mit kon- 
stanten Koeffizienten ist: 


|” EGERT, 
(9) y = ea + c), 
ly = el*(e, cos ux + & sin pg), 
Je nachdem die Wurzeln der charakteristischen Gleichung (8) reell und ver- 


schieden, zusammenfallend oder nicht reell sind. 

Ist der Gebrauch komplexer Größen gestattet (s. darüber den Anhang), so 
kann man die dritte Gleichung (9) als Spezialfall der ersten fassen und den Satz 
aussprechen: Hat die churakteristische Gleichung (8) zwei „verschiedene“ (reelle oder 
nichireelle) Wurzeln A, und A,, so ist das allgemeine Integral: 

(10) y=oeh?+c,e®”. 
Gilt nämlich , =? + iu, ,=A— iu, so ist (e. §4 des Anhangs): 


+ E r i vr 
er time _ Ar. time _ ÀF (eos ue + isin pa), 


und (10) liefert, wenn wir c, +, = &', if — &)=e,' schreiben: 
y = e” (c, cos ug + c, sin pa), 

d. h. das dritte Integrai (9). 

Auch bei der Verallgemeinerung auf eine lineare homogene Differentialglei- 
chung n!® Ordnung mit konstanten Koeffizienten: 
(11) yP Haytay T.. aym 
vermeiden wir Umständlichkeiten durch Einführung der komplexen Größen. Die 
zugehörige „charakteristische Gleichung“: 
(12) a a E 
deren linke Seite wir als ganze Funktion nt Grades von 4 mit g(A) bezeichnen 
wollen, möge die m-fache reelle oder komplexe Wurzel 2 haben. Wir führen dann 


die neue abhängige Variable z= my in (11) ein und finden zunächst unter 
Heranziehung der Regel (2) in I, 142 für y und die Ableitungen von y: 


zn, 
y , 
et, A ee 
ee 2 ix ix A Az EZ 
y =e g pH he tg + etz”, 
Verl, pA tt Leitz”, 


y= an Az, mi a lety „1 ei) aet g” IPREN PEROJ 
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Tragen wir diese Ausdrücke in (11) ein und heben den Exponentialfaktor ce so 
nimmt die entstehende Gleichung bei Gebrauch der Ableitungen g’(A), g’{A), 
der ganzen Funktion g(4) die einfache Gestalt an: 


(n— ” F 
nr. E amr=o. 


Ist nun A eine m-fache (nicht jedoch eine (m + 1)-fache) Wurzel der Glei- 
chung (12), so gilt (s. I, 79f.): 
=D, +. 
Die Differentialgleichung für z hat also die Gestalt: 


g + ra SL SO mo 
(a —1)! m! 


und ist demnach erfüllt, wenn 2”) mit O identisch ist, d. h. wenn z eine gauze 
Funktion (m — 1)}® Grades von x mit willkürlichen Koeffizienten ist. Hieraus be- 
rechnet sich für y: 


(13) y= laan ++ tm). 
Offenbar können wir wegen der Willkür der e auch sagen, daß der m-fachen Wur- 
zel 2 der Gleichung (12) entsprechend die m partikulären Integrale: 
(14) a T AE 
gewonnen sind. i 

Ist A komplex, so schreiben wir besser (A -+ iu) für A und benutzen den Satz, 
daß die Gleichung (12) auch die konjugierte Zahl (A — iu) zur m-fachen Wurzel 
hat (s. I, 77). Wir haben also dann die 2m partikulären Lösungen: 
(15) were ae il 
Statt des beim einzelnen » eintretenden Lösungenpaars (15) können wir aber auch 
(e. den Schlußsatz von $ 5) das folgende Paar benutzen: 


A aa U a 
v ir 


en = a’ e7 cosur, 
„o UT _ Íu 
E c s EY 
ae a = ce" sin uz. 
t 


Auf diese Weise gewinnt das Schlußergebnis wieder reelle Gestalt: Einer reellen 
m-fachen Wurzel A der Gleichung (12) entsprechen die m partikulären Integrale: 


(16) FE a S 
einem Paare m-facher komplexer Wurzeln die 2m partikulären Integrale: 
an et? cos ux, zei” cosur, ---, arte? cosux, 

AT sinux, ze" sinux, :--, a" "Te" sinum. 


7. Lineare nicht-homogene Differentialgleichungen. Die Lösung 
einer linearen Differentialgleichung: 
a) y” + Pay + Yle)y = x2) 
wird nach der „Methode der Variation der Konstanten“ von Lagrange 
bewerkstelligt, die für die linearen Differentialgleichungen erster Ordnung 
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S. 277. entwickelt wurde. Sie geht von der Voraussetzung aus, daß die 
zu (1) „gehörende“ homogene Gleichung: 
(2) n” + plen + vle) =0 
bereits gelöst sei; es seien 7,,7, irgend zwei linear-unabhängige Lösungen, 
so daß die „allgemeine Lösung“ von (2) in der Gestalt (Cy, + Cze) dar- 
stellbar ist. Die Methode besteht nun darin, daß wir an Stelle der Kon- 
stanten Ci, Ca zwei neue von x abhängige Variable z,, z, einführen und 
versuchen, mit dem so abgeänderien Ausdrucke: 
8) Y = 21 + Zg 
die Differentialgleichung (1) zu befriedigen. 

In dieser Form würde freilich der Aufgabe noch eine Unbestimmt- 
heit anhaften, da an Stelle einer jetzt zwei abhängige Variable 2, 2, 
eingeführt sind. Wir heben diese Unbestimmtheit in einer Art, die für 
die durchzuführende Rechnung grundlegend ist, indem wir für die beiden 
von x abhängigen Variablen z,, 2, die Relation: 
(4) Z1 M F Ze hg 0 
vorschreiben. Aus derselben können wir folgern: 


T 
= fe 5 da 
e 2 


und würden auf diese Weise unsere Aufgabe so fassen, daß wir an Stelle 
von y eine neue Variable z, in (1) einzuführen haben, welche mit y durch 
die folgende Gleichung zusammenhängt: 


» 
T 
y-211— nf EU 7 dx. 


Versuchen wir nun, die Gleichung (1) mit dem in (3) angesetzten y 

zu befriedigen, so haben wir in (1) für y, y, y” einzutragen: 

Y = 21M F Zee, 
(5) j = aM + Zhe 

Yan F ZoNa + 2i + Mo 
Hierbei ist es eine Folge der ausgewählten Relation (4), daß der Ausdruck 
für y' nur zweigliedrig ausfällt, da eben die Summe der bei der Differen- 
tiation zunächst noch auftretenden Glieder 2,'7,, Z3 Ñe verschwindet. 
Tragen wir nun die Ausdrücke (5) in (1) ein, so soll eine in x identisch 


bestehende Gleichung folgen, und umgekehrt wird, wenn das letztere 
zutrifft, in y die Lösung von (1) gewonnen sein. Es soll demnach: 


20 Hane +2 M +29 HolL) lm + en) Y (£) (2h Heta) =x (2) 
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in z identisch bestehen. Ordnen wir nach z,,2, an und berücksichtigen, 
daß n, und 7, Lösungen von (2) sind, so nimmt die letzte Gleichung die 
einfache Form an: 
(6) 4m tn = x). 
Sie dient uns im Verein mit der Gleichung (4) zur Berechnung der Ablei- 
tungen erster Ordnung 2,', 2, als Funktionen ®,(z), O (x) von x: 
, na (£) r M x(x) 

RT a a e 

Der hier beide Male im Nenner auftretende Ausdruck heißt die 
„Determinante“ D des zur Berechnung der z,', 2, dienenden Systemes 
linearer Gleichungen (4), (6) und wird symbolisch durch Zusammen- 
stellung der „Koeffizienten“ der Gleichungen in der Gestalt: 


P A Nis Na 
(8) D= nn — nm =. r Py: | 

a S EEE 

bezeichnet. Die Möglichkeit der Lösung (T) unserer beiden Gleichungen 
setzt voraus, daß die Determinante D(x) nicht mit O identisch ist”) Dieser 


Forderung aber ist offenbar zufolge der Gleichung: 
( [s \ 
Nn) 


a RES a e NT] 
De) Zip: mi h 


genügt, da weder 7, mit 0, noch der Quotient n, : y, unserer „linear- 
unabhängigen“ Lösungen V1, Na von (2) mit einer Konstanten identisch ist. 

Aus den berechneten Funktionen Q, (x), ®,(z) finden wir num 2,, #9 
selbst durch zwei Quadraturen: 


(9) a-fdl@)de+Q, 3—/ba)de + 0. 


Durch Eintragung dieser Ausdrücke in (3) gelangen wir zur „allgemeinen 
Lösung“: 

(10) A m fo, (2) dx + MKAO) dæ + Cim + Cana 

der gegebenen Gleichung (1). Es besteht demnach der Satz: Die nicht- 
homogene Gleichung (1) ist mittelst zweier Quadraturen (9) allgemein lös- 
bar, wenn man zwei linear-unabhängige Integrale und damit die allgemeine 
Lösung der zugehörigen homogenen Gleichung (2) kennt. 


Die vorstehende Entwicklung ist leicht auf Differentialgleichungen höherer 
Ordnung zu verallgemeinern, wie der nächste Fall einer Gleichung dritter Ordnung: 


(1) y” + py + pay + r@)y = ola) 


*) Vereinzelte Nullpunkte der Funktion D(x) kann man durch Verkleinerung 
des zugrunde liegenden Intervalles ausschalten. 
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darlegen möge. Für die „zugehörige“ homogene Gleichung: 


(12) n” +g) n + yla) te dn—0 
denken wir ein System linear-unabhänger Lösungen n,, Ns, Nng und damit die „all- 
gemeine Lösung“ (O,n, + Cena + Ozna) bekannt gegeben. Unter „Variation“ der 
Konstanten bilden wir dann für die Lösung y von (11) den Ansatz: 
(13) Y = 2M F Za Ne 20 
wobei wir etwa z, als neue abhängige Variable denken und z,, 2, an z, mittelst 
der gegebenen Funktionen n,, Nz, Ny durch die folgenden Relationen ketten*): 
fa m + Za Ne F Za ns = 0, 
lan H2 ne + Zs n =0. 
Damit wir in (13) eine Lösung von (11) haben, ist nun wieder hinreichend 
und notwendig, daß die Eintragung von 
Y = 21h + Zen: F Zs Ns: 
Y = 2m Fan +20 
y =m Hzn +87, 
y"=ıan Hn Fn Han Ha m um 
in (11) eine in æ identisch bestehende Gleichung gibt: 
15) Anm tan tan = o(a). 
Die Gleichungen (14) und (15) stellen uns jetzt ein System dreier linearer Glei- 
chungen für die drei Unbekannten z,', Za, 2, dar. 

Indem man die Auflösung dieser Gleichungen nach elementaren Regeln voll- 
zieht, ergeben sich für die z,',2,‘, 2, drei Quotienten mit dem gemeinsamen Nenner: 
G6) D(a) = m na ns + Nens m” + Ns N” — NN — MNs Ne — Nem N”, 
den mam wieder die „Determinante“ des Gleichungssystems nennt und ent- 
sprechend (8) durch das Symbol bezeichnet: 

Nr Nes Ns | 
Doy=|n, Mma Me: 
en 


Die Möglichkeit der Auflösung der Gleichungen (14) und (15) setzt wieder voraus, 
daß die Determinante D(x) als Funktion von x nicht mit 0 identisch ist. 

Es besteht nun in dieser Hinsicht der Satz, daß die Determinante D(x) stets 
und nur dann wicht identisch mit 0 ist, wenn N, Nas Ng linear-unabhängig sind. 
Leicht einzusehen ist die Tatsache, daß D(z) identisch mit 0 ist, falls eine Relation: 


(17) i N F Ca Na F GN = 0 

mit nicht durchweg verschwindenden e identisch besteht, und daß demnach umgekehrt, 
wenn D(x) nicht identisch mit O ist, sicher auch die Ni, na, ns linear-unabhängig 
sind. Durch Differentiation nach æ finden wir nämlich aus (17) die beiden weite- 
zen Gleichungen: 


(18) an tem + Gn = 0, am Fan + esn = 0. 


(14) 


*) Diese beiden Gleichungen sind nach z,’, Z, lösbar, da die „Determinante“ 


le — Ne = | de E wegen der linearen Unabhängigkeit der beiden Funk- 


: DLR 
tionen n, n, nicht mit 0 identisch ist. 
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Ist nun etwa c,=#0, so ‚aultipliziere man die Gleichungen (17) und (18) der Reihe 
nach mit (n, ng — Ns Ne ), (Ne Ns — Ns” Ne), (Mais — MsN ) und addiere sie. Man 
erhält als Ergebnis: 

& - D(£) =0 


mit c= 0 als identisch bestehend, so daß D(x) = 0 identisch gilt. Der Beweis der 
Ergänzung, daß für linear-unabhängige N, , Na, Ny die Determinante D(x) nicht mit 0 
identisch sein kann, hat indessen die Kenntnis einiger Sätze der Determinanten- 
theorie zur Voraussetzung. Wir begnügen uns mit der Angabe eines besonderen 
Systems 71,19, Ng, bei dem D(x) sicher nicht identisch mit 0 ist. 
Nach S. 299 gibt es drei eindeutig bestimmte Integrale n,, nz, na, die für 

einen Punkt x, des Intervalles den Gleichungen: 

na) m (E) =0, n En: 
(19) NE) = 0, N (E) = Pas N (a) = re: 

Ng (Lo) = &s, Ns (8) = fs, N (8) = Vs 


genügen, in denen die «, ß, y vorgeschriebene Konstante und die a,, f,, y, von O 
verschieden sind. Man rechnet sich für diese n sofort D(x,)= — æ, Py, aus, so 
daß D(z,)==0 ist und also (wegen der Stetigkeit der n) in einem x, umgebenden 
Intervalle D(x) von 0 verschieden bleibt. Diese n, (X), na (£), N, (2) sind also sicher 
linear-unabhängig und ermöglichen, in die Gleichungen (14) und (15) eingesetzt, 
die Berechnung dreier Funktionen: 


z = Q, (8), zy = Q, (£), 2 = Q, (2). 


Durch Integration finden wir wie in (9) die z selbst und in: 
(20) y =m f9, (æ) de +n | O(a) detn f O(a) de + Cm + Ost + Osn 


die „allgemeine Lösung“ von (11). Nach Lösung der homogenen Gleichung (12) 
ist also die allgemeine Lösung der nichi-homogenen Gleichung (11) durch grei Qua- 
draturen berechenbar. 

Bei beliebigem n wolle man sogleich mit einem Integralsysteme M , Ne, - - -3 N 
đer „homogenen“ Gleichung arbeiten, das den entsprechend (19) anzusetzenden Be- 
dingungen genügt. Die Durchführung der Betrachtung begegnet dann keinen 
Schwierigkeiten und führt zu dem Satze, daß nach Lösung der homogenen Glei- 
chung die nicht-hLomogene Gleichung durch n Quadraturen gelöst werden kann. 

Die folgenden Aufgaben beziehen sich zugleich auf die Paragraphen 5 und 6. 


1) 2x?y" + xy —y=0. Aus der partikulären Lösung y= x ist die allge- 


3 , er c, 
meine zu berechnen. — Allgemeine Lösung: y = 6 x + —*- 
yz 


2) A — x) y” — xy + i y=0. Aus der partikulären Lösung y=yY1+x 
berechne man die allgemeine. — Lösung: y =& V1 +r +e yi— e: 

3) y” — 3y -+ 2y = 0. — Lösung: y = c e + ee’. 

4) y” + 13y 4 42y = 0. — Lösung: y =c e "T4 e eT. 

5) y’+2y +5y=0. — Lösung: y = e7 (e cos 2 + e sin 2s). 

6) y” — 2y +y =0. — Lösung: y = e” (4 s+ 6) - 

7) y” — 5y” +8y — 4y = 0. — Lösung: y =G e + e” (ex + e). 

8) Man zeige, daß eine Differentialgleichung der Gestalt: 


uy p a gi yD oH apa EY H y= 
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durch Einführung der neuen unabhängigen Variablen x, = ln æ auf eine lineare 
homogene Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten zurückgeführt wird. 
— Man stellt nämlich leicht die folgenden Beziehungen fest: 
‚_4Y u dy a’y dy 
= _I —e a 2 = — 3 2- 
Py da,’ a dam” da’ g d En dx,’ 
9) y” — 3y + 2y = 4(x — 1). — Lösung: y-1+22 +e, E + ge”. 
10) Man löse die Differentialgleichung y” — (æ) nach der Methode der Va- 
riation der Konstanten. — Die zugehörige homogene Gleichung hat die Integrale 
æ’, x, 1. Die Lösung kleidet sich in die Form: 


Vi n 
y= (nano f agast | pde+ar taste. 
e A T, 


Man zeige die Identität dieser Lösung mit der aus (4) S. 301 folgenden. 


8. Schwingungsvorgänge. Ein materieller Punkt sei auf der x-Achse 
beweglich und habe im Nullpunkte O seine Gleichgewichtslage. Wird er 
aus der letzteren entfernt, so möge eine „elastische Zugkraft“ nach dem 
Punkte O zurück auftreten, die der Entfernung des Punktes von O propor- 
tional ist. Unter dieser Voraussetzung wird die Bewegung des Punktes, 
wie gleich gezeigt wird, durch Lösung einer linearen homogenen Diffe- 
rentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten festgestellt 
und erfolgt nach einem einfachen „Sinusgesetze“ Es findet also eine 
„periodische“ Bewegung statt, oder es tritt, wie wir sagen wollen, ein 
„Schwingungsvorgang“ ein, der des näheren von der Masse des Punktes, 
der Größe der anziehenden Kraft und den „Anfangsbedingungen“ abhängt. 

Übt das den Punkt umgebende Medium, etwa die Luft, eine „brem- 
sende Kraft“ aus, so gelte das Gesetz, daß diese Kraft der Geschwindig- 
keit des Punktes proportional ist. Auch dann wird, wie wir zeigen werden, 
die Bewegung des Punktes durch Lösung einer linearen homogenen Dif- 
ferentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten fest- 
gestellt. Der Bewegungsvorgang kann jetzt zwar insofern noch ein 
„periodischer“ sein, als wechselnde Hin- und Hergänge, also „Schwin- 
gungen“ stattfinden; es kann aber auch, wie wir finden werden, eine „aperio- 
dische Bewegung“ eintreten. Gleichwohl sagt man in beiden Fällen, der 
Punkt führe „gedämpfte Schwingungen“ aus, wogegen man beim Fehlen 
einer bremsenden Kraft von „freien“ oder „natürlichen“ Schwingungen oder 
auch von den „Eigenschwingungen“ des Punktes spricht, die er eben allein 
vermöge seiner Masse und der ihm zukommenden elastischen Zugkraft 
vollführt. 

Ein häufig vorkommender Fall ist nun der, daß auf den materiellen 
Punkt außer der elastischen Zugkraft noch eine „äußere“ allein von der 
Zeit abhängende Kraft wirkt. Durch diese tritt dann eine „Störung“ des 
Schwingungsvorganges ein, und man nennt dieserhalb die Funktion, 
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- 


welche die Abhängigkeit der durch die äußere Kraft hervorgerufenen Be- 
schleunigung von der Zeit darstellt, die „Störungsfunktion“. Ist die letz- 
tere selbst eine periodische Funktion der Zeit, so zwingt sie dem mate- 
riellen Punkte eine neue Sehwingungsbewegung auf, und man spricht 
dann von „erzwungenen Schwingungen“, die der materielle Punkt (mit 
oder obne Dämpfung) ausführt. Hier werden wir zu einer nicht-homo- 
genen Differentialgleichung zweiter Ordnung geführt werden. 

Der geradlinig schwingende Punkt ist nur ein einfachstes Beispiel 
für zahlreiche, nach den gleichen Gesetzen erfolgende Schwingungsvor- 
gänge bei mechanischen Vorrichtungen oder auch bei elektrischen Strö- 
men. Eine an einer Spiralfeder hängende Last, bei der die „Störung“ 
durch eine schwankende Vertikalbewegung des Aufhängepunktes bewirkt 
wird, eine Hängebrücke mit rhythmischen Stößen der Fußgänger, ein 
aufrecht stehender Mast mit periodisch erfolgenden Windstößen, eine 
Torsionsschwingungen ausführende Schiffswelle mit rhythmisch vor sich 
gehenden Antrieben einer Kolbenmaschine sind naheliegende mechanische 
Beispiele. Für alle diese Schwingungsvorgänge sind die Ergebnisse der 
folgenden Rechnung grundlegend. 

Wir kehren zu dem auf der «-Achse beweglichen materiellen Punkte 
zurück, nennen m seine Masse und x seine Abszisse zur Zeit {und gewin- 
nen in den beiden ersten Ableitungen von x nach ¢ die in Richtung der 
positiven x-Achse gemessene Geschwindigkeit & und Beschleunigung & des 
Punktes zur Zeit ź. Die in der gleichen Richtung wirkende Kraft, die gleich 
dem Produkte »m& ist, setzt sich im allgemeinsten Falle zusammen erstens 
aus der „elastischen“ Zugkraft — «’z gegen O, zweitens aus der mit & 
proportionalen „bremsenden“ oder „dämpfenden“ Kraft — z, drittens 
aus der von ¢ allein abhängenden „störenden“ Kraft my(t), wo y(t) die 
„Störungsfunktion“ im obigen Sinne ist. Hierbei ist ô ein positiver Fak- 
tor, der als „Dämpfungsfaktor“ benannt werden möge und den Absolut- 
wert der dämpfenden Kraft im Falle der Geschwindigkeit 1 darstellt; 
wegen des Vorzeichens von — ô% beachte man, daß die dämpfende Kraft 
die Richtung der positiven oder negativen x-Achse hat, je nachdem << 0 
oder &> 0 ist. Durch Zusammenfügung der drei Teilkräfte erhalten wir 
die Gesamtkraft, die zur Zeit # auf den Punkt wirkt: 


mý = — œs — ôt + my). 
Als Differentialgleichung der allgemeinen Schwingungsbewegung entsteht: 
= a n a? 
(1) 2+„% SF Zg = zð. 


Ist y() mit O identisch und ô = 0, so liegt der Fall der freien Schwin- 
gungen oder der Eigenschwingungen vor; ist y(£) mit O identisch und 
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ô> 0, so haben wir gedämpfte Schwingungen; ist aber y(?f) eine nicht 
identisch verschwindende periodische Funktion der Zeit, so haben wir 
erzwungene Schwingungen, und zwar mit oder ohne Dämpfung, je nach- 
dem ô >Q oder = Q ist. 

I. Freie Schwingungen. Die allgemeine Lösung der Differential- 
gleichung (1) für ô = O und eine mit O identische Funktion x(?) ist nach 
S. 324: 

(2) = C, C08 Sp G sin pa > 

ym ym 
unter c, und c, die beiden Integrationskonstanten verstanden. An Stelle 
derselben können wir auch zwei Konstante c, und ß einführen, die mit 
ihnen durch die Relationen: 


(3) o=+Vartct, snß=-c, Q cosp =G 
verbunden sind; die Gleichung (2) nimmt dann die Gestalt an: 
(4) æ= œ sin (ut +6) u=. 

ym 


Die freie Schwingung erfolgt also nach einem einfachen „Sinusgesetze“, und 
sie hat die „Periode“: 
2æ  2xyYm 


(5) Ts h 
b # u g 


d.h. nach Verlauf der Zeit T ist der Bewegungszustand jedesmal der gleiche. 
Die Zahl c, die „Amplitude“ oder der „Ausschlag“ der Schwingung, gibt 
die größte vom Punkte erreichte Entfernung von der Gleichgewichts- 
lage O an. 

ll. Gedämpfte Schwingungen. Für die jetzt vorliegende Glei- 
chung (1) mit identisch verschwindendem y(f), aber 6>0, ist nach S. 325 
zu unterscheiden, ob die zugehörige „charakteristische Gleichung“: 


2,8 m 


(6) m n 


m m 
komplexe, reelle und verschiedene oder zusammenfallende Wurzeln hat. 
Hierauf bezieht sich die folgende Fallunterscheidung: 
1) Fall schwacher Dämpfung. Derselbe ist durch ô < 2a Vm 
charakterisiert und liefert komplexe Wurzeln von (6), die wir durch: 


f ò .Vtaim— 6? 
A Fat awo 
bezeichnen; für die damit erklärten reellen Zahlen 4 und u gilt also: 


a ô taim — ð? 
(3) 1-20, p= Ein IL, 


am 
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Die allgemeine Lösung der Differentialgleichung ist jetzt: 

(8) z= e*'(c, cos ut + c sin ut) 

oder, wenn wir c, und ß wieder durch (3) erklären: 

(9) z = &e sin (ut + P). 

Der Punkt führt hiernach Schwingungen aus, die alle die gleiche „Periode“: 

27 

10 T =— = — 

a9) u Yaatım — 6? 

haben und dieserhalb „isochron“ heißen; indessen nehmen die „Ausschläge“, 

da A < 0 ist, mit wachsender Zeit ab, und zwar, wie man sieht, nach einem 

„Exponentialgesetze“. Sind allgemein x= z(t) und z, = z(t + T) die 
Werte von g in zwei durch die Periode T getrennten Augenblicken, so gilt: 

2ða 

yiem— ð 

Es ist also die Differenz der Logarithmen von x, und x, konstant; sie 
wird als das „logarithmische Dekrement‘“ der gedämpften Schwingung be- 

zeichnet. 

Deuten wir in einem rechtwinkligen Koordinatensysteme die „Zeit“ ? 
als Abszisse und den „Weg“ x als Ordinate, so entspricht der Bewegungs- 
gleichung (9) als sogenannte „Zeitwegkurve“ die durch Fig. 25 in I, 90 
dargestellte Kurve, welche zwischen zwei bezüglich der x-Achse symme- 
trischen und nach rechts hin sich dieser Achse asymptotisch nähernden 
Exponentialkurven eingeschlossen ist. 

2) Fall starker Dämpfung. Ist ö6>2«Ym, so sind die Wurzeln: 
— ò +y — dom 

2m a 


áma 


Mi, RRS In rp — nz =—iT= 


(12) i, h= 
der Gleichung (6) reell und verschieden; dabei genügen sie der Bedingung: 
ee O 

Das allgemeine Integral der Differentialgleichung ist nach (9) 8. 325: 
(13) £= et + geht 
und lehrt, daß der Punkt eine „aperiodische‘“‘ Bewegung ausführt, und zwar 


mit der Geschwindigkeit: z Cl eh! + C haet 


Sind ec, und c, nicht von verschiedenem Vorzeichen, so nähert sich der 
Punkt mit wachsendem £ „asymptotisch“ dem Punkte 0, ohne ihn in end- 
licher Zeit zu erreichen. Sind e, und c, von verschiedenem Zeichen, so 
berechnet man die beiden Werte: 


ae 1 2, 


a a en 
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und wird leicht feststellen, daß der Punkt einmal, nämlich zur Zeit i,, die 
Gleichgewichtslage O durchläuft, zur späteren Zeit 4 eine Extremlage ge- 
winnt, um sich fortan „asymptotisch“ dem Punkte O zu nähern. 

13) Übergangsfall. Ist ô =2« Vm, so hat die Gleichung (6) zu- 


G 


sammenfallende Wurzeln 4 = — Die allgemeine Lösung der Diffe- 


am" 
rentialgleichung: 
(14) x= (ett c) 
führt zu einer „aperiodischen“ Bewegung, die einen ähnlichen Charakter 
besitzt, wie die zuletzt beschriebene. 

III. Erzwungene Schwingungen ohne Dämpfung. Die Stö- 
rungsfunktion (é), die als periodisch angenommen wird, werde in eine 
Fouriersche Reihe (s. S. 245) entwickelt: 


(15) x) = a + (a, cos xt + b, sin xt) + (a, cos 2xt+ b sin 2xt) +-+; 
die „Periode“ t der Störungsfunktion ist alsdann durch r — = gegeben. 


Die Integration der Differentialgleichung: 
z 
(16) +>% s = y(t) 
ist nach der „Methode der Variation der Konstanten“ durchzuführen. 
Als Lösungen der zugehörigen homogenen Gleichung benutzen wir: 
£ = cos ut, é, = sin ut, U £ , 
ym 
woraus sich für die S. 328 mit ®, und ®, bezeichneten Funktionen der 
unabhängigen Variablen die Ausdrücke, berechnen: 


vn” 1 
P (0 =— p inut- g), D, = H cos ut- gÀ). 


Wir nehmen an, daß nach Eintragung des Ausdrucks (15) für y(t) die 
entstehenden Reihen gliedweise integrierbar seien, und haben die Ansätze: 


Jena = — Ilm f sin ut cos nxt di + b fsi utsin nxtdt l, 


> 


J D, (t)di = +5 DACH, cos ul cos nztdt + on cos ut sin nxt dt j: 


Es gelte nun erstlich die Voraussetzung, daß für keinen Index n die 
Gleichung nx= u zutrifft. Dann berechnen sich alle Integrale auf Grund 
der bekannten Formeln in Aufg. 9, 10 und 11,8. 18. Die Ergebnisse sind 
wie in Aufgabe 3, S. 248 zusammenzufassen und liefern nach einer kurzen 
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Zwischenrechnung als allgemeine Lösung von (16) den übersichtlichen 
Ausdruck: œ 
(17) z= c cosut te sin ut + I 


n=0 


nat + b, sin nat 
ut — n?’x? = 


Die Bewegung setzt sich hiernach zusammen aus den „Bigenschwingungen“ 
des Punktes und den „erzwungenen Schwingungen“, die letzteren liefern 
einen rein periodischen Schwingungsvorgang von der Periode r der Störungs- 
Funktion. 

Besonderes Interesse (wegen der praktischen Bedeutung) erweckt nun 
aber der Spezialfall, daß es einen Index n gibt, für den nx = u wird. Für 
die Perioden 7 und r folgt dann n T = zt; es liegt der „Fall der Reso- 
nang“ vor, bei dem die Periode t der Störunysfunktion irgend ein Vielfaches 
der Periode T der Eigenschwingungen ist. Die zum fraglichen n gehörenden 
Integrale sind besonders leicht zu berechnen, liefern aber im Ausdrucke 
von x zwei nicht rein periodische Glieder der Gestalt: 


a, = b, 
2u t sin ut — 2u t cos ut. 


Da hier beide Male ¢ als Faktor auftritt, so liefern diese Glieder Bewegungen 
von der Periode der Eigenschwingungen mit Ausschlägen, die bei wachsen- 
der Zeit t über alle Grenzen wachsen. Es handelt sich um den für elastische 
Bauwerke gefürchteten „Fall der Resonanz“, der bei gefährlichem An- 
wachsen der Ausschläge die Zerstörung der Bauwerke zur Folge hat. 

Der Fall erzwungener Schwingungen mit Dämpfung, auf den wir 
nicht mehr eingehen, ist etwas umständlicher durchzurechnen, da stets 
noch Exponentialfaktoren auftreten und übrigens auch die drei Fälle der 
gedämpften Schwingungen zu unterscheiden sind. 


9. Lösung linearer Differentialgleichungen durch Reihen. Ein 
wichtiges Hilfsmittel zur Lösung linearer Differentialgleichungen bilden 
die Potenzreihen. Es sei eine homogene Gleichung zweiter Ordnung: 


G) pa)y’ + vay + ry = 0 


vorgelegt, deren Koeffizienten p(x), y(x), y(x) in der Umgebung von 
x=0in drei als gegeben anzusehende konvergente Potenzreihen entwickel- 
bar seien. Wir tragen für y den Ausdruck: 


(2) y = 2 (a + ar + ar?) 


ein, wo v ein konstanter Exponent sei, dessen Auswahl vorbehalten bleibe; 
auch die Potenzreihe (2) sei in der Umgebung von x = 0 konvergent. 
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Nach den in 1,213f#f entwickelten Regeln über das Rechnen mit 
Potenzreihen ist dann die linke Seite der Gleichung (1) nach Forthebung 
des Faktors z”? in eine in der Umgebung von g = gleichfalls kon- 
vergente Reihe entwicklungsfühig, deren Koeffizienten sich aus den noch 
unbestimmten Koeffizienten a,, @ı, ... des Ansatzes (2) linear aufbauen. 
Soll nun (2) eine Lösung von (1) sein, so ist hierzu hinreichend und not- 
wendig, daB die linke Seite von (1) nach Eintragung des Ausdrucks (2) 
eine mit 0 identische Funktion von x darstellt. Dies ist aber nach I, 229 
stets und nur dann der Fall, wenn die eben erwähnte Potenzreihe, deren 
Koeffizienten in den a, @, .. . linear sind, durchweg verschwindende Ko- 
effizienten hat. So gelangen wir zu Gleichungen für die Berechnung der 
Gy, &,... und müssen natürlich, falls die Berechnung vollständig geglückt 
sein sollte, hinterher noch die Frage entscheiden, ob die gewonnene Reihe 
(2) zum mindesten in der Umgebung von z =Q auch wirklich konvergent ist. 

Dieser Ansatz werde an einigen Beispielen erläutert. 

I. Legendresche Differentialgleichung. Als solche bezeichnet 
man die Differentialgleichung zweiter Ordnung: 

(3) Q — a)y" — 2ay + n(n +1)y=0, 

in der » eine nicht-negative ganze Zahl sei. Kleiden wir die Gleichung 
durch Division mit (1 — x?) in die Gestalt (2) S. 318, so sind die „Koeffi- 
zienten“ von y und y in der Umgebung von x = 0 eindeutige, stetige 
und differenzierbare Funktionen. Sonach gibt es (5. 299) ein eindeutig 
bestimmtes partikuläres Integral y(x), für welches die beiden Werte y(0), 
y (0) willkürlich vorgeschrieben werden können. Wir wählen ein erstes 
Integral mit 4(0) = 1, y’ (0) = 0, ein zweites mit y(0)=0, y(0)=1 
und versuchen demnach die Gleichung (3) durch die Reihe: 

(4) Y= w+ ar + ar- 

zu befriedigen, indem wir einmal a, = 1, a, = 0, das andere Mal «= 0, 
@, = 1 vorschreiben. 

Die Eintragung der Reihe (4) in (3) liefert nun, wie man sich leicht 
ausrechnet, für die linke Seite von (3) die Potenzreihe: 


- 
œ 


D (EADE Ya +++) N)a,) ar. 


k=0 
Es muß somit für jedes k die Gleichung gelten: 
(5) (k+2)k+ Day; = (nt+k+D)n— k) a, 


womit eine „Rekursionsformel“ für die Berechnung aller Koeffizienten 
Fricke, Differential- u. Integralrechnung. II. 22 
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aus den beiden ersten a,,a, gewonnen ist. Es ergibt sich für geraden 
Index: 

dla, (-1(n + 1)(n +3) --- (n +23—-1)n(n— 2). (n— 2142).@, 
während man für k = 27 + 1 findet: 

(21+1)'an p= (— 1} (n +2) (n +4) (n +20- (n—1)(n—3)-(n—21+1)-a,. 
Somit gelangen wir für die beiden vorhin ausgesuchten partikulären Inte- 
grale vorbehaltlich der Konvergenzuntersuchung zu den Darstellungen: 


pade pe 


YE 
3 e D 


s 2 
s? + 
(n + 2) (n + 4) (n +a 1) (n — 3) (n — 5) R, 


(6) +1 eaaa 
u i 5l e 


Die Konvergenz ist nur bei einem y zu untersuchen, da eine der 
beiden vorstehenden Entwicklungen bei der Potenz y” abbricht, nämlich für 
gerades » die erste Entwicklung, für ungerades die zweite. Um beide 
Fälle abbrechender Reihen zusammenzufassen, beginnen wir die Entwick- 
lung mit a,2” und ordnen nach absteigenden Potenzen bis a, bzw. a, 2. 
Wir erkennen somit die Tatsache, daß die Legendresche Differentialglei- 
chung durch eine rationale ganze Funktion n” Grades: 

y a a,” + O 24 en e P 
befriedigt werden kann, die übrigens bis auf einen konstanten Faklor ein- 
deutig bestimmt ist (s. S. 320). Die Berechnung der Koeffizienten können 
wir entweder von den Formeln (6) aus oder auch direkt durch die Re- 
kursionsformel leisten: 


~ kik— 1) pr 
Hat ee ED 
Setzen wir zur Bestimmung des noch disponiblen Faktors: 
-3.-5... (2n —1 - 
ann 
ni 


so gelangen wir zu folgender, durch P, (x) zu bezeichnenden rationalen 
ganzen Lösung der Differentialgleichung (3): 


etz _1:3:5+..(2n—1) 
L Pula) I 


ps nin—1) „_ 
G gen” i 
a U 2 u n(n— 1)(n— 2)(n— 3) (n — 4) (n — 5) 
7 2.4(2n— 1)@n— 3) ~ 2-4-6(2n—1)(2n —3)(2n—-5) 


n-61...1 
aa 25 > 
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Man bezeichnet diese Funktion aus einem später ersichtlichen Grunde 
als eine „Kugelfunktion“ und zwar genauer als die „Legendresche Kugel- 
funktion erster Art n'” Ordnung“. 

Die andere Entwicklung (6) stellt eine unendliche Reihe mit dem 
Konvergenzintervalle — 1 < z < +1 dar und liefert also in diesem Inter- 
valle eine zweite Lösung der Differentialgleiehung. Für den Quotienten 
zweier aufeinander folgender Glieder der Reihe gilt nämlich: 


CSS De 


A U 
2 1 
| ( je r) ( E z) 
so daß sich dieser Quotient für lim k = oo der Grenze x ? nähert (vgl. 
hierzu 1,217). Die Lösung liefert, abgesehen von einem konstanten, hier 
nicht näher zu betrachtenden Faktor, „die Kugelfunktion zweiter Art n” 


Ordnung Q,(x)“, für welche man auf Grund der allgemeinen Regel (6) 
S. 319 auch die Darstellung: 


RR ie l 
(8) Q(z) = Pa) f Re), 


in der zugehörigen Funktion erster Art hat. 
II. Besselsche Differentialgleichung. Mit diesem Namen be- 
zeichnet man die Gleichung: 


(9) tat m’)y = 0, 


in der wir unter m zunächst irgend eine nicht-negative ganze Zahl ver- 
stehen wollen. Hier führt der Ansatz (2) zur Kenntnis einer ersten Lö- 
sung, falls man v = m setzt. Die linke Seite von (9) liefert nach Bin- 
tragung des Ausdrucks (2) und Forthebung des überflüssigen Faktors 
x” +1 die Reihe: 


o 
x. 
3 


(2m +1)a + (OFDM F kF Yap d aen. 


a 
k=0 


Indem man alle Koeffizienten dieser Reihe gleich O setzt, folgt: 
g =: a 
Bar k -+ 2) (2m -k+ 2)? 


Es sind also alle a, mit ungeradem Index gleich O, während sich für a,, 
ergibt: 


(10) an KO 2er 


He EN E is 

2°. m +1) (m+ 2)--- (m +0 
Die entstehende Reihe erkennt man leicht als „beständig konvergent“. Der 
22" 


a,=(-1) 
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Wert a ist frei wählbar; unter Verfügung über denselben gelangt man 
zur folgenden Lösung der Gleichung (9): 


& u Ti gi 
(11) Tn) = h.m! ar 22m 1) + 22 (m tm + 
rw CR 
26.3! (m +1) (m + 2) (m + 3) u 


wobei für den niedersten Fall m = O unter 0! der Wert 1 verstanden 
sein soll. Man bezeichnet die hiermit gewonnene Funktion von x als 
die „Zylinderfunktion“ oder „Besselsche Funktion erster Art m” Ordnung“. 

Ein zweites Integral findet man nach der Regel (6) S. 319 hier in 
der Gestalt: 


(12) y=J, ae 27, ae 


Ist m eine nicht-ganze, positive Zahl, so gilt die vorstebende Rechnung 
ohne wesentliche Änderung. Man ol dann nur im Nenner des aus- 
gewählten konstanten Faktors m! durch die Gammafunktion T(m +1) 
ersetzen (vgl. S. 137). 

III. Gaußsche Differentialgleichung. Als „Gaußsche“ oder 
„hypergeometrische Differentialgleichung“ bezeichnet man: 


(13) (2°— a)y” + (œ+ 8+ Dae — y)y + epy =0, 


wo «, ß, y drei reelle Konstante sein mögen. Diese viel betrachtete Glei- 
chung kann, falls y weder gleich O noch gleich einer negativen ganzen Zahl 
ist, durch eine Reihe (2) mit v =0 und a,—=1 befriedigt werden. Durch 
Eintragen der Reihe (2) in (13) und Anordnung nach ansteigenden Po- 
tenzen von x geht nämlich die linke Seite der Gleichung (13) über in: 


D (e+n B+ba,— ++ ba...) 2, 


k=0 
so daß wir zur Rekursionsformel gelangen: 
A1+k(y+ha,,,=(«+k)(B+k)a,, k= 0,1,2, 


Vermöge derselben berechnet man sich die &,, @,,-- - leicht aus a, = 1. 
Die entstehende, symbolisch durch F(«, ß, y; x) bezeichnete Reihe: 
; cak geele DARD 22 
(14) Fa, By) —1+ a TE I Yes 
le EDEN 
1.2.3700 +2) t4 
heißt „hypergeometrische Reihe“; sie ist, wie man aus: 
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TAN ê 
Car 

1) % 
(++) 
erkennt, im Intervalle — 1 < x < + 1 konvergent. Ist y weder gleich O, 
noch gleich einer negativen ganzen Zahl, so haben wir in der Reihe F(«,ß,y; x) 
für die Umgebung von x = eine erste Lösung der Gaußschen Gleichung 
(13) gewonnen. Eine zweite Lösung kann natürlich wieder mittelst des 


Ansatzes (6) S. 319 hergestellt werden. 


Aufgaben: 1) Man zeige (durch Rückgang auf die „Logarithmusreihe“, 
I, 231), daB die Funktion In(1+x) in folgender Art durch die bypergeometrische 


Reihe darstellbar ist: In (i +a) =x: F(L 1, 2; 2) 
2) Desgleichen zeige man das Zutreffen der Gleichungen: 
a +g = F(— m, 1, 1; — 2), 


app ttl 


Ag T 
hj 


2 i N 
arcsine=xI (= De z") 


durch Heranziehung der „Binomialreihe“ (I, 233) und der „are sin-Reihe*“ (I, 239). 


Kapitel III. Partielle Differentialgleichungen *). 


1. Saitenschwingungen. Die Bewegungsvorgänge beieiner elastischen, 
homogenen und fest eingespannten Saite irgend eines Musikinstrumentes 
gestatten eine Näherungsdarstellung, die auf der Lösung einer Differen- 
tialgleiehung zweiter Ordnung beruht. Nehmen wir als Beispiel eine 
Klaviersaite in nicht zu tiefer Tonlage, so entfernt sich die Saite beim 
Anschlagen aus ihrer als geradlinig angenommenen Gleiehgewichtslage 
so wenig, daß die Schwingungen mit unbewaffnetem Auge kaum wahr- 
nehmbar sind. Wir wollen dementsprechend allgemein annehmen, daß 
die Saite bei ihren Schwingungen nur ganz wenig von der Gleichgewichts- 
lage abweicht. Auch soll die Voraussetzung gelten, daß die Tangenten- 
richtung der Saite in irgend einem ihrer Punkte zu jeder Zeit nur sehr 
wenig von der Richtung der Gleichgewichtslage verschieden ist. Hieraus 
folgt, daß die Länge der Saite, die in der Gleichgewichtslage gleich I sei, 
während der Schwingung sich nur in einem sehr kleinen Intervalle der 
unteren Grenze / ändert. Wir dürfen dann aber auch die Spannung der 
Saite als eine nur in einem ganz kleinen Intervalle variable Größe ansehen. 
Für die Rechnung möge sogar die Spannung durch einen „konstanten“ mitt- 


*) Das Ziel der folgenden Darstellung ist die Besprechung einiger Beispiele 
der in der Physik auftretenden partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung; 
von allgemeinen Entwicklungen über die Lösung partieller Differentialgleichungen 
wird abgesehen, 
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leren Wert p ersetzt werden. Die Schwingungen der Saite mögen ferner 
in einer bestimmten Ebene erfolgen, wie dies z. B. bei der Klaviersaite 
gleichfalls zutrifft. Auch nehmen wir an, daß es sich um reine Transver- 
salschwingungen handelt, bei denen also die einzelnen Punkte der Saite 
geradlinig und senkrecht zur Gleichgewichtslage der Saite schwingen. 

Es werde nun die Ebene der Schwingung zur z,y-Ebene eines recht- 
winkligen Koordinatensystems gemacht, die -Achse durch die beiden 
festen Endpunkte der Saite gelegt und der eine Saitenendpunkt zum Null- 
punkt gewählt, während der andere Endpunkt die „positive“ Abszisse 
x =l hat. Der einzelne Punkt der Saite, der in der Gleichgewichtslage 
die Abszisse x habe, hat dann, auch wenn sich die Saite in einem Schwin- 
gungszustande befindet, beständig die gleiche Abszisse x und eine Ordi- 
nate y, die von der gewählten Stelle x und von der Zeit ¿ abhängig ist 
und dieserhalb als Funktion der beiden unabhängigen Variablen x und £ 
durch f(z,t) bezeichnet werde. Den Bewegungszustand der Saite bei 
gegebenen Bedingungen festzustellen, läuft dann darauf hinaus, die Funk- 
tion f(x, £) in der Art zu bestimmen, daß einmal den allgemein hier vor- 
liegenden mechanischen Voraussetzungen genügt wird, und daß zweitens 
die besonderen, etwa für den Augenblick {= 0) vorgeschriebenen „An- 
fangsbedingungen“ befriedigt werden. 

In ersterer Hinsicht gilt folgende Betrachtung: In Fig. 93 sei die 
Gestalt der Saite zur Zeit £ der Deutlichkeit halber mit stark ver- 
größerten Ordinaten dargestellt; die Kurve hat für diesen Zeitpunkt t 

die Gleichung y = f(x, t), wo als- 
“ dann ¢ den fraglichen konstanten 

Wert hat. Der kreisförmig gedachte 
p \ Querschnitt der Saite habe den 
> za ~ ,7\ Flächeninhalt g, und die Dichte des 

| Materials sei ô. Dann hat das in der 
en GA Gleichgewichtslage von den beiden 
Punkten z und z, =x +dx >z einge- 
schlossene Saitenteilchen die Masse dm = q6-dx. In seiner Lage zur 
Zeit t ist das Stückchen dm den beiden Zugkräften p ausgesetzt, die, wie 
die Figur näher darlegt, tangential zur augenblicklichen Kurve y = f (x,t) 
wirken. Sind « und «, die in üblicher Art abgelesenen Winkel der beiden 
fraglichen Kurventangenten gegen die x-Achse, so hat die links wirkende 
Zugkraft in Richtung der „positiven“ y-Achse die Komponente — p sin «, 
die rechts wirkende aber +psin«,. Da die Winkel «œ sehr klein sind, 
so können wir ihre Sinus durch ihre Tangens ersetzen. Dann aber liefern 
die beiden eben berechneten Komponenten die in Richtung der positiven 
y-Achse wirkende Resultante: 
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—p tga +p tg er = pl, t) — falt, 0) = pfe lt + 9 dz, t) dr, 
wo Ẹ eine Zahl des Intervalles 0 < 9 < 1 ist. 

Indem wir dæ außerordentlich klein wählen, denken wir das Teil- 
chen dm der Saite als einen „materiellen Punkt“ der Masse dm und der 
Abszisse z= x + 9- dz, der alsdann unter Wirkung der eben berechneten 
Kraft nach einem bekannten Grundsatze der Mechanik die Beschleunigung: 


EA 1 ze A ) 
fa (o t) = im -P fos(2o, t) dE = 7 fez (2o, t) 


erfährt. Wenn wir den rechts auftretenden Faktor als positive Zahl durch 
u? bezeichnen, so gilt unter Fortlassung des Index bei z: 
fa (2, t) = Werl; t). 

Wir haben also das Ergebnis gewonnen: Die Funktion y = f(x, t) be- 
friedigt die als „Differentialgleichung der schwingenden Saite“ bezeichnete 
Relation: m m £ 

2 
(1) FE = p U 3 ; 
die, insofern hier die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung von y auf- 
treten, als partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung bezeichnet wird. 
Unter Gebrauch der Sprechweise von S. 284 haben wir diese Gleichung 
als linear und homogen zu bezeichnen, was für die Herstellung von Lö- 
sungen wichtig ist. 

Man versuche nun erstlich, eine Lösung in der Gestalt y=g(x)-h(t) 
anzusetzen, d. h. als Produkt eines nur von æ und eines nur von £ ab- 
hängenden Faktors. Dann folgt aus (1): 

monahe 1KO rO, 

ga) k” (t) = u” g” (x) hC), u hO g2) 

Da t und z unabhängig variabel-sind, so kann die letzte Gleichung nur 
bestehen, wenn die hier einander gleich gesetzten Quotienten mit einer 
Konstanten «& identisch sind: 

A = agle), Rit)= eu’ ki). 
Hiermit haben wir zwei’ „gewöhnliche“ Differentialgleichungen gewonnen, 
deren Lösung oben (S. 323) gelehrt wurde und je nach dem Werte von « 
nach der Regel (4), (5) oder (6) 5. 324 anzusetzen ist. Nun muß aber, 
da die Saitenendpunkte fest sind, f (x, t) sowohl für æ = O als für v =? 
unabhängig von t verschwinden, d. h. also es muß g(0)=0 und g(l)=0 
sein. Dieserhalb sind die beiden Lösungen (4) und (5) S. 324 unbrauch- 
bar, da jede derselben keinenfalls mehr als einen Nullpunkt hat. Somit 
muß « <0 sein, und die Funktion g(x) ist entsprechend der Regel (6) 
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S. 324 anzusetzen. Da übrigens g(0) = 0 sein soll, so fällt das eos-Glied 
aus, und wir setzen demnach: 
9(&) = sin (sV — «). 
Da ferner g(l)—=0 sein muß, so ist IY—« ein Vielfaches na von m, 
woraus sich Y— « berechnet und g(x) in der Gestalt ergibt: 
IE 


. 9 
Hd -nT: 


Trägt man den berechneten Wert von « in die Gleichung für A(t) ein, 
so folgt als deren allgemeine Lösung: 


h(t) = acos” a +bsir rat 
Als Lösung der partiellen uch) (1) gewinnen wir damit: 
(2) y=(acos”, Peine N) sin "37, 


wo n irgend eine positive ganze Zahl ist und a, b willkürliche Konstanten 
sind; statt ihrer können wir wie in (3) S. 333 auch zwei Konstante c und B 
einführen, mit denen sich die Lösung (2) in die Form kleidet: 


(3) y = c sin (FE + B) sin "7°- 


Die hierdurch für die verschiedenen Werte n= 1, 2,3,- -- darge- 
stellten Schwingungsvorgänge der Saite sind leicht zu beschreiben. Die 
Saite hat in jedem Augenblicke die Gestalt einer Sinuslinie, welche die 


gz-Achse in den (n — 1) Punkten i in N: (n-1)4 schneidet; diese 


heißen die Knotenpunkte der Schwingung. Jeder Punkt æ der Saite schwingt 
dabei senkrecht zur x-Achse selbst nach einem Sinusgesetze zwischen den 


Extremlagen +esin er hin und her; man kann auch sagen, daß der Wert: 
. nzut 
(4) c sin Fr + B) 5 


der der Ausschlag der Sinuslinie (3) der Zeit ? heißen mag, im Laufe der 
Zeit nach einem Sinusgesetze wechselt. So oft der Sinus in (4) verschwindet, 
geht die Saite durch ihre Gleichgewichtslage hindurch. Der Schwingungs- 
vorgang ist ein periodischer, insofern allemal nach Verlauf der Zeit: 


6) 1-u=-, 


3 
E 
P 
SA 


die Gestalt der Saite wieder dieselbe ist. Dieser Wert T heißt die 
Schwingungsdauer, der reziproke Wert von T die Schwingungszahl, welche 
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die Anzahl der Schwingungen in der Zeiteinheit angibt. Nach bekannten 
Sätzen der Akustik entspricht im Klange der Saite dem Werte n = 1 der 
„Grundton“; die Werte n = 2, 3,4, - - - aber liefern die „Obertöne“, näm- 
lich die „Oktave“, „Quinte“, „Quarte“ usw. 

Eine zweite Art der Lösung der Gleichung (1) gründet sich auf 
folgende einfache Tatsache. Ist g(x) eine eindeutige und stetige Funk- 
tion der einen Variablen x, deren beide erste Ableitungen g'(x), g” (x) 
existieren und gleichfalls eindeutig und stetig sind, so haben wir in 
y =g(x+ut) für jedes der beiden Zeichen eine Lösung von (1), wie 
auch im übrigen die Funktion g gewählt sein mag. Wir können von 
hieraus eine Funktion f(x, t) konstruieren, die erstlich für «=0 und 
<=! beständig gleich O ist, und die zweitens den nun allgemein zu 
formulierenden „Anfangsbedingungen“ genügt. In dieser Hinsicht soll 
zur Zeit t=0 die Gestalt und der Geschwindigkeitszustand der Saite 
durch die Festsetzungen: 

(6) f(s, 0) TF ọ(2), f: (%, 0) = v(z) 

vorgeschrieben sein; hierbei sind p(x) und y(x) zwei im Intervalle 
O< z<. willkürlich gewählte eindeutige und stetige Funktionen, die 
in den Endpunkten des Intervalles verschwinden und, soweit erforder- 
lich, differenzierbar sein müssen. 

Wir wollen diese Funktionen gleich auch über das fragliche Inter- 
vall hinaus fortsetzen und zwar durch die Vorschriften: 


(1) Pa) pl), yam)= re), ylar2)=pla), vleat2d-UlR). 
Sie sind so für alle möglichen Argumente erklärt, und zwar als ungerade, 
periodische Funktionen mit der Periode 21. 

Wir versuchen nun, eine Lösung von (1), die wir in der Gestalt: 


8) y = f(x, t) = p (æ+ ut) +9(@— ut) 
ansetzen, den fraglichen Bedingungen anzupassen. Es müßte demnach 
entsprechend den Gleichungen (6): 


HR) + 9(2) = PR), ug (8) — Hga (2) = p(z) 
gelten. Durch Integration der zweiten Gleichung folgt: 


na) — nl) = F J v@)dz +20, 
0 


und wir gewinnen aus dieser und der ersten der beiden voraufgehenden 
Gleichungen sofort: 


HL Pa) + zn | væde, n@)=z9@)-,, | va)de-C. 
ee r 
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Hiermit erhalten wir die alle Bedingungen befriedigende Lösung (8) in der 


Gestalt: z+ut 
(8) = i (p@+ut + pe—ut) + E f vads. 
ro. ut 


Es ist nun sehr leicht, einen Zusammenhang zwischen dieser Lösung 
unserer Aufgabe und den besonderen Integralen (2) der Differentialglei- 
chung herzustellen. Nach S. 245ff. lassen sich die ungeraden Funktionen 
g(x) und (x) der Periode 2! in konvergente Fouriersche Sinusreihen 
entwickeln: 


(10) g(x) I. sin p(x) -> a, sin a 
n=1 
deren Koeffizienten nach der Regel (7) S. 246 berechenbar sind. Aus den 
Koeffizienten a, der zweiten Reihe berechnen wir für 2 — 12,3, 2 
I 
a1) eh, 
so daß wir durch Integration: 


1 : = nn 
== Y(a)de=b, -È b, cos i 


finden, unter b, die Integrationskonstante verstanden. Mit Benutzung der 
Additionstheoreme der trigonometrischen Funktionen stellt man dann 
sofort die Gleichungen her: 


—(p@ +ut) + g -— ut) = => a, cos Li ma ni 
n=1 
ztut cD 
3 fe) da = X b, sin "7 sin "72 
4 Tat RT j 
Damit aber erhalten wir für die Lösung (9) die folgende Fouriersche Reihe: 
er IL en No 


wobei die Koeffizienten a, und b, auf Grund von (10) und (11) aus den 
Entwicklungen der vorgegebenen Funktionen g(x) und y(x) hervorgehen. 
Da die Differentialgleichung (1) „linear“ und „homogen“ ist, so ist 
einleuchtend, daß aus einer Anzahl von Lösungen %,,Yg, Yzy -` - Immer 
in deren Summe (4; + Y+ Yz + - - ) eine weitere Lösung gewonnen wird. 
Von hieraus ist das Auftreten einer Lösung y in Gestalt einer Summe von 
Lösungen der Gestalt (2) oder (3) verständlich. Umgekehrt erkennen wir 
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aber aus (12) den Satz, daß die den willkürlich angenommenen Anfangs- 
bedingungen genügende Lösung (9) in Lösungen der Gestalt (2), die den 
einzelnen gangen Zahlen n zugeordnet sind, aufgelöst werden kann. Wir 
haben hier die bekannte Tatsache der Akustik vor uns, daß der durch 
eine schwingende Saite hervorgerufene Klang zusammengesetzt ist aus 
dem Grundton der Saite und ihren Obertönen. Dabei ist für die Stärke, 
mit der der»®Obertonim Klangeauf- 


tritt, die Größe von e,= + Va? +0? 
maßgeblich. 

Um diese allgemeinen Entwick- * zu 1 
lungen wenigstens an einem Bei- “I — 
spiele auszuführen, betrachten wir u 
die Schwingungen einer gezupften Saite, wie sie z. B. bei einer Laute oder 
Harfe auftreten. Die Saite sei an der Stelle z = a um die Strecke y =b 
aus der Gleichgewichtslage entfernt und habe damit zur Zeit =Q die 
in Fig. 94 zwischen g=0 und z=! mit übertrieben großen Ordinaten 
gezeichnete Gestalt der Gleichung: 


Ds, NS a 


ee a 
Dor 


i—a’ 


DE. 


Die Fortsetzung der Funktion p(x) über das Intervall O<x< l hinaus 
geschehe nach der obigen, durch die Gleichungen (7) gegebenen Vorschrift. 
Wird nun zur Zeit £= 0 die Saite losgelassen, so beginnt sie ihre Be- 
wegung an allen Stellen x mit der Anfangsgeschwindigkeit O, so daß also 
y(x) konstant gleich O ist. Dieserhalb fällt das Integral in (9) aus, und 
wir erhalten als Darstellung der vorliegenden Schwingung: 


1 _—__ 
(14) y = z (P+ ut) + pæ —ut)), e a E 
unter p(z) die in (13) bzw. durch Fig. 94 „= E 
dargestellte und nach Vorschrift fortgesetzte en 
Funktion verstanden. ns 


In (14) haben wir eine höchst einfache 
Regel gewonnen, um den Schwingungsvor- 
gang zeichnerisch zu verfolgen: Um die Ge- = 
stalt der Saite zur Zeit t zu gewinnen, zeichne 
man die „Kurve“ der Funktion y=4y(x), 
d. h.manverkleineredie Ordinaten der „Kurve“ ` 
der Fig. 94 auf die Hälften, verschiebe die neue = 
Kurve einmal nach rechts um die Strecke ut, 
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sodann nach links um die gleiche Strecke und füge die beiden so erhaltenen 
Kurven durch Addition der Ordinaten bei der einzelnen Abszisse x zusam- 
men. In Fig. 95 sind für die erste Hälfte der Periode einige Gestalten 
der Saite aufgezeichnet. 

Die Koeffizienten der Fourierschen Sinusreihe (10) der vorliegenden 
Funktion g(x) sind nach der Regel (7) S. 246 durch: 


a l4 
2 b = NAX 2f b . ANZ 
at, = e dæ + zJ lo smo dz 
0 a 


gegeben. Die Integrale sind leicht ausgewertet und crgeben: 


2b! £ son ) sin NT 
n nêr? 


ae Dm 


so daß die Darstellung (12) des Schwingungsvorgangs die folgende ist: 
(15) y = z (4 + =) = = sin nae cos mu sin FE. 


Wir lesen hieraus Angaben über das Auftreten und die Stärke des Grund- 
tones und der Obertöne im Klange der gezupften Saite ab. Die Verhält- 
nisse hängen, wenn wir etwa b konstant nehmen, wesentlich von der 
Stelle z = a ab, an welcher gezupft wird. Man sieht zunächst, daß der 


nte Oberton ausfällt, wenn die Saite in einem der Knotenpunkte « = = A 


2l 


n” 


. pap der betreffenden Schwingung gezupft wird. Ist die 
Stelle a nieht weit von der Mitte = gelegen, so ist der Klammerfaktor 
in (15) nur wenig größer als sein Minimalwert I und wir folgern, da 

n F | = 1 


I 
ist, daß mit steigendem » die Stärke der Obertöne schnell abnimmt. Ist 
indessen a nahe an einem Saitenende, vielleicht dicht bei x = O gelegen, 


m 4 
= durch —T er- 


setzen und finden dann wenigstens für die Anfangsglieder: 


das „Quadrat“ von n im Nenner des n‘ Gliedes steht und ‚sin 


PR . : . a . n 
so dürfen wir bei nicht zu großem n angenähert sin - 


a 2bl 1 BE naut m naL 
Yon i l l 

Hier steht nur noch die „erste“ Potenz von n im Nenner, so daß jetzt 

die Obertöne mit nieht zu großem n weit stärker hervortreten. 
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2. Membrauschwingungen. Wir betrachten auch noch die ein wenig 
schwieriger zu untersuchenden Schwingungen einer elastischen Membran, 
die in eine ebene Randkurve eingespannt sein möge. Zur Erleichterung . 
der Reehnung werden ähnlich wie in $1 verschiedene beschränkende 
Annahmen über die Schwingungen gemacht. Die Membran soll sich aus 
ihrer als eben angenommenen Gleichgewichtslage bei den Schwingungen 
überall nur ganz wenig entfernen, auch sollen die Tangentialebenen der 
Membran während der Schwingung allenthalben von der Gleichgewichts- 
ebene der Membran nur sehr wenig abweichen. Die Spannung*) der Mem- 
bran sei über die ganze Fläche derselben hin konstant gleich p und möge 
auch während eines Schwingungszustandes nur so wenig von diesem 
Werte abweichen, daß wir sie auch dann konstant gleich p setzen dürfen. 
Endlich soll es sich wieder um reine Tyansversalschwingungen der Mem- 
bran handeln. 

Es möge nun die Gleichgewichtsebene der Membran die z,y-Ebene 
rechtwinkliger Raumkoordinaten liefern, in welcher die nicht-schwingende 
Membran einen in die geschlossene Randkurve R eingespannten Bereich 
bedeckt. Der Membranpunkt (x, y) der Gleichgewichtslage wird dann bei 
den Schwingungen beständig die Koordinaten æ, y bewahren, während 
die dritte Koordinate z als Funktion der Zeit ¢ und der Stelle (x, y) an- 
zusehen ist: 

(D z = f(z, 9 t); 

natürlich muß die rechts stehende Funktion zu jeder Zeit ¿ in dem durch 
R eingeschlossenen Bereiche eindeutig und stetig sein und am Rande F 
des Bereiches verschwinden. Durch (1) ist in jedem Augenblicke £ die 
Gestalt der Membran als eine in R eingespannte Fläche gegeben. Nach 
den über die Schwingung gemachten Voraussetzungen sind die Koordi- 
naten 2 der Flächenpunkte beständig sehr klein, und die Normale der 
Fläche im einzelnen Punkte (x, y, 2) weicht nur sehr wenig von der z- 
Achse ab. Geben wir der Normalen die mit der „positiven“ 2-Achse nahe- 
hin zusammenfallende Richtung und bezeichnen die Richtungswinkel der 
so gerichteten Normalen gegen die positiven Achsen wie oben (S. 142) 
durch (v,2),(v,y), (v,2),so folgt für die „Richtungskosinus“ nach (4) in 1,325: 


cos ( En Zu > an 
een MIST FAN 
1 
C s( Ba re 
Ve 


*) Über deren Erklärung vergleiche die unten folgende Betrachtung. 
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Da nun die Normale nur ganz wenig von der z-Achse abweichen soll, so 
werden die Werte f,', f, beständig sehr nahe an O liegen. Indem wir dem- 
nach die Quadrate f, °, f,” neben dem Werte 1 vernachlässigen, haben wir: 


$ 


(2) cos (v, 2) = — fa» cos (v, y) = — fy- 

Es gilt nun erŝtlich die Funktion (1) so zu bestimmen, daß den all- 
gemeinen mechanischen Voraussetzungen, die hier vorliegen, genügt wird. 
Wir denken uns zur Zeit £ aus der Fläche 
(1) einen kleinen Bereich B mit der Rand- 
kurve K herausgeschnitten (s. Fig. 96) und 
wollen die auf das Stückchen B der Mem- 
bran wirkenden Kräfte betrachten. Die 
Bogenlänge s von K denken wir uns in der 
in Fig. 96 angedeuteten Richtung wachsend 
gemessen. Auf ein sehr kleines Bogenstück- 
chen ds von K wirkt dam tangential zur 
Fläche (1) und zugleich senkrecht zum Randstückchen ds von B nach 
„außen“ die durch die Spannung p gelieferte Zugkraft p- ds. In der Figur 
ist diese Zugkraft durch den Vektor p angedeutet, dessen Betrag |p|= p 
ist, und dessen „Richtungskosinus“ wir abgekürzt: 

Vs p p, 

Hy b=- 
nennen, unter P,, P, p,, wie üblich, die Komponenten von p verstanden 
(s. 8.219). Die weiter in der Figur angedeuteten Vektoren t und n seien 
„Einheitsvektoren“ tangential zu K in der vorgeschriebenen Umlaufsrich- 
tung von B bzw. normal zur Fläche (1) nach „oben“ gerichtet. Unter 
Benutzung von I, 332 finden wir für die Ricbtungskosinus a,, b,, €, von t 
und az, bg, C von U: 


dx B du, dz, 
i hae T 9 a a PT 


a, = cos (v, £), b = cos (v, y), Cg = cos (v, 2). 


Die drei Vektoren bilden ein „Rechtssystem“, so daß wir die im An- 
schluß an (2) in I, 388 entwickelten Regeln über die neun Riehtungs- 
kosinus a, ++, cg anwenden können. Insbesondere folgt aus der dritten 
Gleichung (6) daselbst (unter zyklischer Vertauschung der Indizes) 
c, = a,b; — zba, was hier: 
d d 
a = cos (v, y) = — cos (v, £) Fri 

liefert. Die auf das Stückchen ds in Richtung der „positiven“ z-Achse 
wirkende Komponente der Zugkraft ist somit: 


p, ds = p (cos (v, y) dx — cos (v, x) dy). 
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Durch Integration über X und Benutzung von (2) finden wir, daß das 
aus der Fläche (1) mittelst X herausgeschnittene Stückchen in Richtung 
der positiven 2-Achse zur Zeit der Gesamtkraft ausgesetzt ist: 


K? ’ 
(8) “S p,ds =p“f (-fjdz +f; dy). 

Das rechts stehende Linienintegral können wir auch auf die Pro- 
jektion K, von K auf die x,y-Ebene beziehen, wobei in dieser Ebene durch 
K, die Projektion B, des Flächenstückchens B umrandet wird. Wandeln 
wir nun die rechte Seite von (3) auf Grund des Integralsatzes (8) S. 140 in 
ein auf B, bezogenes Flächenintegral um, so folgt für die berechnete Kraft: 


272 (Bo)f’, um ae 
1 p, ds = p- A (fez + fys) do. 


Ist endlich B, selbst außerordentlich klein und vom Inhalte do, so können 
wir (foes + fø) durch einen mittleren Wert dieses Ausdrucks in B, er- 
setzen und finden die Kraft: 


(4) Fy, ds = plf t fy) do -,(5 3 


Es sei nun die „Flächendichte“ der homogen gedachten Membran 
gleich ð; dann ersetzen wir das in Rede stehende Membranstückchen 
durch einen materiellen Punkt der Masse ô dw, der an jener Stelle von 
DB, gelegen ist, auf die sich der eben genannte Mittelwert bezieht. Die 
zur Zeit t in Richtung der positiven z-Achse eintretende Beschleunigung 


Zi) do. 


dy? 


2 
ist dann fy = : je und muß, mit der Masse ô dœ multipliziert, der vor- 
stehend berechneten Kraft gleich sein: 
ò do: fa = p(fss + fø) do. 
Heben wir den gemeinsamen Faktor do fort und setzen den Quotienten 
p:ô als positive Zahl gleich u?, so ergibt sich als „Differentialgleichung 
der Membranschwingungen“: 
u Zen MORE 2\ p 
5 im (at) u-V}- 

Die allgemeine Theorie dieser Gleichung erfordert längere Entwick- 
lungen, auf die wir nieht eingehen können. Einfach und seit längerem 
bekannt sind indessen zwei Spezialfälle, nämlich die beiden Fälle, daß 
der Rand R der Membran entweder ein Rechteck oder ein Kreis ist. In 
beiden Fällen gelingt es, nach dem in $1 an erster Stelle benutzten 
Grundsatze besondere Lösungen aufzustellen, indem man g als Produkt 


dreier Faktoren ansetzt, daien einzelner nur von je einer der drei unab- 
hängigen Variablen gr 
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Ist die Membran ein Rechteck der Seiten «, 8, so mögen die Koordi- 
natenachsen und die Geraden xz = «, y = ß das Rechteck eingrenzen. Dann 
gelingt es sehr leicht, mittelst trigonometrischer Funktionen Lösungen 
von (5) zu finden. In der Tat erkennt man sofort in: 

Man m nay 

a ß 

eine die „Randbedingungen“ befriedigende Lösung von (5), wo m und n 
irgend ein Paar positiver ganzer Zahlen sind, A aus: 


(6) z = (a cos Ant + b sin Art) sin 


(1) =u Et 


zu berechnen ist und a, b willkürliche Konstanten bedeuten. Es ist nämlich 
2, wie es sein muß, längs F konstant gleich 0, und die Forderung, daß 
die Differentialgleichung befriedigt wird, führt einfach auf die Gleichung (7). 
In bekannter Art kann übrigens die Gleichung (6) auch in die Gestalt: 


(8) 2=csin(Ari-+y)-sin - sin et 
gesetzt werden. 
Der entsprechende Schwingungsvorgang ist sehr anschaulich. -Die 
zu den Rechteckseiten parallelen Geraden der Gleichungen: 
& 


z =—, 2 


m m’ 


s 8 
= -„ (m—1) Š; y=Ł, 2Ł,... (n—1) É 


bleiben beständig in der Gleichgewichtslage, sie liefern die „Knotenlinien“ 
der Schwingung. Durch dieselben wird die ganze Membran in mn kon- 
gruente Rechtecke zerlegt, die einzeln hin und her schwingen. Der ganze 
Vorgang ist periodisch und hat die „Schwingungsdauer“: 


(9) TEA ENES 
a Im? R? 
“y g 8 


Der Auswahl m = n = 1 entspricht der „Grundton“ der Membran, die 
übrigen Zahlenkombinationen liefern zweifach unendlich viele „Obertöne“. 

Ein wesentlicher Unterschied gegenüber den Saitenschwingungen 
besteht darin, daß je zwei Obertöne im allgemeinen nicht „harmonisch“ sind; 
sie sind nur dann harmonisch, wenn die beiden zugehörigen Werte T in einen 
rationalen Verhältnisse stehen. Nehmen wir die „quadratische“ Membran 
(ß=e«) als Beispiel und fragen nach etwaigen zum Grundtone harmonischen 
Öbertönen, so sind nur diejenigen ganzen Zahlen m und n zulässig, für 
welche (m?-+n?) das Doppelte einer Quadratzahl 2? wird: 


2P = m4 nè. 


Die gesamten Lösungen dieser Gleichung in positiven ganzen Zahlen an- 
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zugeben, ist eine Aufgabe der Zahlentheorie. Binleuchtend ist natürlich 
die Lösung l = m = n; wir begnügen uns damit, noch die weiteren Lö- 
sungen zu neunen!=5, m=1,n=1; l= 29, m = 1, n = 41; l= 17, 
m = T, n = 23 usw. 

Da die Differentialgleichung (5) wieder linear und homogen ist, so 
können wir aus verschiedenen Lösungen der Gestalt (8) durch Addition 
neue Lösungen gewinnen. Ein Hauptinteresse bezieht sich dabei auf das 
Auftreten von „Knotenlinien“, d. h. also von Kurven der Membran‘, die 
dauernd in der Gleichgewichtslage verbleiben. Wir wählen als Beispiel 
wieder eine quadratische Membran, setzen der Einfachheit wegen «= ß=1 
und untersuchen den Fall zweigliedriger Lösungen: 

(10) 2 = c sin (ått + ß,) sin mag smn nay 

+ 6, sin (A,21 + ba) sin mag sin nay. 
Gerade, die zugleich Knotenlinien der beiden Teilschwingungen sind, 
stellen sich natürlich auch als solche der zusammengesetzten Schwingung 
ein. Allgemein bleibt ein Punkt (zx, y) auf einer Knotenlinie der einen 
Teilsehwingung stets und nur dann beständig in Ruhe, wenn er zugleich 
einer Knotenlinie der zweiten Teilschwingung angehört. Soll demnach 
noch ein weiterer Punkt (x, y) in Ruhe bleiben, so werden für ihn die 
in (10) auftretenden, von den z, y abhängenden Sinus sämtlich von O 
verschieden sein; als muß, da für diesen Punkt (x, y) der Wert z be- 
ständig gleich 0 sein soll: 


sin (lxt + f) = C -sin (A,at+Bß,) 


mit einer Konstanten C in ¢ identisch N Hieraus folgt sofort, daß 
die Perioden der beiden Teilschwingungen gleich sein müssen: 


(11) l=, T= T, m’tn’=m’+n". 

Weiter ergibt sich C = + 1 und , = b, + 2xx oder = f, + (2x+1)z, 
je nachdem C = + 1 oder = — 1 ist, so daß wir die Lösung (10) in die 
Gestalt *): 


(12) z= sin (Art+ß) (a sinmas sinn,ny+c, sin mxs sinn xy) 
kleiden können. Haben wir demnach ein die dritte Gleichung (11) befrie- 
digendes System ganzer Zahlen m,, ni, Mz, ng gewonnen, so liefert: 

(13) c sin mmg sin nay + ©, sin m, xx sin mary = 0 

für jede Auswahl der Koeffizienten c eine Knotenlinie der zugehörigen 
Schwingung (12). Die hierbei sich ergebenden Kurven bezeichnet man als 
„Klangfiguren“ der quadratischen Membran. 


+) Für C= — 1 ist c durch — ce, ersetzt. 
Fricke, Diferential- u. Integralrechnung. IE. 23 
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Eine sehr einfache Lösung der dritten Gleichung (11) ist m, = 1, 
m, =n, M = N, ny = Í. Schreiben wir noch c, : c, = — c, so haben wir 
für jede Zahl » eine Schar möglicher Knotenlinien: 
(14) sin xg sin nry = c sin nrg sin my. 
Für n = 2 folgt nach Forthebung des Faktors 2 sin xg sin xy die Glei- 
chung: 
(15) COS TY = C COS ML, 


welche für jeden endlichen Wert c eine bestimmte, von einer Quadratseite 
durch den Mittelpunkt des Quadrates zur yeyenüberliegenden Seite ziehende 
Knotenlinie liefert. Fig. 97 
veranschaulicht die Gestalt 
7 der Kurven für die dem 
Intervalle O<e<1 an- 
gehörenden Werte c, wobei 
c= Q0 die Mittellinie und c = 1 die Diagonale des Quadrates liefert. 
Die den Werten c> 1 und den negativen c entsprechenden Kurven gehen 
aus den eben betrachteten durch Spiegelung an der Diagonale bzw. der 
Mittellinie des Quadrats hervor. 
Weit mannigfaltiger sind die Klangfiguren schon für n = 3, wo man 
die Gleichung (14) leicht in die Gestalt setzt: 


Fig. 97. 


(16) cos? ny — z =&ğ (cos! xa c= 4) ö 


Hier entspricht jedem endlichen Werte c eine bestimmte Kurve, die die beiden 
Mittellinien des Quadrates zu Symmetrielinien hat und jedenfalls durch die 

; u hra 2% 1 B AoE 7 i 
vier Punkte (3 +) J (3 3): (> 4) A ( zo a hindurchläuft. Da zwei 
reziproke Werte c zwei Kurven liefern, die durch Vertauschung von x 
und y ineinander übergehen, so lernt man bereits alle Gestalten der hier 


eintretenden Klangfiguren kennen, wenn manc auf dasInterral—1<c<+1 


beschränkt. Für c= 0 artet die Kurve in das Geradenpaar y = ; g= a 


aus, für c = 1 in das Diagonalenpaar des Quadrates. Für — 1 Se <— 5 


ist die Knotenlinie eine im Quadratinnern verlaufende geschlossene Kurve. 
In Fig. 98 sind die Klangfiguren für einige Werte c gezeichnet; die in 
zwei Gerade zerfallende Figur für c= Ô steht an vierter Stelle, der 
Fall des Diago- 
nalenpaars (e= 1) 
schließt sich als 
die letzte Figur 
an. 
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Im Falle einer kreisförmigen Membran führt man an Stelle von z, y 
Polarkoordinaten r, $ ein und hat die rechte Seite der Gleichung (5) auf 
r und % als unabhängige Variable zu transformieren, eine Entwicklung, 
auf die wir erst später eingehen. Setzt man dann z = f(t). g(®)-Ah(r) als 
Produkt dreier je nur von einer der unabhängigen Variablen abhängigen 
Faktoren an, so gelingt es, die partielle Differentialgleichung in drei ge- 
wöhnliche für die Funktionen f(t), g(9) und k(r) zu spalten, von denen 
die beiden ersten durch trigonometrische Funktionen lösbar sind, während 
sich die dritte durch eine sehr einfache Substitution auf die Besselsche 
Differentialgleichung (9) S. 339 zurückführen läßt. Man kann also hier 
besondere Lösungen mit Hilfe trigonometrischer und Besselscher Funk- 
tionen herstellen. 


3. Wärmeleitung. Ein ungleichmäßig erwärmter homogener Körper 
K der Randfläche R habe zur Zeit ? an der Stelle der rechtwinkligen Ko- 
ordinaten z, y, g die etwa in Celsiusgraden gemessene Temperatur: 
(1) u = f(z, Y, £, 2). 
Die hier rechts stehende Funktion sei im Bereiche X während des der 
Betrachtung unterworfenen Zeitintervalles eindeutig und stetig und habe 
ebensolche Ableitungen, soweit wir dieselben zu benutzen haben. Setzen 
wir zu irgend einer Zeit ¢ die linke Seite der Gleichung (1) einer Kon- 
stanten u gleich und deuten die Gleichung in variablen Raumkoordi- 
naten &, y, 2, so stellt sie eine Fläche dar, die wir, soweit sie dem Kör- 
per K angehört, als eine „isothermische Fläche“ oder „Isotherme“ des 
Körpers bezeichnen. Den verschiedenen zur Zeit £ auftretenden Werten t 
entspricht dabei eine ganze „Schar von Isothermen“, die den Körper aus- 
füllen. 
Mittels der Funktion u statten wir jetzt den Bereich X zu einem mit 
der Zeit veränderlichen Vektorfelde aus, indem wir dem Punkte (z, y, 2) 
zur Zeit ¢ den Vektor v der drei Komponenten: 
cu i ou v du > 
(2) v -r A, M a l9n. He 
zuerteilen. Nach I, 325 steht dieser Vektor senkrecht zur Isotherme. Wir 
bezeichnen mit v die Länge einer Normalen zur Isotherme, vom Fuß- 
punkte (x, y, z) ab gemessen, und rechnen die ‘Maßzahl v positiv nach 
der Seite abfallender Werte der Temperatur u. Sind (v, x), (v, y), (v, 2) 
die Richtungswinkel der so gerichteten Normalen gegen die positiven 
Achsen, so gilt für den „nach der Normalen » genommenen Differential- 
= quotienten“ von u (s. I, 155ff.): 
= — A cos (v, £) + = cos (v, y) + er cos (v, 2). 


23 
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Da u bei wachsendem v abnimmt, so ist dieser Differentialquotient ne- 
gativ; mit Benutzung von (2) finden wir somit: 
ou 


5, = 0, 608 (v, 2) + v, cos (v, y) + Y, cos (v,2)>0. 


Nun gilt weiter: 

v, = + |b! cos (v, z) v, = + |V| eos (v, y) %,= |v] cos (v, 2), 
wo die oberen oder unteren Zeichen gelten, je nachdem der Vektor v die 
gewählte Normalenrichtung hat oder ihr entgegengerichtet ist. Tragen 
wir diese Ausdrücke der d,, d,, V, in die voraufgehende Gleichung ein, 


so folgt: Ju 
-7 =+] >0, 


so daß das obere Zeichen gilt: Der im Punkte (x, y, 2) zur Zeit t ange- 
tragene Vektor, der als „Temperaturgradient“ oder „Temperaturgefälle“ be- 
zeichnet wird, verläuft senkrecht zur Isotherme und hat die Richtung ab- 
fallender Temperatur; sein Betrag ist gegeben durch: 


(8) loi = — 5 


Erfahrungsgemäß tritt nun im Laufe der Zeit im Körper K in der 
Art ein Wärmevorgang auf, daß Teile höherer Temperatur Wärme an 
benachbarte kältere Teile des Körpers abgeben. Man beschreibt diesen 
Vorgang am besten dadurch, daß man sich im Innern von K ein sehr 
kleines Flächenstückchen des Inhaltes do vorstellt und die „Wärme- 
menge“ d Q (vgl. S. 286) angibt, welche während der sehr kleinen Zeit dt 
durch das Stückchen do „kindurchfließt“. Um dies ausführen zu können, 
errichten wir auf do einmal den Vektor v, andererseits einen „Binheits- 
vektor“ n (s. 5.221) in einer der beiden Normalenrichtungen. Wir tragen 
feıner der Erfahrungstatsache Rechnung, daß verschiedene Substanzen 
ungleich durchlässig für die Wärme sind. Indem wir den Körper als 
„homogen“ und „isotrop“ ansehen, nehmen wir damit an, daß für ihn die 
„Wärmeleitfähigkeit“ an allen Stellen und für alle Richtungen die gleiche 
sei; auch möge dieselbe nicht etwa noch mit wechselnder Temperatur 
sich ändern.*) Um die Wärmeleitfähigkeit rechnerisch zu erklären, denken 
wir für den Augenblick die Wärme als eine den Körper durchströmende 
Flüssigkeit, wobei die Geschwindigkeit an der Stelle (x, y, 2) zur Zeit £ 
gleich k-v, d. h. dem oben erklärten Vektor proportional und gleich ge- 


*) Inwieweit diese Voraussetzungen in der Praxis zutreffen, bleibe hier un- 
erörtert. 
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richtet sein soll. Hier ist dann eben der positive Faktor k die „Wärme- 
leitfähigkeit“ der Substanz des Körpers K.*) 

Ist die Dichte der gedachten Flüssigkeit an der betrachteten Stelle 
gleich 1, so würde, wie man durch wörtliche Wiederholung der Über- 
legung von 8.221 findet, während des sehr kleinen Zeitteilchens dt durch 
das Flächenstück do die Wärmemenge: 


(4) aQ = k-(v-n)dodt 


nach der Seite der aufgepflanzten Normale n hindurchfließen, wo v.n das 
„skalare Produkt“ der beiden Vektoren ist.“*) Die Analogie mit einer 
strömenden Flüssigkeit soll hier dazu dienen, um das Gesetz (4), das in 
der Tat für die Wärmeabgabe über das Flächenteilchen do besteht, ver- 
ständlich zu machen. 

Von hieraus gewinnt man sehr leicht für den Wärmefluß im Inneren 
von K eine Differentialgleichung. Ist B ein räumlicher Bereich innerhalb 
K und O die Oberfläche von B, so tritt während der sehr kleinen Zeit dt 
über O aus dem Bereiche B die gesamte Wärmemenge: 


k("[v-n-do)dt 
heraus, wenn wir die Einheitsvektoren n nach außen senkrecht auf O er- 


richten. Der gewonnene Ausdruck kann nach dem Gaußschen Satze (11) 
5. 222 auch in die Form gekleidet werden: 


Bl. N Bf oo, 90, , 9%, 
#("Jairv-ar)ac-a( f G + 2 4%) dr) dt. 


Denken wir den Bereich B außerordentlich klein und vom Rauminhalte 
dr, so dürfen wir div v durch einen zugehörigen Mittelwert ersetzen und 
finden mit Benutzung von (2), daß dieses Teilchen des Körpers X während 
der Zeit dt die folgende Wärmemenge an die Umgebung abgibt: 


(5) dQ = k div v-d- dt = — k (PS nE N) dedi, 

Es sei nun ô die Dichte des Körpers K und damit -dr die Masse 
des eben betrachteten Raumteilchens. Soll dieses Raumteilchen eine Ände- 
rung der Temperatur u um du erfahren, so ist hierzu die Zuführung 
einer Wärmemenge c- ô dr -du erforderlich; dabei ist ce die der Substanz 
des Körpers zugehörende „spezifische Wärme“ (vgl. 5. 286), die wir wieder 


+) Die Leitfähigkeit ist für verschiedene Substanzen bekanntlich sehr ver- 
schieden; so verhält sich z. B. die Leitfähigkeit des Silbers zu der des Bleies wie 
83 zu 7. 

++) Ein negatives Vorzeichen von dQ bedeutet natürlich, daß der „Wärme- 
fluß" über do entgegen der Richtung von n stattfindet. 
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als eine Konstante voraussetzen. Nun wird aber dem betrachteten Teil- 
chen des Körpers K während der Zeit dt die Wärmemenge — d Q „zu- 
geführt“; für die neben dieser Zuführung einhergehende Temperaturände- 
rung du haben wir also die Gleichung: 


— dQ = c-ddr.du=c- ddr lt at. 


Durch Elimination von dQ aus dieser und der Gleichung (5) folgt nach 
Forthebung überflüssiger Faktoren als „Differentialgleichung der Wärme- 
leitung“ im Innern des Körpers K: 


ou _ o'u ou k 

o ee e T 

Diese Dor hat eine ra ae entwickelte Theorie, von der 
hier nur ein paar einfachste Proben gegeben werden können. Es soll 
sich dabei um Fälle handeln, bei denen die Temperatur u eine Funktion 
von t und x allein ist, sich also bei partieller Änderung von y und z nicht 
ändert. In diesem Falle sind die partiellen Ableitungen u, und u; mit O 
identisch, und die Differentialgleichung (6) für die en u = f(x, t) 
nimmt die Gestalt an: : 
(T din. 

Um diesen Fall zu verwirklichen, denken wir uns z. B. den Körper 
K als den ganzen rechts von der y,2-Ebene gelegenen Raum ausfüllend, 
wobei alsdann in der Randebene R, d. i. in der y,2-Ebene, sowie in 
jeder einzelnen zu ihr parallel laufenden Ebene in einem einzelnen Augen- 
blicke die Temperatur überall gleich sein.soll. Es genügt in diesem Falle, 
die Temperaturverteilung längs der positiven x-Achse zu untersuchen. Wir 
können uns die Verhältnisse auch so vorstellen, daß es sich um die Tem- 
peraturverteilung in einem dünnen, die positive &-Achse vorstellenden 
Stabe handelt, der also nach rechts ins Unendliche läuft; der Stab gilt 
dabei seitlich als von einem für die Wärme undurchlässigen Medium um- 
geben. Ein zweites sehr einfaches Beispiel wird geliefert, wenn wir K 
als den gesamten zwischen der y, 2-Ebene und einer ihr parallelen Ebene 
x = gelegenen Raum füllend ansehen, wobei dann wieder in der ein- 
zelnen Ebene x = «a des Körpers K zur Zeit t überall dieselbe Tempe- 
ratur herrschen soll. Dieses zweite Beispiel kann man auch auffassen als 
dasjenige des Wärmeflusses in einem Stabe der endlichen Länge l, wenn 
der Stab wieder seitlich von einem für Wärme undurchlässigen Medium 
umgeben ist. 

Versuchen wir nun, die Gleichung (7) nach dem Grundsatze zu lösen, 
dab wir u in das Produkt zweier Funktionen g(x) und (ê) spalten, so 


3] Differentialgleichung der Wärmeleitung 359 


zerlegt sich (s. die betreffende Überlegung von S. 343) die Gleichung (7) 
in die beiden „gewöhnlichen Differentialgleichungen“: 


s 
ra=, KO = eh), 


wo æ eine noch zu wählende Konstante ist. Beide Gleichungen führen auf 
Exponentialfunktionen, und wir gewinnen als Lösung u der Gleichung (7): 
(8) = g(a)k(l) = Aal 

Es sei nun gestattet, für æ auch komplexe Werte einzutragen, wobei für 
die Umrechnung der zugehörigen Lösungen in reelle Gestalt von den im 
Anhange ($ 4) zwischen der Exponentialfunktion und den trigonometri- 
schen Funktionen aufzustellenden Beziehungen Gebrauch zu machen ist. 
Wir setzen erstlich a = — «(1+-?), unter « eine positive reelle Zahl ver- 
standen. Dieser Auswahl entsprechen die beiden Lösungen: 


a De ‚(2atr-Z.) 


et 5 


aus deren halber Summe wir für die „lineare“ und „homogene“ Gleichung 
(7) die reelle Lösung gewinnen: 


ge cos (20t — =g): *) 


Wir dürfen auch noch eine multiplikative Konstante A und eine additive 
B hinzufügen und erhalten so die Lösung: 


ne ee LTR 
u=A-e cos (2a*l <t) +B. 


Der dieser Gleichung èntsprechende Vorgang ist in bezug auf die 
Zeit ein periodischer, insofern jedesmal nach Verlauf der Periode T = ss 


die Temperaturverteilung dieselbe ist. Führen wir an Stelle von « die 
Periode T ein, so gewinnt unsere Lösung die Gestalt: 


_® fr fg mmia 
(9) , u=ÄA:e z] r- eos ( T-S IEN.: 


Wir wenden diese Gleichung auf den rechts von der y,2-Ebene ge- 
legenen „Halbraum“ X an und erkennen aus ihr den Wärmefluß im Halb- 


*) Will man den Gebrauch komplexer Zahlen meiden, so bestätigt man leicht 
direkt, daß dieser Ausdruck eine Lösung von (7) darstellt. 
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raume, falls die Randebene x = 0 durch Abgabe bzw. Zufuhr von Wärme 
einer nach dem „Sinusgesetze“: 


(10) u = A cos =i +E 


der „Amplitude“ A vor sich gehenden Temperaturschwankung um einen 
mittleren Wert B unterworfen ist und für sehr große Werte x die Tempe- 
ratur näherungsweise „konstant“ gleich B ist. In irgend einer Entfernung x 
von der Randebene R erfolgt dann die Temperaturschwankung im Laufe 
der Zeit gleichfalls nach einem Sinusgesetze um den Mittelwert B. Aber 
die „Amplituden“ dieser Schwankungen nehmen mit wachsendem x nach 
einem „Exponentialgesetze“ ab, es ist nämlich die Amplitude A, in der 
Entfernung x vom Rande R gegeben durch: 

x n 
(11) + A,=4: Tu 
Dabei erleiden diese Schwankungen insofern eine „Phasenverschiebung“, 
als die Extremwerte der Temperatur um so später auftreten, je größer x 
ist. Es tritt von der Randebene R eine „Wärmewelle“ in das Innere von K 
ein, wobei der Gipfel des Wellenberges die Entfernung y vom Rande zur Zeit: 


= u E12 
erreicht; die Wärmewelle schreitet also mit der konstanten Geschwindigkeit: 


o» TETA 
in der Richtung der #- Achse fort. 

Die Oberfläche der Erde ist einmal einer täglichen Temperatur- 
schwankung unterworfen, zweitens einer jährlichen.*) Wird als Zeitein- 
heit 1 Tag und als Längeneinheit 1 m genommen, so findet man für die 
Geschwindigkeit der Fortpflanzung der von der täglichen Periode her- 
rührenden Wärmewelle in das Erdinnere ziemlich genau den Wert 1. 
Aus der Gleichung (12) folgt damit als Wert von u: 


1028. 


u= 


2 


124 

Eine Kontrolle dieses Wertes ergab die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der 
von der jährlichen Periode herrührenden Wärmewelle; für diese Geschwin- 
digkeit hat man den Wert 0,0464 beobachtet. Derselbe liefert in (12) 
eingesetzt: 


.  *) Diese Schwankungen erfolgen selbstverständlich nur angenähert nach 
Sinusgesetzen, 
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a 0,0464 - 365,25 
. 2ya 
in guter Übereinstimmung mit dem vorberechneten Werte. Für die Am- 
plitude der Temperaturschwankung bei der jährlichen Periode in der 
Tiefe z unter dem Erdboden liefert alsdann die Gleichung (11): 
AR Pike): 
Für eine Tiefe von 8 m unter der Erdoberfläche findet man: 
A, = 0,05- A, 
d. h. die in dieser Tiefe vorliegende Amplitude ist bereits auf den 20. Teil 
der Oberflächenamplitude herabgesunken. Die Beobachtungen haben ge- 
zeigt, daß schon in einer Tiefe von 20 m unter dem Erdboden Schwan- 
kungen der Temperatur nicht mehr wahrnehmbar sind. 
Eine weitere bemerkenswerte Lösung von (7), die wir gleichfalls auf 
den Halbraum mit z > 0 beziehen wollen, erzielen wir, indem wir: 


= 0,25 


PNO 7m 
in (7) eintragen. Wir > dadurch: 
Er N ee 2g’? 
ROF F KO 
eine Gleichung, die man leicht in die folgende Gestalt umsetzt: 
dln f (2) 2 
aa I 


Durch wiedsrholte Integration findet man die Lösung: 


I fe de Je "az, 


oder wenn wir statt z eine neue Integrationsvariable & durch z = 2u& 
einführen: 4 
2uye 


p he eë dg. 


Setzen wir wieder eine multiplikative Konstante A aS und eine additive 
T 


B hinzu, so folgt als Lösung von (7): 
Su vr 


(13) dt je FE 
yx 
0 
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Das hier auftretende Integral haben wir S. 128 das „Gaußsche Fehler- 
integral“ genannt und näher betrachtet. Benutzen wir für dasselbe die 
S. 128 eingeführte Bezeichnung (x), so schreibt sich die Gleichung (13): 


(14) n = Ace) iT, 


Die Funktion ®(x) wächst bei einem von O bis oo wachsenden Argu- 
mente x selbst monoton von O bis 1. Für „= -+ 0“ ist also u im ganzen 
Halbraume konstant gleich (A -+ B). Sobald > 0 wird, findet in der 
ganzen Randebene x = 0 eine plötzliche Änderung der Temperatur auf 
u(0, t)—= B statt. Wir nehmen etwa A>0O an. Dann stellt unsere Lösung 
(13) oder (14) den Wärmevorgang im Halbraume dar, wenn in dem Augen- 
blicke t = 0 die Randebene des Halbraumes, der bis dahin die überall kon- 
stante Temperatur (A + B) besaß, eine plötzliche Abkühlung auf die Tempe- 
ratur B erfährt. 

Auch die Gleichung (13) gestattet eine Anwendung auf die Wärme- 
verhältnisse der Erde. Solange sich dieselbe im flüssigen Zustande be- 
fand, erhielt sich die Temperatur infolge der Strömungen, die beim Unter- 
sinken gekühlter Oberflächenteile entstanden, durch den ganzen Erdkörper 
auf gleicher Höhe, die infolge der Ausstrahlung mit der Zeit langsam 
zurüekging. Sobald einmal die Oberfläche erstarrte, was bei etwa 4000° 
Celsius stattfand, trat weiterhin eine rapide Kühlung der äußersten Schicht 
bis auf einen Stand ein, der von dem gegenwärtigen Temperaturmittel 
nicht weit entfernt war. Rechnen wir £ von dieser Zeit an, setzen das frag- 
liche Mittel gleich 0° und tragen für A den schon erwähnten Wert 4000, 


für u aber den oben berechneten zyz ein, 80 ist das Gesetz für den wei- 
w 


teren Kühlungsprozeß der Erde: 


yt 
{15) u = ak =®dE. 


Bemerkenswert ist, daß diese Gleichung einen Schluß auf die Zeit- 
dauer gestattet, die von der Zeit der Entstehung der Erdkruste bis zur 
Gegenwart verflossen ist. Wir berechnen aus (15) leicht: 


ou _ SE = q/= (2A  _ 8000 
“7 u (Fe. v yo Š 


wo in der zweiten ea links der Wert der Ableitung von u nach x 
für æ = 0 gemeint ist. Nun weiß man aber, daß gegenwärtig dicht an 


da 
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der Erdoberfläche die Temperatur auf je 25m um 1 Grad Celsius steigt; 
daraus folgt: 1 8000 
a yt = 200000. 
Da wir als Zeiteinheit 1 Tag wählten, so ist die fragliche Zeitdauer etwa 
gleich 100 Millionen Jahre. 

Während in den betrachteten Beispielen die Lösung der Gleichung 
(T) vorangestellt wurde und die Anfangs- und Randbedingungen nach- 
träglich der Lösung angepaßt wurden, soll bei der Untersuchung des 
Wärmeflusses in einem Stabe endlicher Länge ! umgekehrt verfahren 
werden. Wir schreiben vor, daß zur Zeit {= 0 die Temperaturverteilung 
durch u = p(x) gegeben sei. Im Augenblicke £ = 0 möge alsdann das 
Stabende x = 0 auf die Temperatur u =« und das Ende z =l auf u= p 
gebracht und fortan durch Zu- oder Abführung von Wärme dauernd auf 
diesen Temperaturen gehalten werden. 

Um in diesem Falle den Wärmefluß für ¿>Q festzustellen, entnehmen 
wir aus dem Ansatze (8), indem wir a gleich den rein imaginären Zahlen 
+ i«u mit reellem positiven «œ setzen, die Lösungen: 


eT Àt. etiar = e-i (eos ax + isin as), 
deren durch 27 geteilte Differenz uns die reelle Lösung: 
u = e7”? . sin ag 


liefert.*) Diese Lösung verschwindet für v= 0. Soll sie auch am anderen 


Stabende x =! verschwinden, so muß «l ein Vielfaches nx von x sein; 


. nn ` . Se 
wir setzen demnach « = -7 , unter n irgend eine positive ganze Zahl ver- 


standen. Fügen wir noch eine multiplikative Konstante b, hinzu, so er 


halten wir den Werten » = 1, 2, 3, - - - entsprechend die Lösungen: 
n2 u2 72? 
a >- NME 
be P? sin-—- 


= men, 

< — i NNE 

(16) > be F sin in: 
En 


sofern sie konvergent und gliedweise differenzierbar ist, stellt eine Lösung 
von (7) dar, die in den beiden Stabenden beständig gleich O ist. 


*, Man beweist auch sofort direkt, daß dieser Ausdruck die Gleichung (7 
befriedigt. 
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Auf der anderen Seite haben wir in dem von t unabhängigen linearen 
Ausdrucke: 
S 


(17) ar 


eine die Differentialgleichung (7) a Funktion, welche die für 
uns vorgeschriebenen Randbedingungen erfüllt. In der Summe der Aus- 
drücke (16) und (17): 


(18) 


haben wir demnach eine Lösung, die jedenfalls die Randbedingungen be- 
friedigt und die wir nun noch den „Anfangsbedingungen“ anzupassen 
haben. Dies läuft darauf hinaus, die b, so zu bestimmen, daß der Aus- 
druck (18) für 2 = O die im Intervalle 0 < z <? willkürlich vorgeschrie- 
bene Funktion (x) darstellt, d. h. daß: 


nur u. 
er nart 
in >. 


> b, sin n = p(z) — « — fa 
n=1 


gilt. Wir haben also hier links einfach die „reine Sinusreihe“ der rechts 
stehenden Funktion von æ und finden nach der Regel (7) 5. 246: 


D = 2 ((v) are de) sin TE 


0 


-pomaze 


Durch Eintragung dieses Ausdrucks von b, in (18) ergibt sich als die so- 
wohl die Rand- als die Anfangsbedingungen befriedigende Lösung unserer 
Aufgabe: x 6; 

z npu? 
(19) u=a +i a > +(e- 18)e F sin "7 


n=1 


& 
-=£ 


L 


Es ist die Wirkung der hier auftretenden Exponentialfaktoren, daß die 
Werte der einzelnen Reihenglieder mit wachsender Zeit schnell gegen 0 
abnehmen. Der Wärmefluß strebt also mit wachsender Zeit der dureh: 


fis 


u= «4 = 8 
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dargestellten, gleichförmig ansteigenden oder abfallenden oder auch kon- 
stanten Temperaturverteilung zwischen den beiden Randtemperaturen zu. 


"4, Laplacesche Differentialgleichung. Nach einem S. 227 aufgestell- 
ten Satze ist ein Schwerkraftfeld oder irgend ein anderes Kraftfeld mit 
entsprechendem Kraftgesetze außerhalb der anziehenden Massen sowohl 
wirbelfrei als quellenfrei. Für ein Vektorfeld v dieser Art gilt rot v = O 
und divv=0. Aus der ersten Gleichung folgte (s. 3. 224), daß nach Aus- 
wahl eines beliebigen rechtwinkligen Koordinatensystems sich eine als zu- 
gehöriges „Potential“ bezeichnete Funktion V(x, y, z) bilden läßt, deren 
drei partielle Ableitungen erster Ordnung die Vektorkomponenten sind. 
Aus div v =Q folgt (s. (14), S. 228), daß unabhängig von der Auswahl des 
Koordinatensystems*) für die Funktion V(x,y,e) die nach Laplace be- 
nannte partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung besteht: 

er ev ar 
(1) A EE tippe DE 
wobei für die Summe der drei zweiten Ableitungen die a. a. O. eingeführte 
Abkürzung 4V wieder herangezogen wurde. Statt der gravitierend wir- 
kenden Massen können, wie schon angedeutet ist, auch elektrische oder 
magnetische vorliegen, bei denen das Anziehungsgesetz dem Gravitations- 
gesetz gleich ist. Auch bei einem sogenannten „stationären“ Wärmeflusse, 
bei dem die Temperatur 4 an der einzelnen Stelle (x, y, 2) sich im Laufe 


der Zeit nicht ändert und also 5 konstant gleich O ist, genügt zufolge 


(6) S. 358 die Funktion u der Gleichung 4u = 0, so daß die Differential- 
gleichung (1) vielseitige Verwendung findet. 

Neben (1) sind die Gestalten der Laplaceschen Gleichung in „Zylin- 
derkoordinaten“ sowie in „Polarkoordinaten“ viel gebraucht. Diese Ge- 
stalten sollen zunächst aufgestellt werden. Nach S. 181 führen wir Zylinder- 
koordinaten ein, indem wir die dritte Koordinate z beibehalten**) und z, y 
nach Art der Polarkoordinaten in der Ebene durch ọ und @ ersetzen, die 
mit x und y durch: 


(2) z=oc09, y=-osinp, ọ=+V? +y, p =arctg ” 


zusammenhängen. Die Flächen ọ = konst. sind dann eben „Zylinder“ 
mit der z-Achse als Achse. Für die partiellen Ableitungen von ọ und ọ 
nach x und y findet man aus den Gleichungen (2): 

99 __ sing 09 cos 
oE a P o 


2 2 3 
(3) 3 = Cos p, zy =sing, 


*) S. die unten folgende Aufgabe 1). 
*) A.a.O. wurde x beibehalten und statt y, z führten wir Polarkoordinaten ein. 
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Demgemäß drücken sich die ersten Ableitungen von V nach g und y in 
den neuen Variablen so aus: 


ƏV _6Voe , EVöy _oV ‚_0Veing 
er gaa enio u mE or” 
OV _2V2e Vdp IY ing p eVo 
TE De T 


Setzt man in die erste Gleichung zn an Stelle von V und in die zweite 


U für V ein, so folgt: 


oy 2 (0V ƏV sin p\ „rd a _ 20V sin p) sing 
FE = Te \öe cos ¢ og e } Cos p T (Fe cos o 39 = ) è , 
DV 0 TE ET re R DV cos p) cos p 
en np+3,—, Ja Ery Go Mu der 5 ) Pe 


Bei Weiterentwicklung der rechten Seite und Addition beider Gleichungen 
fassen sich entsprechende Glieder teils sehr einfach zusammen, teils heben 
sie sich gegenseitig auf: 

er or 87 0 ı,0v 1 

8x: 3y? de! T do e dp: e 9 
Hiernach lautet die Laplacesche Dijfferentialgleichung in Zylinderkoordina- 
ten 2,0, 9: 

y a'y ı 3'V 10V 
(4) Ye + Dart Pe NS 
Der Übergang von den Zylinderkoordinaten („Semipolarkoordinaten“) 

zu den räumlichen Polarkoordinaten r, 6, vollzieht sich dadurch, daß 
wir unter Beibehaltung von ọ die Koordinaten z, ọ durch r, 0 auf Grund 
der Gleichungen: 


z=rcos0, g=rsind, r=+V#+o, 0=arctg 


ersetzen. Es handelt sich hier um genau dieselbe Transformation, die uns 
vorhin von z, y zu ọ, @ hinführte. Aus den obigen Rechnungen folgern 
wir demnach sofort: 
a AA oV cos 8 
Je gr N 0+ Er E 
ae er mLa T 
2z? Lā de ar T ror | r? ĝe 
Die Umrechnung der Gleichung (4) wird daraufhin leicht vollzogen. Die 
Laplacesche Differentialgleichung hat in Polarkoordinaten r, 0, p die Gestalt: 


ao o GHZ 1 2V oV 
(5) ? a u A A ; z + cotg 0 zg = 0, 


sintO 2o 
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die sich auch noch etwas kürzer so zusammenfassen läßt: 


airy) ER E a GLA T LUN 
(6) cr? " sin0ô0 Ne g 50) an sin?0 dp! 0. 

Führt man an Stelle von 0 die Variable & = cos 6 ein, so ist: 
DEE IE net _n1- mV 
sd” zei 6, sin ô zg = (1 DFTE 

a a ern Ö Vy 
sma pa (2 rl). 
Die Gleichung (6) geht.damit über in: p" 
eV), 2 aêôy ı V 
2 tl ten. 


Um wenigstens ein Beispiel zu den vorstehenden Entwicklungen 
auszuführen, denken wir an der Stelle r = 1, 0 = 0, d.h. also im „Nord- 
pole“ der Kugel des Radius 1 um O (s. S. 155), ein gravitierend wirken- 
des Massenteilchen der Masse 1 oder auch (was für die Rechnung auf 
dasselbe hinausläuft) ein nach dem Coulombschen Gesetze wirkendes 
elektrisches Massenteilchen der Masse —1. Es befinde sich nun an der 
Stelle (r, 6, p) ein angezogenes Massenteilehen der Masse 1. Sehen wir 
alsdann der Kürze halber von der „Gravitationskonstanten“ bzw. der ent- 
sprechenden im Coulombschen Gesetze auftretenden Konstanten ab, so 
haben wir nach 8.228, da die Entfernung des Punktes (r, 6,9) vom 


Nordpole der fraglichen Kugel Yl — 2r cos 0 + r? ist, als zugehöriges 
Potential: 
il 


8 He o an aen 
(8) (r, 0, p) Ferm 


das natürlich von p unabhängig ist. 
Ist |2r&— r?|<1, so läßt sich die rechte Seite von (8) nach der 
Binomialreihe (I, 233) so darstellen: 


E = cos 6, 


u = « A 
V= erf- =A a ar 


Man entwickele hier (2r&— r°} nach dem binomischen Lehrsatze und 
ordne das Ergebnis nach ansteigenden Potenzen von r. Von der ent- 
stehenden Reihe können wir im Anhange leicht zeigen, daß sie fürr< 1 
konvergent ist, was wir hier bereits benutzen wollen. Als Koeffizient von 
r” bei n >Q aber findet sich eine rationale ganze Funktion n'" Grades 
@,„($) von &, von der wenigstens das höchste Glied unmittelbar feststell- 
bar ist: 

9) 6,9) = : Bere, a o no = ra DE E Be 


4 en n! 
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Setzen wir der Gleichförmigkeit wegen a = 1, so folgt: 


Die @,($) lassen sich nun sehr leicht vollständig angeben. Tragen 
wir nämlich die Reihe (10) in die Differentialgleichung (7) ein, so folgt: 


Dant DG, — 36,+4- Ch) —0. 


n=0 


Die rationale ganze Funktion n'® Grades G, befriedigt also die Legendre- 
sche Differentialgleichung (3) S. 337. Nach der damaligen Entwicklung 
und dem unter (9) angegebenen Anfangsgliede erweist sich somit @,(6) 
als mit der unter (7) S. 338 aufgestellten Funktion P,($) identisch. Die 
für r <1 konvergente Entwicklung des Potentials (8) nach ansteigenden 
Potenzen von r ist: 


ER 1 a > (E) \ y2 ae 
(11) een; P) ar Pi io; Por Ar 7 


wo P (E) die „Legendresche Kugelfunktion erster Art n Ordnung“ ist. 
Die Auswahl des Faktors vor der Klammer in (7) 8. 338 findet hier ihre 


Begründung. 
Aufgaben: 1) Man beweise die Unveränderlichkeit des Ausdrucks 4 V bei 
einer Drehung des Achsenkreuzes um O durch direkte Rechnung. — Nach „A. G.“ 


S. 98 f. stellen sich die alten Koordinaten in den neuen q, y', 2’ durch drei Glei- 
chungen: 


x= t ay F a, y =b ð Me=gt 


dar, wo die Koeffizienten die sechs Relationen erfüllen: 


| a’ -+H a +H al, b'g, € re =l, 
lbe + bee +b,=0, ea +e = 0, ab tee =. 
Man wird finden: 


E 7 
a= 0, Vi + b, Viy t e Vii t 2b, e Vy 2m Vig + 24 b, Vay,» 

A : : a a gy À ag i a 
sowie zwei entsprechende Gleichungen für Iy rE Die Addition ergibt mit 
Rücksicht auf (12): 

DZ az E FE 

pat tayt tt bat t gyt Tae 


1 


(12) 


ar 
UE} 


2) Man beweise durch direkte Rechnung, daß das Potential (8) ein Integral 
der Gleichung (7) ist. 
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3. Kugelfunktionen. Um wenigstens eine besonders einfache Klasse 
von Integralen der Laplaceschen Differentialgleichung ausführlicher zu 
untersuchen, versuchen wir diese Gleichung durch eine „rationale ganze 
homogene Funktion n*™ Grades“ von z, y, z zu befriedigen. Es soll also 
V ein Aggregat der Gestalt sein: 


G) V(x, y, 2) = Dory e, OSst<ss<n 
si 


wo sich die Summe auf alle der zugefügten Ungleichung genügenden 
Paare ganzer Zahlen t, s bezieht und die C konstante Koeffizienten sind. 
Das Aggregat (1) hat ` (n + 1) (z + 2) Glieder. Da nun durch Eintragung 


des Ausdrucks (1) von F in die linke Seite der Differentialgleichung für 
AV(z,y,z) eine rationale ganze homogene Funktion (n — 2) Grades 
gewonnen wird, die mit O identisch sein soll, so erhalten wir durch Null- 


setzen der > (n —1)n Koeffizienten dieser letzteren Funktion x (r—1)n 


offenbar lineare Gleichungen für die C,,. Wir ziehen den vorläufigen 
Schluß, daß: 1 1 
2 © +1) (n +2)— z0 —l)n=2n+1 


unter jenen Koeffizienten willkürlich wählbar sind, während sich die 
übrigen aus den gewählten Koeffizienten linear berechnen. 

Zur genaueren Untersuchung tragen wir unter Binführung von 
Polarkoordinaten: 


(2) z =r sin 8 cos Ọ, y =r sin 0 sin Ọ, z =r cos 0 
in (1) ein und schreiben nach Absonderung des gemeinsamen Faktors 7”: 
(3) Ve, Y, 2) = X,(6, p), 


wo der nur noch von 0 und ọ abhängige zweite Faktor: 


(4) X,(0,9) = BE cos” >09 sin’ cos!p sin’ ~'o 
SE 
ist. Durch Einsetzung des Ausdrucks (3) von V in die Gleichung (6) 
$ 4 ergibt sich für X,(#, p) die Gleichung: 
x: E e 
Die drei Argumente sin 0 cos g, sin 6 sin p, cos 0 der Funktion (4) 
können wir als die rechtwinkligen Koordinaten der Punkte der um den 
Nullpunkt beschriebenen Kugel des Radius 1 auffassen, oder wir können 
noch etwas kürzer die Argumente 6, œ selbst von X,„(0, y) als Koordinaten 


Fricke, Differential- u. Integralrechnung. II, 24 
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auf dieser Kugelfläche deuten (s. S. 155). Auf diese Weise wird X, (0,9) 
eine die partielle Differentialgleichung (5) befriedigende „Funktion auf der 
Kugelfläche“, die wir auch kurz als eine „Kugelflächenfunktion“ oder „Kugel- 
funktion“ n!” Ordnung bezeichnen. Die Gleichung (5) heißt entsprechend 
die „Differentialgleiehung der Kugelfunktionen »“* Ordnung“. Gehen wir 
vermöge (3) auf V(x, y, 2) zurück, so erhalten wir diejenigen Integrale 
der Laplaceschen Gleichung, welche als „räumliche Kugelfunktionen“ be- 
zeichnet werden. 

Es soll nun gezeigt werden, daß die wirkliche Herstellung der frag- 
lichen Kugelfunktionen X, (6, p) geleistet werden kann, indem man eine 
gewisse Anzahl gewöhnlicher linearer homogener Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung durch rationale ganze Funktionen löst. Zu diesem Zwecke 
formen‘ wir zunächst den Ausdruck (4) ein wenig um. Sind ! und m 
irgend zwei nicht-negative ganze Zahlen, so gilt: 


cos psin"p=a,cos((+m)p+a,cos( +m—2)p+azcos (I +m—4)9+--, 
falls m gerade ist, und: 

c08’p sin” p =b, sin (+m) p +b sinl +m—2)g +b,sin(I+m—-Ayr-, 
falls m ungerade ist; hier sind die a, b von ọ unabhängige Koeffizienten, 
und die Reihen sind so lange fortzusetzen, als noch nicht-negative Mul- 


tipla von ọ als Argumente von cos bzw. sin auftreten. Im Falle + m= 2 
hat man die bekannten Elementarformeln: 


1 1 i 1 1 
cos’ p = ș cos 2g + ,, sin? p = — ṣ cos 2g +5, 
? ; p. 
cos p sin pọ = „sin 29; 


die allgemeine Richtigkeit der Angaben beweist man von hieraus etwa 
durch den Schluß der vollständigen Induktion mittelst Zusatzes von Fak- 
toren cos @ bzw. sin unter Benutzung der Relationen: 


sinhpeosg, eoshysny—=, siu (h + 1)p + 2 sin (k—1)p, 


1 
cos ho cos p, sin ko sin p = - cos (h — 1)p + - cos (A + i)o. 
Hiernach können wir cos’ sin‘"'p durch den Ausdruck: 

e y 

Da, cos (s — 2k) o bzw. Bi b, sin (s — 2k) o 
k k 
ersetzen; zugleich wollen wir für cos”~* sin’® entsprechend: 


sin’=2#9((1— cos?) cos"-°0) 
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schreiben. Es ergibt sich damit die Möglichkeit, den Ausdruck in (4) 
rechts nach cos und sin der Vielfachen von ọ anzuordnen: 
(6) X,(0, p) = D, (0) + D, (8) cos p + Pa(8) cos 2p +--+ O, (0) cosny 
+ Y, (8) sin p + Y,(0)sin29+---+W, (O)sinng, 

wobei die ®, und Y, jedenfalls die Gestalten haben: 
[®,(0) = sin’d(A, cos”""0 + A, cos®="-20 + A, cos" -"-19 +- --), 
LY, (0) = sin” 0 (B, cos"-"0 + B, cos"-"-20 + B, cos"-"-10 +...) 
mit rationalen ganzen Funktionen von cos 0 in den Klammern. 

Die Darstellung (6) unserer Funktion X,(0, p) erweist sich nun der 
Differentialgleichung (5) besonders leicht zugänglich. Tragen wir den 


Ausdruck (6) von X, in (5) ein, so liefert die Forderung, daß die Dif- 
ferentialgleichung erfüllt ist, die in 8 und ø identische Gleichung: 


(7) 


” D(®,(0) cos vø + W, (0) sin vg) = 0, 
r=0 


wobei ®,(6) und ¥,(0) Abkürzungen für folgende Ausdrücke sind: 
1 d dd, 
0 (nin ar D= sin* Fa T, Er sin 0 d (sin 6% D a 


y= (nn + D eg) Y „+ 258 (sin $ a, 


Nun liegt aber in (8) für jedes speziell gewählte 0 die „Fouriersche Reihe“ 
der mit O identischen Funktion von p vor. Die Theorie der Fourierschen 
Reihen lehrt also, daß die ®,(6), Y,(0) für alle 0 verschwinden müssen. 
Andrerseits folgt auch sofort, daß, wenn dies der Fall ist, in (6) ein Inte- 
gral der Gleichung (5) vorliegt. Wir erhalten also die gesuchten Kugel- 
funktionen n®™ Ordnung, falls wir in (6) irgend welche Funktionen ®,(0), 
Y,(0) der Gestalt (T) eintragen, die Integrale der gewöhnlichen Differential. 
gleichungen zweiter Ordnung sind: 


rd d Fy 
o (a (a+ 1) rg) Eet nos (in 06) = 0 
Schreiben wir noch im Anschluß an die Gleichungen (7): 
F'(0) = sin’6 - f, (cos 0) 
und ziehen die Abkürzung cos 0 = & wieder heran, so ist f (Ẹ) eine ratio- 
nale ganze Funktion der Gestalt: 
(10) FLEO = QE + OE C e Ze > 
Die Differentialgleichung (9) aber liefert nach kurzer Umrechnung für 


24* 
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die Funktion f,(£) die gewöhnliche lineare homogene Differentialgleichung 
zweiter Ordnung: 

a) AI RD Bere 

womit unsre obige Behauptung über die Herstellung der gesamten Kugel- 
funktionen X, (0, p) eingelöst ist. 

Hier kommt nun die S. 337 ff. eingeübte Methode der Lösung von Diffe- 
rentialgleichungen durch Reihen zur Geltung. Für v=0 haben wir in (11) 
unmittelbar die Legendresche Differentialgleichung (3) 5. 337 vor uns, 
so daß das „allgemeine“ Integral der Gestalt (10) für die Gleichung (11) 
im Falle v = 0 die mit einer willkürlichen Konstanten A, multiplizierte 
Funktion P, (8) ist, die in (7) 8. 338 dargestellt wurde und damals als 
„Legendresche Kugelfunktion erster Art n* Ordnung“ bezeichnet wurde.*) 
Indem wir aber für beliebiges v die ganze rationale Funktion (10) in (11) 
eintragen, finden wir nach der fraglichen Methode als „allgemeine“ Lö- 
sung der Gestalt (10) für die Gleichung (11) die Funktion: 

19 a (p7 2E gi 
, (n — v) (n — v — 1) (n — v — 2) (n — v — 3) 
I 2-4@n— N@n—3) 


Meres a an J, 


wo C, willkürlich wählbar bleibt. Wir schreiben unter Auswahl einer 
besonderen Konstanten C, und unter Zusatz des Faktors sin’ 6: 


$ 2n)! Se n-r 
l í PTO i a (cos 0 
(12) | (n — v) (n — r — 1) n-1-29 
3 ze p ) 


und haben dann das Ergebnis, daß die Funktionen ® (6) und ¥,(0) ein- 
fach in der Gestalt: 


®,(0) = A,P, (cos 0), Y,(0) = B, P,” (cos 9) 


mittelst zweier willkürlicher Konstanten A,, B, darstellbar sind. Durch 
Eintragung in (6) erhalten wir als die gewünschte Darstellung der Kugel- 
Funktionen n Ordnung: 


(13) X,(0, p) = A,P, (cos 0) + DA, cosvp+ B,sin vp) P,” (cos 0), 


v=1 


*) Der Name „Kugelfunktion für P,(£) erscheint durch die Entwicklung des 
Textes gerechtfertigt. Wir erwähnen bei dieser Gelegenheit, daß sich an die Lö- 
sung der Laplaceschen Gleichung in Zylinderkoordinaten (4) S. 366 eine dem Texte 
ähnliche Theorie der „Zylinderfunktionen“ anschließt, bei der sich die oben be- 


trachteten „Zylinderfunktionen® J,,(x) einfinden. 
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wo in Übereinstimmung mit unserer vorläufigen Abzählung in der Tat 
(2n + 1) willkürlich wählbare Koeffizienten A, B auftreten. Die Legendre- 
schen, Kugelfunktionen P,(cos #) ordnen sich hier einfach in der Weise 
ein, daß wir A,=1 und alle übrigen A, B gleich O nehmen. 


6. Weiteres über Kugelfnnktionen. Nach S. 369 ff. ist das Produkt: 
(1) v.(@,y2)=r"X,(0,p) 
eine „räumliche“ Kugelfunktion, die als solche der Laplaceschen Differen- 
tialgleichung genügt. Wir wollen den Greenschen Satz (3) S. 231 auf 
zwei solche Funktionen V„ und V, der Ordnungen m und n anwenden, 
die wir für die damaligen Funktionen p und Y eintragen. Die Fläche O 
sei die Kugelfläche des Radius 1 um den Nullpunkt und also der Be- 


reich B das Kugelinnere. Da die nach Innen gerichtete Normale der 
Fläche O die Richtung abnehmender r hat, so folgt: 


(> 7 p“ (B° 
Ir. pp In) do - UZIA V, AV, jdr. 
cr or 


Nun sind aber die beiden Ausdrücke IV, und 4V, mit O identisch, 
und übrigens ist: 


Sr — nee le) 


ð Fn Hi — 

n o X0 o) 

Der Greensche Satz liefert also, wenn wir noch der Oberfläche O ent- 
sprechend r = 1 eintragen: 


(n — m) f Xn (0p) - X,(0, p) do = 0. 


So oft m + ist, muß also das Integral verschwinden. Dieses Ergebnis 
wird als „erster Integralsatz“ der Kugelfunktionen bezeichnet: Sind 
X,„(0, 9) und X,(0,@) irgend zwei Kugelfunktionen verschiedener Ord- 
nungen m und n, so verschwindet das über die Kugelfläche des Radius 1 
um den Nullpunkt ausgedehnte Integral von X, X,do: 


(2) TAO p) X. (0, pdo, mn. 


Für zwei Legendresche Kugelfunktionen läßt sich diese Formel in 
folgender Weise weiter entwickeln: Wir setzen (s. S. 180) das Flächen- 
differential do = sin 0d dø und verwandeln das Flächenintegral (2) in 
ein Doppelintegral: 


7E 


Of Palcos 0) P, (eos 0) da = f (P,(eos 0) P,(cos 0) sin 0 f dy) d0 = 0, 
| y 


0 


wobei die von p unabhängigen Faktoren P,, P, und sin 6 vor das innere 
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Integral gesetzt werden durften. Nach Ausführung des inneren Integrals, 
Fortlassung des Faktors 2x und Einführung der Variablen & = cos 0 er- 
gibt sich als besonderer Fall des ersten Integralsatzes: 


(3) Sr POP. Odt=0, m+n. 


Im Anschluß hieran stellen wir gleich noch den Wert dieses Inte- 
grals für m = n fest. Ist r <1, so aus (11) 5. 368: 


er treo J (Èro) f d$. 


Das links stehende Integral ist unmittelbar durch die Funktion In aus- 
fübrbar. Die rechts stehende konvergente Summe multiplizieren wir 
unter Benutzung von I, 214ff. mit sich selbst und finden, daß beim Inte- 
grieren alle die Glieder, die zwei Faktoren P verschiedener Ordnungen 
enthalten, wegen (3) das nn O liefern. Es ergibt sich: 


- hir) = Sfr (grat). 


Nun ist aber die AAT i Ar links stehenden Funktion von 7: 
1= 1 1 
—— In = 2 (1 +++ te 3% 
Der Vergleich mit der in der vorletzten Gleichung rechts stehenden Reilıe 
ergibt: 


+1 
Ban ar. 2 
(4) fin (O dE = nF 
= 
Mit Benutzung dieser Formel können wir jetzt weiter das über O 


erstreckte leer des Differentials X, 9,9) PY (cos 0) dœ berechnen. 
Wir aicel dieses Flächenintegral ie in ein Doppelintegral: 


n ar 
"fx, P,do = f (P, (cos 9) sin oJ X,(0, p)dp)do 
0 


und tragen für X, den Ausdruck (13) 8.372 ein. Bei dem inneren, für 
stehendes 0 in bezug auf y auszuführenden Integrale liefern alle Glieder 
mit v > Q das Bo 0, und wir finden: 

2n 


[X.(0, y)dy = f A P, (cos 0) dp = 2x A, P, (cos 9). 
N) ò 


Si 
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Somit gilt: 


"x,o, p) P,(eos 0) do = 2x AfP. (cos 6)’ sin 0 d8, 
0 


wofür wir unter Einführung der Variablen &= cos 0 auch schreiben 
können: At] 


"FX,(e, p) P,(cos 8) do = 274, [P, Oa£. 
= 
Mit Benutzung von (4) ergibt sich demnach: 


(Gf* 4 
(5) J X,(0, p) P (cos #)do = RT Age 


Zur Weiterentwicklung der rechten Seite dieser Gleichung trage man 
in die Gleichung (11) S. 368 den für 0 = 0 eintretenden Wert $=1 ein; 
sie nimmt dabei die Gestalt an: 

1 ` 2 

Tepes el Br ir. 
aus der wir den Schluß P,(1)—=1 ziehen. Hiernach kann, da die Funk- 
tionen P,")(cos 0) für v>0 alle den Faktor sin 6 enthalten, A, nach (13) 
S. 372 als Wert X, (0, p) der Kugelfunktion X,(#, p) im „Nordpole“ der 
Kugel, d. i. im Punkte 6 = 0, angesehen werden: 

(9) dr 
(6) Ix.w, p) P.(eos 6) do 5; In -F 1 X,(0, p). 

Wir nehmen jetzt eine beliebige Drehung des Achsenkreuzes vor. 
Der neue „Nordpol“ rücke an den im bisherigen Systeme durch (9,, Po) 
zu bezeichnenden Punkt; an Stelle von 0 und pọ mögen als neue „Pol- 
distanz“ 7 und als „östliche Länge“ y treten. Zufolge der Unveränder- 
lichkeit der Laplaceschen Gleichung gegenüber der fraglichen Transfor- 
mation der Koordinaten formt sich X, (0,9) wieder in eine Kugelfunktion 
n'* Ordnung der Argumente y, y um: 


C) KOT E 
Für diese gilt zufolge (6): 
(0) i 
Iran © Pos ndo = 3,77 7.0.0). 


Diese Gleichung möge nun noch auf die ursprünglichen Koordinaten um- 
gerechnet werden. Die Gleichung (7) ergibt für den neuen Nordpol: 


Y„(0, Y) — X,(0,, Po) 
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Die „Poldistanz“ ņ ist im alten Systeme einfach der Winkel zwischen den 
Radien nach den beiden Punkten (0, p) und (6,, Po). Zufolge (9) S. 156 
und der bekannten Regel (3) in „A. @.“ S. 95 findet sich also: 


cos y = sin 0 cos p sin 9, COS Po + sin 8 sin g sin 0, sin p, + cos 0 cos ©, 
oder unter Benutzung des Additionstheorems der Funktion cos: 
(8) cosn = cos 0 cos 0, + sin 0 sin 9, cos(p — po) 


Wir gelangen auf diesem Wege zum „zweiten Integralsatze“ der Kugel- 
funktionen: Für die beiden Kugelfunktionen X,(0, p) und P,(cos ®) glei- 
cher Ordnung n, von denen die erste X,(0, p) beliebig wählbar ist, gilt die 
Regel: 


(0)? = 4; 
(9) | x.(0, 9) P,(cos n) do = 5,77 X, Po), 


wo cos n die in (8) angegebene Bedeutung hat. 

An die vorstehenden Integralsätze schließt sich eine Theorie der 
Darstellung einer willkürlich auf der Kugelfläche gegebenen Funktion f(0, p) 
in eine nach Kugelfunktionen steigender Ordnungen entwickelte unendliche 
Reihe. Diese mit der Lehre von den Fourierschen Reihen analoge Theorie 
möge hier ohne Darlegung der zur Vollständigkeit erforderlichen Kon- 
vergenzbetrachtung kurz angedeutet werden. Die Funktion f(@, p) sei 
auf der ganzen Kugelfläche eindeutig und gestatte eine Entwicklung im 
eine daselbst gleichmäßig konvergente Reihe: 


(10) 1, p) E= KO g) + X, (0, p) qir X, (0, p) ar 298% 


deren Glieder Kugelfunktionen steigender Ordnung sind. Dann gelingt 
es auf folgendem Wege, die Bedeutung der einzelnen Reihenglieder fest- 
zustellen. Es sei (0, p) irgend ein fest gewählter Punkt der Kugelfläche, 
(0°, g^) ein variabler; für den Winkel y zwischen den Radien dieser beiden 
Punkte gilt dann: 


(11) cos y = cos 0’ cos d + sin O sin 0 eos(p’ — g). 


Multiplizieren wir die für (6, p’) gebildete Gleichung (10) mit P (cos 7)do’ 
und integrieren über die Kugelfläche, so folgt: 


(0) 2 Ti f = td t ’ 
SEE, 9) P leos m) do’ = X S Xa, p) Pp leos n) dw‘ 
m=0 
Nach dem ersten Integralsatze (2) verschwinden rechts alle Glieder mit 
m = n; das einzige nicht verschwindende Glied berechnet sich auf Grund 
des zweiten Integralsatzes (9). Man findet als Ergebnis: Die einzelnen 
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Glieder der Reihenentwicklung (10) der auf der Kugelfläche willkürlich ge- 
wählten Funktion f(0, p) berechnen sich auf Grund der Regel: 


(12) x,0,9)- 41 frco, g) P,(eos ndo, 


wo die Argumente 0, @ der = stehenden Funktion rechter Hand der 
Formel (11) entsprechend in cos n enthalten sind. 


4. Elektrizitätsverteilung auf einer leitenden Kugel. Eine gewisse 
Elektrizitätsmenge sei in irgend welcher Verteilung auf einem aus einem 
oder mehreren Stücken bestehenden im Raume ruhenden „Isolator“ J 
festgehalten. Hierdurch wird ein Kraftfeld erzeugt, in dem sich gleich- 
falls ruhend eine außer Berührung mit dem Isolator J befindliche leitende 
Kugel des Radius 1 finde. Diesem „Konduktor“ K sei vorab Elektrizität 
in der Gesamtmenge u mitgeteilt. Dieselbe sammelt sich bekanntlich 
nur an der Oberfläche O von K an und zwar nach einem Verteilungs- 
gesetze, das durch die Menge u und das durch J hervorgerufene Kraft- 
feld bestimmt ist. Dieses Verteilungsgesetz soll festgestellt werden. 

Nach Einführung des Konduktors K in das Feld und Eintritt der Ver- 
teilung an seiner Oberfläche O liegt ein Kraftfeld des Potentials V vor, 
das einmal von der elektrischen Ladung des Isolators J, dann aber auch 
von der Ladung der Oberfläche O herrührt. Nennen wir V, und V, die 


beiden entsprechenden Bestandteile des Gesamtpotentials V, so ist einfach 
V=Y,+Y,. Dabei ist V, mit dem Isolator und seiner Ladung als ge- 
geben anzusehen; ein Ausdruck von V, soll sogleich entwickelt werden. 
Da nun nach Eintritt der Verteilung auf O im Innern von K keine wei- 
tere Strömung von Elektrizität auftritt, so ist daselbst 7 konstant, etwa 
V = C; im Kugelinneren gilt also V = C — V,. Von hieraus werden 
wir mit Rücksicht auf die gegebene Menge u einen Schluß auf die 
Flächendichte der auf O lagernden Elektrizität zu ziehen imstande sein. 
Für die Rechnung führen wir ein System von Polarkoordinaten 
r,6,g@ mit dem Nullpunkte im Kugelmittelpunkte ein. Da J außerhalb X 
liegt, so ist für einen einzelnen Punkt (r’, 0", 9”) von J sicher r’>1. Ist 
daselbst 6’ die Dichte der Ladung und dr’ ein sehr kleines Raumteilchen 
von J, das demnach die Elektrizitätsmenge ð- dr’ enthält, so liefert diese 
Menge als Beitrag für das Potential V, im Punkte (r, 8, 9) von K: 


ddr 


rec zl me ~ 
7a? 


yr —?rr cosan + r 2 


wo cos sich wie in (11) S. 376 aus den Koordinaten der beiden Punkte 
berechnet. Das Potential V, ist demnach einfach: 
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ðe dr 
v , 
c Ne Toae —2rr earr oyr 
wo das Integral über den vom Isolator J besetzten Bereich auszudehnen 
ist. Wir schreiben diese Gleichung in die Gestalt um: 


U) s 
Far íi 
V; (r, 6, p) = / ne PPr = 
ei V:-:5esn+ (7) 
und können, da r <r’ ist, die konvergente Reihenentwicklung (11) 5. 368 
heranziehen: 


(2) V(r, 0, p) = G Sar P (cos ndr’). 


n=0 


Bezeichnet man das hier mit 7” multiplizierte Integral in seiner Abhängig- 
keit von 0 und p durch X,(®, p), so gelangt man zu einer für r < 1 
sicher konvergenten Darstellung: 


6) (00,9) - Ir X,(0, 9), 

in welcher man in den X,(0, p), sei es aus (2) oder, weil die Funktion 
(3) der Laplaceschen Gleichung (6) 5. 367 genügt, eine Kugelfunktion 
n! Ordnung erkennt. Da J mit seiner Ladung g gegeben ist, so gelten die 
hier auftretenden Kugelfunktionen X,(0, p) als bekannt. 

Um zweitens das Potential V, des Konduktors Æ zu berechnen, be- 
zeichnen wir mit f(6', g’) die gesuchte Flächendichte der elektrischen 
Verteilung an der Stelle (0°, p’) der Oberfläche O. In einem sehr kleinen 
daselbst gelegenen Flächenteilehen dw’ findet sich somit die Blektrizitäts- 
menge f(0', 9") do’, und damit erhalten wir als Wert des Potentials V, 
im Innenpunkte (r, 0, p) der Kugel: 

(0) 16, p')do 
> Vi—2rcosn+r? 
wo cosy wieder durch (11) 8.376 gegeben ist. Vollziehen wir auch 
hier die Entwicklung nach ansteigenden Potenzen von r auf Grund von 
(11) 8. 368, so folgt: . 
nn 0 ‚ 
Vle 0, p) = De SEO, 9) Puleos 1) dar). 
= n=0 
Man entwickle jetzt nach dem Schlußsatze von $ 6 die noch unbekannte 
Funktion f(®, p) in eine Reihe nach Kugelfunktionen: 


(4) r(0, 9) = (9, p) Au (6, p) + Y, (0, p) a 


Er 0, p) k 
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und findet dann unter Benutzung der beiden Integralsätze von 8 6: 
of’ 2 (0 

(5) Ire, p) P (cos 7) do’ = > Tre, p)P,(cosn)do’ 
=" m=0 


4x 
= anpi (0,9), 


so daß die Entwicklung von V, für r <1 die Gestalt gewinnt: 


(6) V(r, 0, 9) = 4x D 5. LO, 9). 
n=0 


Nun benutzen wir, daß im Innern von X die Gleichung 7, = C — V, 
mit einer Konstanten C identisch gilt. Der Vergleich von (3) und (6) 
liefert uns also für alle n > 0: 


ar m 
2n+1 Y,(0, 9)=— X,(0,9), n>0, 


so daß sich die Kugelfunktionen Y,, Y,,... aus den als gegeben gelten- 
den X,, X,,... einfach nach der Regel berechnen: 


2 1 
(7) ANT ""TIX,0,9), n>0. 


Das noch fehlende Glied Y, bestimmt man aus (5) unmittelbar, indem 
man n = 0 und entsprechend P,(cos 7) = 1 einträgt: 


"re, p) do = 4x Y. 


Da das Integral linker Hand die Gesamtmenge u der der Kugel mit- 
geteilten Elektriziät ist, so folgt: 


Als Antwort auf die gestellte Frage gewinnen wir demnach: Die durch 
Influenz auf dem Konduktor eintretende Verteilung ist eine solche, daß im 
Punkte (0, p) der Konduktoroberfläche die folgende Flächendichte eintritt: 


1 
(8) f0, 9) = „(u - Der +1) X,0,9)). 
n=1 
Besteht z. B. der Isolator J nur aus einem einzigen Punkte der Elek- 
trizitätsmenge +1 in der Entfernung ọ >1 vom Kugelmittelpunkte, so 
legen wir die positive 2-Achse durch J hindurch und finden: 
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s2 pr Pn (cos 6) 
Ve? — Zer c ETEN WT 


V(r, 0, ọ)= 


als besondere Gestalt der Entwicklung (3). Die ee f(0, p) ist also 


jetzt einfach: 
(9) f(0, 9) = i (u -Den DERN. 


Der Summenwert der rechts stehenden Reihe ist übrigens leicht an- 
gebbar. Differenziert man nämlich die Gleichung: 
ir 
YVi— 2r c0os0-+ r? 


= > r” P „(cos 0) 
n=0 


nach r und multipliziert das Ergebnis mit 2r, so folgt: 


2r cos6 — 2r® 


(VI— 2r cos0 + r?)° 


= = anr” P (cos 0). 
n=0 


Die Addition der beiden letzten Gleichungen liefert: 


< Ir r! 
2 DAE O= ung 
2 0279) „(e03,8) (V1—2r cos 0 Fr?) ? 
woraus wir sofort weiter finden: 
< P,(cos 0) 1 „= en, —i 
(2y + 1) = m P 
2 u Ar g A 2e cos 04 1)? 


n=1 
Die Gleichung (9) nimmt damit die Gestalt an: 
10 0 —t e 
( ) A les en (Ve? ern! 


Ist z. B. u = 0, so sind die Dichten in dem dem Isolator J zugewandten 
Nordpole und im abgewandten Südpole: 


30 —1 


30-41 
e S a 
4x o (ẹ — 1)? 


kw. 4 
A txe le F 1) 


Die behandelten partiellen Differentialgleichungen sind nur wenige 
Beispiele der in der Physik und Technik auftretenden Gleichungen dieser 
Art. Unter den zahlreichen weiteren wichtigen Gleichungen stehen ins- 
besondere die beiden Maxwellschen Gleichungen (s. S. 225) voran. Jede 
dieser Gleichungen liefert in Koordinatendarstellung ein System dreier 


ww.rcin.org.pl 
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partieller Differentialgleichungen erster Ordnung, denen in einem elektro- 
magnetischen Felde die drei Komponenten der magnetischen Feldstärke 
und die drei der elektrischen Feldstärke in bezug auf die Zeit £ und die 
drei Koordinaten x, y, z genügen. Eines der nächstliegenden hierbei ein- 
tretenden Probleme ist die Untersuchung ebener elektrischer Wellen in 
einem absorbierenden Medium, wobei es sich um die Lösung einer Diffe- 
rentialgleichung zweiter Ordnung mit den beiden unabhängigen Varia- 
blen x und £ handelt: 

ou ou 

on nn tler 
die die beiden oben behandelten Differentialgleichungen (1) S. 343 und 
(7) 5. 358 als Spezialfälle umfaßt. Doch würde bereits eine verständ- 
liche Darlegung der physikalischen Bedeutung der hier auftretenden Fak- 
toren c,&,4, u bei weitem den hier zur Verfügung stehenden Raum 
übersteigen. 


Anhang. Komplexe Zahlen und Funktionen. 


1. Komplexe Zahlen. Bei der Erklärung der komplexen Zahlen und 
der auf sie auszuübenden Rechnungen können wir den in I,3 bei der 
Einführung der irrationalen Zahlen befolgten Gedankengang wieder be- 
nutzen. Wir wurden dort zur Gesamtheit aller endlichen reellen (ratio- 
nalen und irrationalen) Zahlen von den gesamten Punkten einer beider- 
seits unbegrenzten Geraden aus geführt und hatten die zunächst nur für die 
rationalen “Zahlen arithmetisch erklärten rationalen Rechnungsarten durch 
eine geometrische Überlegung auf die irrationalen Zahlen übertragen. Die 
fragliche Gerade fassen wir jetzt als Abszissenachse eines rechtwinkligen 
Koordinatensystems in der Ebene und gehen über zur Betrachtung aller 
endlichen Punkte dieser Ebene, die vermöge der Koordinatendarstellung 
in bekannter Art umkehrbar eindeutig auf alle Paare endlicher reeller 
Zahlen a, b bezogen sind. 

Einem Punkte der Abszissenachse und also einem Zahlenpaare a, Q 
entsprach bei der bisherigen Auffassung nur eine einzige (reelle) Zahl. 
Wir übertragen diese Auffassung auch auf die übrigen Punkte der Ebene 
und lassen jedem einzelnen Punkte der Ebene auch nur eine durch ihn dar- 
gestellte „Zahl“ entsprechen, die wir unter Benutzung der rechtwinkligen 
Koordinaten des Punktes einstweilen durch (a,b) bezeichnen. Zu den 
bisherigen reellen Zahlen kommen alsdann neu alle Zahlen (a,b) mit 
b= 0 hinzu, die wir „komplexe Zahlen“ nennen. Benutzen wir Polar- 
koordinaten r, ®© in der Ebene mit dem bisherigen Nullpunkte als Pol 
und der positiven «-Achse als Achse, so möge die einzelne komplexe Zahl 
einstweilen durch das Symbol [r, 9] bezeichnet sein; hierbei gilt dann in 
bekannter Weise: 

(1) a=rcos?, b=rsin®. 


Wenn man von dem Gesamtsystem aller komplexen Zahlen (a, b) 
spricht, ist es zweckmäßig, die reellen Zahlen (a, b) mit b= 0 als in dem 
Systeme mit enthalten anzusehen. Die „Polardarstellung“ [r, 9] der Zah- 
len betreffend haben wir dann nur darauf aufmerksam zu machen, daB für 
die reelle Zahl O der Radiusvektor r = 0 ist, während $ unbestimmt bleibt. 
Im übrigen kann man natürlich für die Veränderlichkeit von r und # die 


1] Einführung der komplexen Zahlen 383 


den Polarkoordinaten eigentümlichen Schranken vorschreiben. Den Ra- 
diusvektor r nennen wir auch den „absoluten Betrag“ der komplexen Zahl; 
wir bezeichnen denselben durch (a,b); und haben also die Darstellung: 
(2) r=|(a,b)'=+YVa?+B%. 

Zwei Zahlen (a,b) und (a, — b) oder [r,9] und [r, 2x — 8], deren Bild- 
punkte also bezüglich der Abszissenachse, der „Achse der reellen Zahlen“ 
oder kurz der „reellen Achse“, einander symmetrisch liegen, heißen „kon- 
jugiert komplexe Zahlen“; jede reelle Zahl ist sich selbst konjugiert. 

Es gilt nun zunächst, die rationalen Rechnungen der Addition, Subtrak- 
tion usw. für die komplexen Zahlen in zweckmäßiger Art und zwar natür- 
lich so zu erklären, daß die bekannten Regeln der rationalen Rechnungen 
bei den reellen Zahlen durch die Erklärungen mit umfaßt werden. Die 
„Summe“ der beiden komplexen Zahlen (a,,b,) und (a,, b,) soll die Zahl 
(a, + aa, bi + bo) sein: 

(8) (a, b1) + (a, b2) = (a, + a3, Di + be). 

Die Vorschrift steht in engster Beziehung zu der in I, 366 erklärten Ad- 
dition der Vektoren. Deuten wir die Zahl (a,b) an Stelle ihres Bild- 
punktes durch den vom Nullpunkte O nach diesem Bildpunkte hingezo- 
genen Vektor, so gewinnt man den Vektor der Summe (3) einfach durch 
Addition der beiden zu den Summanden gehörenden Vektoren, wie die- 
selbe in I, 366 erklärt und in Fig. 114 daselbst erläutert ist. Hieraus 
folgt sofort: Der absolute Betrag der Summe (3) ist nicht größer als die 
Summe der absoluten Beträge der Summanden: 

(4) | Cair bi) + (az, ba) < | (a, bi) | + (a,b). 

Die „Differenz“ mit dem Minuenden (a,, d,) und dem Subtrahenden 
(az, ba) ist einfach als die Summe von (a,,b,) und (— as, — bz) zu er- 
klären: 

(5) (a1, b1) — (az, ba) = (a, — ag, bi — bo) 

und kommt auf die in I, 366 besprochene „Subtraktion“ der zu (a,, b,) 
und (a,,b,) gehörenden Vektoren hinaus. An (4) reiht sich dabei der 
Satz an: Der absolute Betrag der Differenz (5) ist nicht kleiner als die 
Differenz der absoluten Beträge von Minuend und Subtrahend: 

(6) (a, b1) — (az, ba) | S (a,b) — (a, ba) l. 

Die Erklärung des „Produktes“ zweier komplexer Zahlen weicht von 
den Produktbildungen der Vektorentheorie (s. S. 219) ab. Das „Pro- 
dukt“ der beiden komplexen Zahlen [r,, 9,] und [r,, 9] soll die Zahl 
[rire P, + 9,] sein: 

N) [ri Dal: Ir, 9] = Irı 72, 9 + Pol, 
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deren absoluter Betrag das „Produkt“ der beiden absoluten Beträge r,, r, und 
deren Amplitude die „Summe“ der beiden Amplituden der Faktoren ist. 
Die Multiplikationsregel reeller Zahlen mit ihrer Vorzeichenvorschrift 
ist hierin in der Tat als spezieller Fall enthalten. Das Produkt zweier 
konjugiert komplexer Zahlen [r, 9], [r, 2x — #] ist nach (7) die reelle, 
nieht-negative Zahl r?; man kann auch schreiben: 
(8) (a, b): (a, — b) = a? + b. 

Bei der „Division“ zweier komplexer Zahlen [r,, ®,], [rz, 9] muß 


der Divisor von O verschieden sein und also r, >O gelten. Die Divisions- 
regel ist dann einfach: 


\ F ThA i 
(9) m]: Po a= e e [E a-a], 


da hier in der Tat das Produkt des Quotienten und des Divisors [r,, %,] 
gleich dem Dividenden [r,, #,} ist. 

Der Herstellung der Summen von mehr als zwei Summanden oder 
der Produkte von mehr als zwei Faktofen steht keine Schwierigkeit ent- 
gegen. Insbesondere folgt aus (7): Die n® Potenz einer komplexen Zahl 
[v, 9], unter n irgend eine positive ganze Zahl verstanden, ist: 


(10) [r, F = Ir”, n], 


hat also als absoluten Betrag die n® Potenz von r und als Amplitude 
die n-fache Amplitude $. Liegt n® nieht mehr im Intervalle O<n®<2z, 
so darf man durch Abzug eines Multiplums von 2x natürlich die Ampli- 
tude der Potenz in dieses Intervall zurückverlegen. 

Wir benutzen die Regel (10), um nunmehr aus ihr die allgemein 


übliche Darstellung der komplexen Zahlen zu entwickeln. Die Zahl 
m 


[1 ; T] oder (0, 1), deren Bildpunkt also auf der positiven Ordinaten- 


pA 
<- 


achse in der Entfernung 1 vom Nullpunkte liegt, gibt, zur zweiten Po- 
tenz erhoben, die Zahl [1, x] oder (— 1, 0), d. h. die reelle Zahl — 1: 


~ =i 


Zur Bezeichnung der Zahl (0,1) gebraucht man nun bekanntlich das 
Symbol ¿ und nennt sie eine „imaginäre“ Zahl, genauer die „positive ima- 
ginüre Einheit“*) Indem wir uns vorbehalten, sogleich auf die Radi- 
zierung zurückzukommen, folgern wir aus ?=— 1 als Darstellung der 


A .*) Vom Standpunkte der hier gewählten Einführung der komplexen Zahlen 
iet die Benennung „imaginär“ („eingebildet“) im Gegensatze zu „reell“ natürlich 
T unberechtigt, wie die Benennung „irrational“ im Gegensatze zu „rational“ 
(e. 1, 3). 
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Zahl i auch ¿ = V— 1 oder genauer i = + V— 1. Für das Produkt der 
Zahl ¿ und irgend einer komplexen Zahl [r, 9] findet sich aus (7): 


ir =|] eaen] 


Ist der zweite Faktor insbesondere eine reelle Zahl (b, 0) = b, so gilt 
i- b = (0, 1) - (b, 0) = (0, b). Durchläuft b die reellen Zahlen, so erhal- 
ten wir hier die gesamten komplexen Zahlen, deren Bildpunkte die 
y-Achse füllen; wir nennen sie zusammenfassend „die imaginären Zahlen“, 
bezeichnen die Ordinatenachse demnach auch als die „imaginäre Achse“ 
und unterscheiden je nach dem Vorzeichen von b „positive“ und „nega- 
tive“ imaginäre Zahlen, sowie eine „positive“ und eine „negative“ imagi- 
näre Achse; die Zahl (0, —1)——i heißt entsprechend die „negative 
imaginäre Einheit“. 

Zufolge (3) läßt sich nun jede komplexe Zahl (a, b) als Summe der 
reellen Zahl («,0) und der imaginären (0,5) darstellen. Indem wir 
(a,0) =a und (0,b) = ib eintragen, ergibt sich die übliche Darstellung 
der komplexen Zahl: 

(11) (a,b)=aH+tib 
mittelst ihres „reellen Bestandteiles“ a und ihres „imaginären Bestandteiles“ ib. 
Als zugehörige Polardarstellung schließen wir noch an: 


(12) (a,db)=r(cos#® +isin®). 
Man wird die Formeln (3) ff. leicht auf die neue Darstellung unserer 


Zahlen umschreiben. Für die Addition und Subtraktion zweier komplexer 
Zahlen finden wir die neue Ausdrucksform: 


(13) (a, + ibi) + (a, + iba) = (a, + @) + ib, + ba), 
so daß wir den links stehenden Ausdruck einfach unter Beibehaltung des 
„kommutativen“ und des „assoziativen“ Gesetzes aus den Elementen der 


Algebra reeller Größen in den rechts stehenden umwandeln dürfen. 
Ebenso kleidet sich das Multiplikationsgesetz (7) in die Gestalt: 


(14) (a, + čb) (a + tb) = (a, a, — b,b) + i(a,b, + b10), 
so daß wir auch hier die rechte Seite einfach unter Beibehaltung des 
„distributiven“ Gesetzes der Algebra der reellen Größen aus der linken 
Seite entwickeln können, wobei im Verlaufe der Rechnung ?= —1 zu 
setzen ist. Es ist nämlich, wenn wir auf Grund von (1) zu den Polar- 
darstellungen übergehen: 

a, a — bi ba = r,r,(cos #, cos P, — sin d, sin P) = r; r3 cos (9) + 2), 


a,b, + bia = rira (cos d, sin d, + sin 9, cos P) = rira sin (9, + Po), 
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womit wir auf das Gesetz (7) zurückkommen. Als Spezialfall von (14) 
haben wir der Gleichung (8) entsprechend: 


(15) (a + ib) (a — ib) = a® + b. 


Wir merken endlich noch als neue Schreibweise der Formel (9) an: 


; a, +ib. aa, +b, Ù . b ay — a b. 
un + a Te? 
wobei a,?+ b} > 0 gelten muß; die rechte Seite führt bei Benutzung der 
Polardarstellung in der Tat auf (9) zurück. Auch hier können wir den 
rechts stehenden Ausdruck aus dem auf der linken Seite nach den Ele- 
mentarregeln der reellen Algebra entwickeln, indem wir mit (a, — ib,) 
erweitern usw., wobei natürlich wieder ¿° = — 1 zu setzen ist. 

Auch die wiederholte Anwendung rationaler Rechnungen auf kom- 
plexe Zahlen führt, wenn wir nur stets die Division durch O vermeiden, 
immer wieder zu einer eindeutig bestimmten komplexen Zahl als Ergeb- 
nis; dabei ist ¿3 stets durch — 1 zu ersetzen und für die höheren Potenzen 
von i entsprechend zu schreiben = — t, #4 = +1, ®=i,:--. Wie in 
den bisher besprochenen Einzelfällen bleiben wieder alle genannten Ele- 
mentarregeln der Algebra der reellen Größen unverändert erhalten.*) 

Falls man in einer der Gleichungen (15), (14) oder (16) alle in der 
Gleichung enthaltenen komplexen Zahlen zugleich durch ihre konjugiert 
komplexen Zahlen ersetzt, erscheint als Ergebnis wieder eine zutreffende 
Gleichung. Dieses Gesetz bleibt auch bei wiederholten rationalen Rech- 
nungen erhalten: Kleidet man das Ergebnis einer auf komplexe Zahlen an- 
gewandten rationalen Rechnung in die Gestalt einer Gleichung, so bleibt 
diese Gleichung richtig, falls man alle in ihr auftretenden komplexen Zahlen 
durch ihre konjugierten Zahlen ersetzt. Dieser Satz wurde bereits in I, 77 
benutzt. 

Einen bekannten Satz folgern wir aus Gleichung (10) für r—1, wo 
sie in der neuen Darstellung der komplexen Zahlen die Gestalt annimmt: 


(17) (cos © + ¿i sin ®)" = cos nẹ? + isin n®. 


Diese Gleichung bringt den „Moivreschen Satz“ für irgend einen positiven 
ganzzahligen Exponenten n zum Ausdruck. Da es statthaft ist, die linke 
Seite von (17) nach dem binomischen Satze zu entwickeln, so findet man, 
wenn man den hierbei zu gewinnenden reellen Bestandteil der linken 


*) Die Darlegungen des Textes haben nur mehr die Bedeutung einer Wieder- 
holung des gewöhnlich schon in der Elementarmathematik behandelten Lehr- 
stoffes über komplexe Zahlen, so daß ein genaueres Eingehen auf Einzelheiten an 
dieser Stelle vermieden wird. 
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Seite gleich cos a9 und den vom Faktor ; befreiten imaginären Bestand- 
teil gleich sin n® setzt: 


n 


cos n? = cos"? — e 


) cos” -29 sin? + (‚)eos-t# sint$—.-- 


? 


n 
1 


(18) sin n? = ( ) cos"-!$ sin ? — ca cos"-3$ sin? 


n 
5 


+ ( ) cos? žo sind’® —::-, 
zwei Gleichungen, die man mit Hilfe der Regel (3) in I, 142 leicht auch 
durch vollständige Induktion aus den Additionstheoremen entnimmt. Be- 
halten wir für komplexe Basen die Erklärungen der Potenzlehre: 


Be 

= (a Li 

bei, so zeigt sich leicht, daß der Moivresche Satz (17) für alle ganzzahli- 
gen Exponenten gilt. 


Setzen wir in (17) für $ eine der n Amplituden 0, = u 3, ap 


(a + ib} =1, (a + ib)" 


2x . 2vn 5 
(nr —1) z? Sagen wir ? = =, ein, 80 folgt: 


í 2vr ©. > ZUE\NR 
{cos -+ ?sin z=) =]. 


Die n komplexen Zahlen: 


(19) s= cos 0E L isin ZE, ë p=0,1,2,.. „9—1, 

deren Bildpunkte auf dem Kreise des Radius 1 um den Nullpunkt, dem 
sogenannten „Einheitskreise“, in gleichen Intervallen, beginnend mit dem 
Punkte (1,0), aufeinander folgen und solcherart die Ecken eines jenem 
Kreise eingeschriebenen regulären n-Ecks bilden, haben also die Eigenschaft, 
daß ihre n“" Potenzen einander gleich und gleich 1 sind. Die n Zahlen 
Eos &9 -p En~i heißen demnach „Wurzeln n“” Grades der Einheit“ oder 
kurz „n“ Einheitswurzeln“. Soll andrerseits irgend eine Zahl [r, 9] eine 
n" Einheitswurzel sein und also in die »‘° Potenz erhoben das Resultat 1 
liefern, so folgt aus (10): 


r=1, cos nð —=1, sin n? = 0, 


so daB r =1 und nð = 2ux sein mub, unter u irgendeine ganze Zahl 

verstanden. Da wir aber ® auf das Intervall O < 9 < 2x einschränken 

dürfen, so erhalten wir bereits alle nt Wurzeln der Einheit, wenn wir u 

auf die Werte 0, 1, 2,..., (n —1) einschränken. Damit aber kommen 

wir zu den Zahlen (19) zurück. Aus (17) folgt übrigens die Darstellbar- 
25* 
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keit s, = &" aller Zahlen (19) als Potenzen der besonderen Zahl £. Es 
gibt im Gebiete unserer komplexen Zahlen genau n verschiedene n® Wur- 
zeln der Einheit £, die sich in einer unter ihnen, &,, in der Gestalt £, = £,” 
für v = 0,1, . .., (n — 1) darstellen lassen. 

Fast ebenso leicht erledigt sich allgemein die „Radizierung“ der kom- 
plexen Zahlen. Soll [r,, 9], in die n® Potenz erhoben, eine gegebene 
komplexe Zahl [r, #] liefern, so folgt aus (10): 

[ro Pl = Ir", n8] = Ir, 9, 
so daß zunächst »,"—=r ist und somit r = Vr sich als nicht-negative reelle 
Zahl eindeutig berechnet. Ist r= 0, so ist ry = 0, so daß dien” Wurzel 
aus O eindeutig und selbst gleich O ist. Ist r > 0, so haben wir zufolge 
der letzten Gleichung #, so zu berechnen, daß: 
Cos NY, = COS 9, sin nd, = sin & 
wird. Diese beiden Gleichungen sind aber gleichwertig mit der einen: 
o Zr 
nd, =89 + 2vn, a i nn Es 
unter v zunächst irgend eine ganze Zahl verstanden. Da aber zwei um 
ein Vielfaches von n verschiedene Zahlen v ein und dieselbe Wurzel ke- 
fern, die n Werte v=0,1,2,...,(n—1) jedoch lauter verschiedene 
Wurzeln ergeben, so dürfen wir v wieder auf diese Zahlen einschränken. 
Übrigens gilt zufolge (7): 
n,. a 2px n,- 01 T, rx "8 
vr, n Tir n |- Ir, il , |1, n E &,:|Vr, | 
Im Gebiete der komplexen Zahlen gibt es für einen von O verschiedenen 
Radikanden [r, #| immer genau n verschiedene Wurzeln n®" Grades, die 
aus einer ersten unter ihnen, % r, 2], durch Multiplikation mit den n Wur- 


geln der Einheit £, hervorgehen. 


2. Komplexe Reihen. Es sei eine unbegrenzte Reihe komplexer 
Zahlen: 


dl) a, + ibi, Qa + iby, ag + ibg- 
vorgelegt. Man sagt alsdann, daß sich die Zahlen dieser Reihe einer be- 
stimmten endlichen komplexen Zahl (g + ih) als ihrer „Grenze“: 


(2) lim (a, + ib) =g + ih 
annähern, falls nach Auswahl einer beliebig kleinen positiven Zahl 6 stets 
ein Index m derart angegeben werden kann, daß: 
(3) g+ih—a,—ib,|<ö 
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für alle Indizes n > m gilt. Da der absolute Betrag: 

ilg Th di ib.) pr + Vi — Hr (h = Pr): 
offenbar > y— ca, sowie auch > h — b,| ist, so folgt aus (3): 


= nl 


(4) i= alca h= 

für alle Indizes n> m. Die Zahlen der beiden reellen Reihen a, , a,, a,,... 
und d,,b,,b,,... nähern sich somit den Grenzen: 

(5) lm a,=9, lim = 


Besitzen umgekehrt diese beiden reellen Reihen bestimmte endliche Gren- 
zen, so folgt daraus wieder die Existenz einer Grenze (2). Wenn näm- 
lich nach Auswahl von ô für alle n > m die Ungleichungen (4) gelten, 
so folgt bei Benutzung der Regel (4) S. 383: 


s+tih—a,—ib,/<s|g-a|+ik—-b,|<26, n>m. 

Die Reihe (1) hat demnach stets und nur dann eine bestimmte endliche 
Grenze (g + ih), falls die beiden Reihen reeller Zahlen a,, az, As, ... und 
bis bs, bz, - -- bestimmte endliche Grenzen g und h haben. 

Es sollen nun die Entwicklungen in 1, 205 ff. über „unendliche Reihen“ 
aus reellen Gliedern auf solche aus komplexen Gliedern übertragen wer- 
den. Wir denken eine unbegrenzte Anzahl zunächst konstanter komplexer 
Größen (uo -+ iVo), (U, + i01), (tta + iva), ... vorgelegt und bilden aus ihnen 
in dieser Anordnung einstweilen in formalem Ansatze: die „unendliche 
Reihe mit komplexen Gliedern“: 


6) (uo Hivo) + m + ivi) + (te Hiv) +. 

Die wirkliche Durchführung der Addition ist für jede Anzahl von „Anfangs- 
gliedern“ möglich, d. h. wir können für jeden Index n die komplexe Zahl: 
(MD Sa + ET, = (to Hivo) + (4 Hi0) + + C oa) 
berechnen, wobei die beiden reellen Zahlen S, und T, gegeben sind durch: 
(8) K= tot th HH tnaa Tendtat H Opa 

Gibt es nun eine bestimmte endliche Grenze: 


lim (S, +iT,) =S + iT, 


so heißt die unendliche Reihe (6) „konvergent“ und (S + iT) ihr „Summen- 
wert“ oder ihre „Summe“; man sagt auch, durch (6) werde der Wert 
(8S+:T) in Gestalt einer unendlichen Reihe dargestellt. Existiert eine 
solche Grenze nicht, so heißt die Reihe „divergent“. Nach den vorausge- 
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schickten Betrachtungen ist einleuchtend, daß die komplexe Reihe (6) stets 
und nur dann konvergent ist, wenn die beiden reellen Reihen: 


(9) ee 
konvergent sind. 

Man nennt die Reihe (6) „absolut konvergent“, wenn die „zugehörige 
Reihe der absoluten Beträge“: 


(10) [ua Hivo] + [u Hiv] + luz tin] + 

‚konvergent ist. Ferner heißt die Reihe (6) „unbedingt konvergent“, wenn 
sie konvergent ist und nach jeder „Gliederumordnung“ (s. 1,208) die Kon- 
vergenz und der gleiche Summenwert bestehen bleiben. Dann gilt der 


Satz: Eine absolut konvergente Reihe ist stets auch unbedingt konvergent. 
Da nämlich die Werte 
Wr t + und rat FW 

nicht größer als |, +20,| + |u -Hiv | ++ luni Fit] Sind, so 
folgt im Falle der Konvergenz von (10) nach I, 209#f. die absolute und 
also auch die unbedingte Konvergenz der reellen Reihen (9) und damit 
auch die unbedingte Konvergenz der Reihe (6). 

Auch die Sätze von I, 213ff. über Addition, Subtraktion und Multipli- 
kation zweier Reihen übertragen sich leicht auf die komplexen Reihen. 
Ist neben (6) eine zweite Reihe: 


(11) (uo +30) + (u tivi) + (u Hi) + 
gegeben, so heißt die Reihe, deren Glieder: 
(12) u A io = (u, i0) + (u Hiwi) 


sind, die „Summe“ bzw. die „Differenz“ der beiden gegebenen Reihen, 
Sind die beiden gegebenen Reihen konvergent, und haben sie die Summen 
(S+:T), (S +iT), so stellt auch ihre „Summe“ bzw. „Differenz“ eine 
konvergente Reihe dar, und es ist deren Summe: 

8"+i7T"= ($+4iT) + (8’+:i7). 
Der Beweis regelt sich wie in I, 213. Da übrigens: 

ti, I Sim tin, + | + in,| 
ist, so erweist sich die Reihe der Glieder (12) auch als „absolut konvergent“, 
falls es die beiden gegebenen Reihen sind. Die Übertragung dieser Sätze 
auf die Addition und Subtraktion von mehr als zwei gegebenen Reihen 
wird leicht vollzogen. 

Wir nehmen jetzt an, daß die Reihen (6) und (11) absolut konver- 

gent sind. Dasselbe gilt dann von den vier reellen Reihen: 


(DB) Mm true Sa tr ae 
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deren Summen S, T, 8’, 7’ sind. Auf diese Reihen wenden wir den Satz 
von I, 214 über das „Produkt“ zweier absolut konvergenter Reihen an. 
Wir bilden insbesondere die vier Reihen, deren Glieder nach den Gesetzen 
gebildet sind: 

wu tw, Ft +0, (VUn tut +): 

Malt tm), Bolt Alt + di). 
Nach dem genannten Satze sind diese vier Reihen wieder absolut kon- 
vergent und haben die Summen SS’, TT’, ST’, TS’. Man wolle nun in 
der zweiten dieser Reihen alle Glieder mit — 1, in der dritten und vierten 
alle Glieder mit © multiplizieren. Nach den voraufgehenden Sätzen ent- 
steht durch Addition der so gewonnenen vier Reihen wieder eine absolut 
konvergente Reihe der Summe: 


(14) SS — TT’+:8T’+:T8’= (SiT) HiT. 
Man kann das Ergebnis auch so aussprechen: Man bilde aus den beiden 
Reihen (6) und (11) die-Reihe der Glieder: 
(15) t, t io = (o + ivo) +) ++) Fi) + 
<- + (un + ivp) (up + iUo) 

und bezeichne diese Reihe als „Produkt“ der beiden gegebenen Reihen. 
Dann gilt der Satz: Sind die beiden gegebenen Reihen absolut konvergent, 
und haben sie die Summen ($S-+iT) und (S’+iT”), so ist auch ihr „Pro- 
dukt“ absolut konvergent und hat als Summe das Produkt(S +iT)(S’+iT)) 
der Summen der beiden gegebenen Reihen. 

Eine komplexe Variable bezeichnen wir durch (x + iy), wobei x und 
y als voneinander unabhängige reelle Variable anzusehen sind. Zur Ab- 
kürzung schreiben wir für (x + iy) den einzigen Buchstaben z und wollen 
auch sogleich komplexe konstante Größen (a + ib) kurz durch einen 
Buchstaben c bezeichnen. Es soll jetzt die Reihe (6) mit folgenden Glie- 
dern gebildet werden: 


(16) u, + iv, = (a, Hib) (ce H iy)" = c,2”; 
die entstehende Reihe: 
(17) Ot G+ Gr tet: 


bezeichnen wir im Anschluß an 1,221 als eine „komplexe Potengreihe“. Ist 
in der Polardarstellung z = r(cos®-+Hisin®), so ist r = z| der absolute 
Betrag von z, so daß zur Reihe (17) als „Reihe der absoluten Betrüge“ 
die folgende reelle Potenzreihe zugehört: 


(18) la tia r+ le r tlelt 


Ist für ein einzelnes z des absoluten Betrages » die Reihe (18) konver- 
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gent, so ist die Reihe (17) für dieses z „absolut“ und damit „unbedingt“ 
konvergent. Die Konvergenzsätze der reellen Reihe (18) sind in 1,221. 
entwickelt. Wir merken sogleich das Ergebnis an: Hat die Reihe (18) ein 
„Konvergenzintervall“, das durch die beiden endlichen und von Q verschiedenen 
Zahlen — g und + g eingegrenzt ist, so ist die Reihe (17) jedenfalls für alle 
z mit |z| < g konvergent; die zugehörigen Punkte z = x + iy der Zahlen- 
ebene bilden die Innenpunkte des Kreises vom Radius y um den Nullpunkt, 
den man den „Konvergenzkreis“ der Reihe (17T) nennt. Ist aber die Reihe (18) 
„unbeschränkt“ konvergent, so wollen wir auch die Reihe (17) so nennen; 
sie hat dann für jedes endliche z einen bestimmten endlichen Summenwert. 
Andere Sätze über komplexe Potenzreihen kommen weiterhin nicht zur 
Anwendung. 


3. Elementare komplexe Funktionen. Ohne zunächst grundsätzlich 
auf den Begriff der Funktion einer komplexen Variablen einzugehen, 
fragen wir, wie wir die in I, Töff. besprochenen elementaren Funktionen 
einer reellen Veränderlichen auf entsprechende Funktionen einer kom- 
plexen variablen Größe s= x + iy verallgemeinern können. In dieser 
Hinsicht bieten zunächst die rationalen Funktionen keine Schwierigkeit: 
Hängt die komplexe Variable w = u + iv von der „unabhängigen“ Varia- 
bien z = z + iy in der Art ab, daß der zum einzelnen Werte z gehörende 
Wert w aus z und gegebenen komplexen Konstanten durch eine Kette end- 
lich vieler rationaler Rechnungen berechenbar ist, so nennen wir w eine „ra- 
tionale Funktion“ von z. Man wird sofort verstehen, wenn wir als „Nor- 
malgestalt“ insbesondere einer „rationalen ganzen Funktion ner Gr ades“: 


gle) = o + a2 + a H ee 


anschreiben, unter den c komplexe Konstante verstanden, und wenn wir 
den Satz anmerken, daß sich irgend eine „gebrochene rationale Funktion“ 
stets als Quotient zweier ganzer rationaler Funktionen darstellen läßt. 

Ebenso leicht ergibt sich die folgende Erklärung: Eine Variable w 
heißt eine „elementare algebraische Funktion“ der komplexen Variablen z, 
falls sich für jeden einzelnen Wert 2 der zugehörige Wert w aus z und ge- 
gebenen komplexen Konstanten durch eine Kette endlich vieler rationaler 
Rechnungen und Wurzelziehungen berechnen läßt. 

Die früher ausschließlich betrachteten reellen Funktionen des reellen 
Argumentes x erweitern sich hierbei unmittelbar zu „komplexen Funk- 
tionen“ der angegebenen Arten, wenn wir an Stelle von x die komplexe 
Variable z = y + iy treten lassen. Bei jenen reellen Funktionen handelt 
es sich dann einfach um die Werte dieser komplexen Funktionen längs 
der „reellen Achse“. 
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Wie aber soll man die transzendenten Funktionen der Elementar- 
mathematik, z. B. die Funktionen e”, sin x, cos æ, zu komplexen Funk- 
tionen verallgemeinern? Die ursprünglichen Erklärungen dieser Funk- 
tionen, z.B. diejenigen von sin x und cos x aus dem rechtwinkligen Drei- 
ecke, arbeiten mit geometrischen Vorstellungen, die sich nicht unmittel- 
bar, wie z. B. die rationalen Rechnungen, auf komplexe Größen über- 
tragen lassen. Unter den verschiedenen Möglichkeiten, die fragliche Ver- 
allgemeinerung zunächst der drei Funktionen e, sin x und cos x vorzu- 
nehmen, liegt uns diejenige am nächsten, welche an die „Potenzreihen“ 
dieser Funktionen (s. 1,230) anknüpft, von denen wir damals feststellten, 
daß sie „beständig“ konvergent sind. Wir erklären die natürliche Exponen- 
bialfunktion e und die Funktionen sin z, cos z durch die Reihen: 


2 „3 4 
a mi 


g3 sô =T 

(1) Sa harten 
= go z6 

hocl Te A 


für welche aus dem Schlußsatze des vorigen Paragraphen folgt, daß sie gleich- 
falls beständig konvergent sind. Auf diese Art sind die fraglichen Funk- 
tionen für jeden endlichen Wert von z eindeutig durch die Summenwerte 
der drei Reihen (1) erklärt, und zwar in der Art, daß längs der reellen 
Achse unsere alten Funktionen e, sin y und cos æ in den „komplexen 
Funktionen“ æ, sin z und cos z wieder enthalten sind. In entsprechender 
Weise erklären wir die „hyperbolischen Funktionen“ Gin z, Cos z eines 
komplexen Argumentes durch die beständig konvergenten Reihen: 


Demeter... a l 


Auch für die übrigen „einfachen“ transzendenten Funktionen tg z, 
cotg 2, Tg z, Cotg z, arcsin z usw. könnten wir entsprechend vorgehen. 
Da indessen die betreffenden Reihen nicht unbeschränkt konvergent sein 
würden, so ziehen wir vor, zunächst die vier Funktionen tg z,..., Cotg z 
unter Beibehaltung der für reelle Argumente bestehenden Relationen 
durch die Gleichungen: 

> N 
3) esgar Veseo Trega Case; 
zu erklären. Zu den übrigen einfachen transzendenten Funktionen Inz,.... 
gelangen wir dann durch Übertragung der „Inversion“ oder „Umkehrung“ 
der Funktionen (s. 1,29) auf e’,..... Wir behalten uns vor, hierauf noch 
näher zurückzukommen. 
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Endlich steht nichts im Wege, auch „zusammengesetzte Funktionen“ 
aus den bisherigen einfachen zu bilden und auf diese Weise zu einem 
allgemeinen Begriffe der „elementaren komplexen Funktionen“ aufzusteigen. 


4. Eulersche Formeln nebst Folgerungen. Durch Addition der bei- 
den unbedingt konvergenten Reihen (2) § 3 ergibt sich die Reihe für æ. 
Mit Rücksicht auf die aus (2) § 3 folgenden Regeln Sin (—2) = — Gin z, 
&o3 (— z) = Cog z merken wir somit die Gleichungen an: 


(1) Co z + Sinz =e, Co z — Gin z = e77, 
aus denen umgekehrt folgt: 

z or: y Ra 
(2) Co z = pi, Ginz = 


9 


Diese für die reellen Funktionen in I, 70 aufgestellten Relationen bleiben 
somit nach der Erweiterung auf komplexe Funktionen in Kraft. 

Trägt man iz an Stelle von z in die Reihen (2) § 3 ein, so liefert 
die &o8-Reihe unmittelbar diejenige für cos z, die Sin-Reihe aber die mit 
í multiplizierte Reihe für sin z: 

(3) cos z = 608 (iz), isin z = Sin (iz). 

Die gewählte Erweiterung unserer Funktionen ist also in der Art ge- 
troffen, daß die trigonometrischen Funktionen cos z und sin z im wesent- 
lichen (d. h. abgesehen vom Faktor ö in der zweiten Gleichung (3)) iden- 
tisch sind mit den entsprechenden hyperbolischen Funktionen für iz. Die 
Gleichungen (2) und (1) ergeben nunmehr, wenn man iz für z einträgt 
und die zweite Formel (2) durch ż¿ teilt, die sogenannten „Eulerschen 
Formeln“: 


iz miz iz ~iz 
e’+e o e —e 
(4) F en = 5 Sun a 


(5) e’—=cosz+isinzg, et = cos g — i sin Z, 

welche einen nahen Zusammenhang zwischen den trigonometrischen 
Funktionen cos 2 und sin Z einerseits und der Exponentialfunktion des 
Argumentes ig andrerseits herstellen. 

Zufolge der entwickelten Formeln kann man die Eigenschaften der 
trigonometrischen und hyperbolischen Funktionen aus denjenigen der 
Exponentialfunktion e’ ableiten. Es soll dies ein wenig weiter für die 
„Additionstheoreme“ ausgeführt werden. Nach dem 8.391 ausgesprochenen 
Satze über Multiplikation unendlicher Reihen ist das Produkt der beiden 
Reihen: 


a 3, 2 a 2 5; , 2 
(6) a en a ee ea Lana 
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die unendliche Reihe des Summenwertes e- e2 und des zum Index n 
gehörenden Gliedes: 


—1 n—®. „2 n 
ze a” n—2 z r. 


£ 5 5 Š 
T een eg ir, au 


Der rechts stelrende Ausdruck läßt sich auf Grund des binomischen Lehr- 
satzes so zusammenfassen: 


Un F tp = S 


n 


. 1 
nz „le T RA e + 3) zu 
so daB man das Ergebnis der Multiplikation der Reihen (6) so schreiben 


kann: z 2 3 
Goni Ae ild- G Li en (z Ta m (z an Eee. 


Da nun die rechts stehende Reihe zufolge (1) $3 die Summe e+= hat, 
so gilt die Regel: 

(7) gti — ea. er , 

die das „Additionstheorem der Exponentialfunktion“ genannt wird. 


Die „Additionstheoreme der trigonometrischen und hyperbolischen 
Funktionen“ sind einfache Folgen dieser Regel (7). So folgt z. B. aus (5): 


cos (2, +2) + isin (z, +2,) = ett ata) = etin. etit 


= (cos Z, + ï sin 2) (Cos z, +isin2,) = (cos z) COS Za — sin z, Sin z,) 


mta" 
n! 


+ i(sinz, COS Z, + cosz, sin 2,). 
Bei Addition dieser beiden Formeln und Teilung durch 2 folgt: 
(8) cos (2, + 25) = 6032, COS Z; — sin 2, SiN2,, 
bei Subtraktion und Teilung durch 23 ergibt sich: 
(9) sin (2, + 2,) = sinz, COS Z, + COS £, sin 2,. 
Indem man ähnlich bei den hyperbolischen Funktionen verfährt, gelangt 
man zu der Erkenntnis, daß die für die reellen Funktionen gültigen Ad- 
ditionstheoreme unverändert auch nach der Erweiterung auf die komplexen 
Funktionen bestehen bleiben. 


Setzt man in (8) und (9) für z, den Wert 2x ein und schreibt z 
statt 2,, so folgt, da cos 27 = 1 und sin 2x = Q ist: 


(10) cos (+22) =cosz, sin (z+ 2x)= sin z. 


Auch die komplexen Funktionen cos z, sin z sind „periodisch“, da sie bei 
Anderung des Argumentes z um ein Vielfaches von 2x unverändert bleiben. 
Weiter liefert die erste Formel (5): 


et+2m) — cos(z-+2x) +isin(e+2m7)=ec0sz + isin z = é’. 
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Lösen wir links im Exponenten die Klammer und schreiben z statt iz, 
so folgt: 
(11) et rin — e. 


Auch die Exponentialfunktion und mit ihr die hyperbolischen Funktionen 
eines komplexen Argumentes sind „periodisch“; ihre Periolle ist imaginär, 
nämlich gleich Zix. 

Aus (7) ziehen wir den Schluß: 


ER u er ee 


bei Zeichenwechsel von 2 geht also die Exponentialfunktion in ihren 
reziproken Wert über. Daraufhin liefern die Formeln (5) und (1): 


(12) cos” z + sin*g =1, Go’: - Gin?’ z = 1. 
Auch das Fortbestehen anderer Elementarformeln wird man leicht zeigen, 
wie z. B. die Gleichungen: 
cos (2z +x) = — cos z, sin(+27)=— sing, sin (3-:2)- cosa ie 
Sehr leicht ist jetzt der Beweis des „Moivreschen Lehrsatzes“ für belie- 
biges komplexes z. Aus (7) schließt man ohne Mühe auf: 

(ey = e”: 
Mit Hilfe der ersten Gleichung (5) schreibt sich diese Formel: 
(13) (cosz + isin 2)" = cos ng + i sin nz. 
Für die „Polardarstellung“ haben wir als neue kürzere Schreibweise: 
(14) r (os® +isin®) = re”. 
Auch merken wir noch für die 8. 387 unter (19) dargestellten n Wurzeln 
n! Grades der Einheit die neue Schreibweise an: 


En EZ ea a E 


5. Inversion der Funktionen e’ usw. Die Eulerschen Formeln ge- 
statten uns nun auch, ausführlieher die Inversion der Funktionen e’ usw. 
zu behandeln. Unter dem zu einem Werte z = re”' gehörenden „nattir- 
lichen Logartthmus“ w = ln z haben wir einen Wert w = u + iv zu ver- 
stehen, für ven: 

e =g, &ti? = e(cosv + isinv) = r(cos + ¿sin ®) 
gilt. Hieraus ziehen wir sofort die beiden Gleichungen: 


(1) e cos v = r cos ẹ, e sin v =r sin ĵ, 
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aus denen durch Quadrieren und Addieren: 

(2) e=, Zu=lu()=-2lor, w-Ir 

hervorgeht. Demnach ist für jedes r>0 der Wert u = In r als endlicher 
reeller Wert eindeutig bestimmt, während für lim r = 0 der Wert u der 


Grenze — œ zustrebt. Mit Benutzung dieses Ergebnisses folgt aus (1) 


weiter: cos v = cos ®, sin v = si #, 


Die Gesamtheit der Lösungen v dieser Gleichung ist durch v = 9 + 2v x 
gegeben, wo v alle ganzen Zahlen zu durchlaufen hat. Damit haben wir 
das Ergebnis gewonnen: Der natürliche Logarithmus w = In z ist für jedes 
endliche und von Q verschiedene z = re? eine unendlich vieldeutige Funktion: 
(3) w =u + iv =lnr + i+ vri, 9-0, 12E 3 
deren reeller Bestandteil u = lnr eindeutig ist, während der imaginäre Be- 
standteil allen ganzen Zahlen v entsprechend unendlich vieldeutig ist. Der 
zu v'= 0 gehörende Wert (3) heißt der „Hauptwert“ der Funktion In z; 
indem wir an der Annahme 0 < 9 < 2x festhalten, ist der Hauptwert 
ln z = u + iv durch das Kennzeichen 0 <v < 2x ausgezeichnet. 

Die Logarithmen der reellen positiven Zahlen æ liefern in ihren 
Hauptwerten die bisher einzig betrachtete reelle Funktion ln z; die Haupt- 
werte der Logarithmen der reellen negativen Zahlen haben den konstan- 
ten imaginären Bestandteil xi, so ist z. B. In (— 1) = ix. Wir notieren 
noch, daß dem Additionstheoreme (7) S. 395 der Exponentialfunktion die 
leicht daraus herleitbare Logarithmenregel entspricht: 


(4) ln (2z, -2) = ln z, + ln z. 


Unter w = arcsin z haben wir für irgend ein gegebenes komplexes z 
jeden der Gleichung: 


ér —iw 
Z = Sn Ww = — s 
2t 


genügenden Wert xw zu verstehen. Man berechnet hieraus leicht: 
ig = ; (e1 =e), Vi- = i (er + e+) 


und findet durch Addition dieser beiden Gleichungen und Auflösung 
nach w = arc sin z die erste der beiden Gleichungen: 


(5) | arcsin z = — å ln (iz + V1 — 2°), 
v \ £ = 
l arccosz = — îi ln (2 + V2— 1), 


während die zweite auf ähnlichem Wege gewonnen wird. Mittels der aus 
(3) 5. 394 hervorgehenden Relationen: 


(6) Ar Sin z = i are sin (— i2), Ar Cog z = i arccos z 
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folgt aus (5) für die Hyperbelfunktionen: 
T) [Ar Sin z = ln (e + VIF, 

| Ar 603 z = In @+V»-1), 
so daß die in I, 75 gegebenen Darstellungen der Funktionen Ar Sin x, 
Ar Cos x durch den Logarithmus auch bei komplexen Argumenten be- 
stehen bleiben. 


Ein zu gegebenem 2 gehörender Funktionswert w = arctg 2 ist ein 
der Gleichung z = tg w genügender Wert. Wir entwickeln diese Glei- 
in we 1 


hung so: : 
ù = } y 2iw Iiz 
= o go = cosw Par en 


und finden durch Logarithmierung und Teilung mit 27 die erste der 
beiden folgenden Formeln: 
GE 


arc tg z = - ln 
| aa y i— iz? 


(8) : 
1 at 

(aro cotg 2 = ;; ln Ca 2 

deren zweite wieder auf entsprechendem Wege gewonnen wird. Da man 

aus den Formeln (3) S. 394 leicht die Beziehungen: 

(9) Ar Tg z = i arctg (— iz), ArCotg z = t arc cotg (iz) 


ableitet, so ergibt sich aus (8) weiter für die Hyperbelfunktionen: 


(10) MEn e= = In (+) , Ar Cotg z = : ika GEN. 


1— 2 z—1 


welche für reelle Argumente bereits in I, 75 aufgestellt wurden. 

Die vorstehenden Formeln gestatten uns, die Eigenschaften der zyklo- 
metrischen Funktionen und der Hyperbelfunktionen aus denen des Logarith- 
mus abzulesen. Um dies wenigstens an einem Beispiele ein wenig näher 
auszuführen, knüpfen wir an die erste Formel (5) und bemerken zunächst, 
daß V1 — 2? für z = 4- 1 eindeutig und gleich O ist, für alle anderen end- 
lichen z aber zweideutig ist. Trennen wir die beiden Werte der Wurzeln 
ausdrücklich durch die Schreibweise: 


w = —-ilhl(ie+yf1-2), W=-—-ilh(iz—- Vi), 
so folgt durch Addition und Benutzung der Regel (4): 
w+wW=—-ilhn(ie+V1-2)- (iz —Vy1—=2)) = — i ln (1). 
Wählen wir den „Hauptwert“ In (— 1) = xi, so folgt: 


(11) w +w =a, w=r— w. 
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An jeden der beiden Werte w und (x— w) unserer Funktion arc sin z 
aber schließt sich nun der Vieldeutigkeit des Logarithmus in (5) rechts 
entsprechend eine unendliche Reihe von Funktionswerten an: 


w+2vz, w + 2vr =— w + (2v+1)z, ie 


Wir brauchen kaum zu bemerken, daß wir hiermit eine in I, 62 ent- 
wickelte Haupteigenschaft der arc sin-Funktion wieder gewonnen haben. 


6. Geometrische Deutung der komplexen Funktionen. Ist irgend 
eine elementare komplexe Funktion w = fiz) vorgelegt, so schreiben wir 
unter Trennung des Reellen und Imaginären: 


w =u + iv = f(z + iy) = p(z, y) +ivlz, y) 


undskönnen unter Gleichsetzung der beiderseitigen Bestandteile: 
(1) u = p(z, 4), v= p(z, y) 


setzen. Hier sind dann p(x, y) und y(x, y) reelle Funktionen der beiden 
„reellen“, von einander „unabhängigen“ Variablen x und y. Zur geometri- 
schen Deutung der beiden Gleichungen (1) und damit der Funktion 
w = f(z) ziehen wir die S. 101 entwickelten Vorstellungen wieder heran: 
Neben der x,y-Ebene, der „Zahlenebene“ der komplexen Variablen 
z = z + iy, gebrauchen wir eine zweite „Zahlenebene“ für die komplexen 
Werte w = u + iv mit einem rechtwinkligen Koordinatensysteme u, v; 
wir nennen diese beiden Ebenen die „z-Ebene“ und die „w-Ebene“. Durch 
(1) und also durch die Funktion w=f(z) ist dann (wie S. 101) eine „Ab- 
bildung“ der z-Ebene auf die w-Libene festgelegt, und umgekehrt können wir 
mittels dieser Abbildung eine geometrische Versinnlichung der Funktion er- 
zielen. 

Zur unmittelbaren Veranschaulichung der Abbildung im Einzelfalle 
bedienen wir uns der Maßregeln von S. 101. Wir denken in der w-Ebene 
die beiden Geradenscharen der Gleichungen u = t, v = to gezeichnet; 
die erste Schar besteht aus allen zur v-Achse parallelen Geraden, die 
zweite aus allen zur w-Achse parallelen. Sie übertragen sich rückwärts in 
die z-Ebene auf zwei „Kurvenscharen“ der Gleichungen: 


(2) p(z, y) FO 0, UEA y) as = 0 


mit den „Parametern“ o, tọ. Die Brauchbarkeit dieser Maßregel möge 
sogleich an ein paar Beispielen erläutert werden. 
Die Funktion w = 2? liefert: 


2 


(3) u= — yj, v = 2?ry, 
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so daß die beiden Kurvenscharen (2) in diesem Falle die beiden schon in 
Aufg. 2) S. 295 betrachteten, zueinander „orthogonalen“ Scharen von 
gleichseitigen Hyperbeln sind. In Fig. 99 sind in der w-Ebene die den 
ganzzahligen Parameterwerten ug, vo entsprechenden Geraden gezeichnet, 


Ww- dene 


\ 
Fig. 9. Ra 


deren Abbilder die links gezeichneten Hyperbeln sind. Die mit Nummern 
versehenen Quadrate der w-Ebene finden ihre mit den gleichen Nummern 
versehenen Abbilder der z-Ebene in den von Hyperbelbogen eingegrenz- 
ten Vierecken. Da w= 2? eine eindeutige Funktion ist, so entspricht jedem 
Punkte der z-Ebene ein Punkt der w-Ebene. Umgekehrt ist z = Vw für 
jedes von O verschiedene endliche w zweideutig;, jedes der Quadrate 1, 2,... 
liefert demnach links zwei Abbilder, die bezüglich des Nullpunktes dia- 
metral sind. 

Die Haupteigenschaft der hier vorliegenden Abbildung ist, daß sie 
abgesehen vom Punkte z =O „winkeltreu“ oder „konform“ ist (s. S. 102). 
Für einen vom Nullpunkte verschiedenen Punkt wollen wir ein „Bogen- 
differential“ ds in der Richtung der „Amplitude“ œ gegen die positive 
x-Achse zeichnen. Die Projektionen von ds auf die Achsen sind dann 
dx = ds-cos a, dy = ds-sin «. Diese Differentiale liefern die „vollstän- 
digen Ditferentiale“ (s. I, 151 ff): 


0x 
ovr cv 5 
ldo eda + y Y = 2y dg + 2x dy 


je: I pp Jy iI = 2xdxz — 2y dy, 


(4) 


der Funktionen (3). Entspricht dem Differentiale ds in der w-Ebene das 
am Punkte (u, v) anzubringende Differential dø der „Amplitude“ $ gegen 
die positive «-Achse, so gilt, wenn wir noch für z die Polardarstellung 
einführen, zufolge (4): 
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du = do. cos B = 2r ds (cos « cos® — sin « sin 9), 
dv = do. sin ß = 2rds(sin « cos® + cosa sin ®), 
so daß wir für cos ß und sin finden: 


cos f = > cos («+ 89), sinß= ze sin («+ 9). 
Diese beiden Gleichungen lassen sich sofort umgestalten in die beiden 
neuen: 
(5) do = 2rds, B=a+#, 
von denen die zweite den behaupteten Charakter unserer Abbildung dar- 
tut. Zeichnen wir nämlich vom fraglichen Punkte (x, y) zwei verschie- 
dene Differentiale ds und ds’ der Amplituden « und «, und haben die 
entsprechenden do, do’ die Amplituden f, 8’, so gilt 8 — B = «— «, so 
daß bei der Abbildung die Winkel erhalten bleiben. Übrigens liefert die 
erste Gleichung (5): gy.:ds _ dø:ds = 2r, 


so daß alle an der Stelle (x, y) zu zeichnenden Bogendifferentiale nach einem 
nur von dieser Stelle abhängenden, aber von der Richtung der Differentiale 
unabhängigen Verhältnis vergrößert oder verkleinert werden. Man nennt 
dieses Verhältnis (im vorliegenden Falle 2r) den „Modul“ oder das „Ver- 
größerungsverhältnis“ der Abbildung. 

Die gewonnenen Ergebnisse sind charakteristisch für alle bei den 
bisher betrachteten Funktionen eintretenden Abbildungen. Es möge dies 
noch am Beispiele der Exponentialfunktion: 

w=e, wtw=etV— e (cosy + isiny) 

erläutert werden, wo die beiden Gleichungen (1) die Gestalt annehmen: 
(6) u = &@ cos y, v= ë siny. 

Wir zeichnen vi durch die beiden Punkte y = + x der y-Achse zwei 
zur x-Achse parallele Gerade und grenzen damit einen nach rechts und 
links ins Unendliche laufenden lan der z-Ebene ein. Verschieben 
wir diesen Streifen in Richtung der y-Achse nach oben und nach unten 
um den Betrag 2x, so lagern sich an den ersten Streifen zwei „Parallel- 
streifen“ glatt an, und wir können durch Wiederholung dieser Operation 
die ganze z-Ebene glatt mit Parallelstreifen dieser Art überlagern. Es 
gilt nun zunächst einzusehen, daß die Funktion w = € in allen diesen 
Streifen die gleiche Werteverteilung besitzt. Homologe Punkte dieser Streifen 
liefern nämlich Werte z, die um Vielfache von 2ix differieren, so daß 
wegen der Periodizität (11) S.396 der Funktion ë in allen diesen Punkten 


gleiche Funktionswerte w auftreten. 
Fricke, Differential- u. Integralrechnung. II 26 
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Somit genügt es, den ersten, symmetrisch um die v-Achse angeord- 
neten Streifen auf die w-Ebene abzubilden. Zur Veranschaulichung ist in 
Fig. 100 der Streifen mit einem Quadratnetze überzogen von der Seiten- 


länge ar des einzelnen Quadrates. Die zur x-Achse parallelen Geraden 
Y = y liefern in der w-Ebene*) die vom Nullpunkte ausstrahlenden 


tu- Ebens 


Fig. 100. 


„Halbgeraden“ der Gleichungen u sin yọ — v Cos Yọ = 0, wobei man sich 
deutlich mache, daß für lim x = — œ der Nullpunkt die Grenze der Ab- 
bildung ist, während für lim z = -+ œo die Abbilder ins Unendliche laufen. 
Die den Streifen durchsetzenden Strecken der Länge 2x und der Glei- 
chungen z= z, schließen sich in der w-Ebene gerade genau zu den „Voll- 
kreisen“ der Gleichungen u? 4v?= e’% zusammen, die die w-Ebene voll- 
ständig überspannen. Das in Betracht kommende Stück der y-Achse 
liefert den „Binheitskreis“ der w-Ebene. Die in der Figur zugesetzten 
Nummern einzelner Quadrate und ihrer Abbilder mögen die Zuordnung 
noch besser veranschaulichen. 

Die Kreise und die Geraden der w-Ebene bilden zwei orthogonale 
Scharen, so daß sich die rechten Winkel der Quadrate der z-Ebene wieder 
auf Winkel gleicher Größe übertragen. Es ist aber auch leicht allgemein 


*) Die Längeneinheiten beider Ebenen sind nicht genau gleich gewählt, 
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zu sehen, daß wir hier wieder mit einer „winkeltreuen“ Abbildung zu tun 
haben. Unter Benutzung der oben eingeführten Bezeichnungen ds, de, - -- 
findet man aus (6): 
ou deu 
du = 7, de + gy Y T“ dr — v dy, 
2 dy = v dx + u dy, 


oy 


a= se dæ + 
woraus man leicht weiter berechnet: 
do cos b = ds- e cos (« +y), do sin $ = ds- & sin (@ +y). 
Diese beiden Gleichungen können aber ersetzt werden durch: 
do = œ ds, bB=« +y. 


Die zweite Gleichung zeigt, daß es sich um eine „winkeltreue“ Abbildung 
handelt, die erste liefert e” als „Vergrößerungsverhältnis“ an der Stelle z. 


7. Analytische Funktionen. Ein paar allgemeinere Ausführungen 
über Funktionen einer komplexen Variablen knüpfen wir an die Ent- 
wieklungen von 8. 101ff. In einem endlichen Bereiche B der z,y-Ebene, 
der der Einfachheit halber von einer einzigen geschlossenen Kurve be- 
randet sein möge, seien zwei eindeutige und stetige Funktionen: 


(1) w p(z, Y), v= ACA y) 

der beiden unabhängigen reellen Variablen x, y gegeben. Diese Funktionen 
mögen in B partielle Ableitungen erster Ordnung besitzen, die daselbst 
gleichfalls eindeutig und stetig sind; auch sei die nach (6) S. 103 zu 
bildende „Funktionaldeterminante“ von O verschieden und etwa positiv: 
(2) D(9, Y) = pipi — pyp > 0. 

Wir nehmen wie S. 101 an, daß der Bereich B durch (1) umkehrbar ein- 
deutig auf einen Bereich B’ der u,v-Ebene abgebildet werde, und erinnern 


daran, daß die zu den Koordinatenachsen parallelen Geraden der u,v-Ebene 
auf zwei Kurvenscharen der Gleichungen: 


(3) 9%, Y)- od, pa, y) —- n= 0 
mit den „Parametern“ ug, v, übertragen werden. 

Wir setzen nun + ty = z, u + iv =w, so daB jedem Punkte z 
von B eindeutig der komplexe Wert: 


(4) w =u + w = (z, y) SE ip(z, y) 

zugeordnet ist und damit w als eine „komplexe Funktion“ w = f(z) von g 

aufgefaßt werden kann. Aus der Gesamtheit der so gedachten Funktionen 

sondert sich nun als eine wichtige spezielle Gattung diejenige der „analy- 
26* 
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tischen Funktionen“ aus, zu denen insbesondere alle „elementaren Funktionen“ 
von z gehören. Man kann den Charakter einer analytischen Funktion f(z) 
an den Begriff der „Differenzierbarkeit“ anschließen, wie hier kurz ange- 
deutet werden soll. 

Gebrauchen wir für die Bogendifferentiale wieder die in § 6 be- 
nutzten Bezeichnungen ds, de, ---, so finden wir zunächst für ein am 
Punkte (x, y) gezeichnetes Differential ds der Amplitude « die Differen- 
tiale dg = ds- cos a, dy = ds- sin œ der Argumente z, y und ihnen ent- 
sprechend die e igen“ Differentiale: 


je = do cos ß = A dz + 2 dy = padaz + pdy, 
(5) 
|dv = do sin p - U dz +?” dy = yida + wdy 
der beiden reellen Funktionen yie Für die zugehörige komplexe Funktion 
w = f(z) und ihr Argument gilt dabei: 

|dz = |dz +idy| = ds, [dwj = |du Hidv) = de. 
Tragen wir in (5) für die dx, dy ihre Produkte ds-cos«, ds-sin « ein, 


so ergibt sich nach kurzer Rechnung: 


:dw! | do 
(6) ol 


= +V(p2 + %2) costa + 2(pe py + Yr Py) cosasina + (p; + Yy2)sin?e. 
Der absolute Betrag des Differentialguotienten = erscheint hiernach im 


allgemeinen von der Amplitude «œ oder, wie man sagt, von der „Richtung 
der Differentiation“ abhängig. Demgegenüber geht aus (6) hervor, daß der 


Betrag Fr -| stets und (wie leicht gezeigt wird) auch nur dann von der 
ihing « der Differentiation unabhängig ist, wenn die beiden Gleichungen: 
o) Pepy tvp =0, pè ttim prt tr 

identisch bestehen. Hieran schließt sich die Erklärung: Die besonderen 


Funktionen (A), bei denen die Gleichungen (T) gelten, heißen „analytische“ 
Funktionen. 

Wir können zunächst die Bedingungen (7) noch etwas vereinfachen. 
Zufolge (2) können die Funktionen p, und %, nie zugleich verschwinden. 
Ist 9, für eine betrachtete Stelle (x,y) nieht 0*), so schreibe man 
Yy = u: pa, wo u für diese Stelle einen bestimmten endlichen Wert hat. 


5 Falls g4 = 0 ist, gelangt man are Anknüpfung an da nicht verschwin- 
denden Wert y, zu diaten Schlußergebnis. 
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Aus der ersten Gleichung (7) folgt dann p,=— ut“, und aus den beiden 
letzten Gleichungen und der zweiten Gleichung (7) ergibt sich weiter: 
Pr + p= lt) = p H pa 
Da nun die Summe (9.°+ Y4”) nicht verschwindet, so ist „= + 1 und 
also u=+ 1. Wir haben somit p= + %,, Py = F Yr. Setzen wir aber 
diese Ausdrücke der gz, p, in (2) ein, so folgt: 
+ (vy Hw) >O, 

so daß die oberen Zeichen gelten. Offenbar ziehen die beiden Gleichungen 
Pa = Vy, Py = — Yr umgekehrt die Relation (T) nach sich. Unter Rück- 
kehr zu den Bezeichnungen u,v können wir den Satz aussprechen: Die 
Funktion w = f(z) der komplexen Variablen z heißt eine „analytische“ Funk- 
tion, wenn der reelle Bestandteil u(x, y) und der vom Faktor i befreite 
imaginäre Bestandteil v(x, y) den partiellen Differentialgleichungen: 
(8) BR Oa Go s A0 
“7 dx dy’ dy ex 
genügen. Man bezeichnet diese Gleichungen als die „Cauchy- Riemann- 
schen Differentialgleichungen“. 

Für eine analytische Funktion kann man die Gleichungen (5) so 
schreiben: 

du = pdt + p,dy, dv = — g, d£ + pody 
und folgert aus ihnen für die Differentiale dw, dz die Beziehung: 
dw = du + idv = (p.—ig,) (dz +idy) = (pr—ig,)da. 
Für den Differentialquotienten berechnet man daraus: 
‘ d ? a 4 

(9) de Pe iph 
derselbe hängt, wie man sieht, nur noch von der Stelle z = x + iy, aber 
nicht mehr von der „Richtung“ der Differentiation ab. In Abhängigkeit 
von Z bezeichnet man den gewonnenen Wert des Differentialquotienten 
durch f(z) und nennt diese Funktion die „Ableitung“ von f(z). Zufolge 
der durchlaufenen Entwicklung kann man den Charakter der Funktion 
f(z) als einer „analytischen Funktiou“ auch dahin kennzeichnen, daß eine 
analytische Funktion f(z) eine „Ableitung“ f’(z) besitzt. 


Wir gehen nochmals auf die Relationen (5) zurück und setzen sie 
für unsere analytische Funktion in die Gestalt: 


(10) docosß=ds(p,cose—bzsine),  dosinß=ds(Y;cose+ p,sine). 
Aus (2) folgt für die abgekürzt durch D zu bezeichnende Funktional- 
determinante: D = Dlg, v) = g2 + v 
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Erklären wir also für die Stelle (z, y) einen Winkel y durch die Glei- 
AB: =ŅD cos y, v =VD siny 

mit positiv genommener Wurzel, so kleiden sich die Gleichungen (10) 
in die Gestalt: 


do cos p=ds VD cos (« +n), dosin ß=ds VD sin (+7), 


die wir wegen D > O auch ersetzen können durch: 


d RT. 
n=VD@v,  B=aHtn. 


Wir lesen hieraus ab: Die Abbildung des Bereiches B auf den Bereich B° 
durch die analytische Funktion w = f(z) ist „winkeltreu“ und hat an der 
Sielle (x, y) das „Vergrößerungsverhältnis“ V D (p, Y). 

Es bleibt schließlich nur noch übrig, die Frage der „Integration“ 
einer komplexen Funktion kurz zu berühren. Wir ziehen im Bereiche B 
von einer Stelle 2, = z) + iy, nach einer zweiten Stelle 2, = z, + ?y, eine 
Kurve, die eine Bogenlänge hat, und erklären das längs dieser Kurve 
auszudehnende Integral des Differentials f(z)dz durch: 


(zı 17) zu 9) (£1: 2) 

(11) ie de= [(u+iv) (dx+idy) = | (ude— vdy)+ ifWwdx+udy), 
(2a, #0) {Zos Yo) (£o, Yo) 
wo wir rechter Hand mit reellen „Linienintegralen“ der S. 147 ff. betrach- 
teten Art zu tun haben. Nun ist (u-d — v-dy) zufolge der zweiten Glei- 
chung (8) ein „vollständiges“ Differential und (v-d + u-dy) zufolge der 
ersten Gleichung (8). Danach können wir ohne weiteres das auf solche 
Linienintegrale bezogene Theorem von S. 148 anwenden: Da der Bereich 
B nur von „einer“ Randkurve begrenzt sein sollte, also im Sinne von 8. 149 
„einfach zusammenhängend“ ist, so sind die Werte der Linienintegrale (11) 
und damit das Integral (11) links für eine „analytische“ Funktion f(z) 
allein von den Grenzen 2,, 2, , aber nicht von der gewählten Integrationsbahn 
abhängig. 

Der weitere Ausbau aller dieser Sätze gehört indessen in eine aus- 
führliche Theorie der analytischen Funktionen. Ein einführendes Lehr- 
buch über Differential- und Integralrechnung kann nur bis an die Tore 
dieses weiten Gebietes führen. 
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homogenen Differentialgl. II, 325. 

Clairautsche Differentialgleichung II, 292. 

Cosinusreihe I, 230. 

Curi IP 223: 


Differentialglei- 


Dämpfende Kraft bei Schwingungen 
II, 331. 

Dämpfungsfaktor II, 332. 

Dekadische Logarithmen I, 42. 

Deutung der Ableitung 1, 102. 

— des bestimmten Integrals II, 54. 

Diakaustik I, 363. 

Dichte II, 197. 

Differential der Funktion I, 108. 

— des Argumentes I, 106. 

Differentialgleichung 1. Ordnung n. Gra- 
des II, 291. 

—, gewöhnliche II, 258. 

—, gewöhnliche höherer Ordnung I, 298. 

Differential höherer, Ordnung I, 148. 

Ditferentialquotient I, 106. 

— höherer Ordnung I, 148. 

Differentiation der Potenzreihen I, 228. 


Register 


ı Eigenschwingungen II, 331. 


Eindeutige Funktion I, 30. 

Einfache. transzendente Funktion 1,83. 
Einheitsvektor II, 221. 

Einheitswurzel II, 387. 

Einhüllende Kurve I, 360. 

Elektrische Wellen, Diferentialgleichung 
' 11,381. 


| Blektrizitätsverteilung auf der Kugel 


Lan, 


| Elektromagnetische Felder II, 225. 


Elementare algebraische Funktionen I, 86 
— transzendente Funktionen I, 88. 


| Elliptische Flächenkrümmung 1, 349. 


— Integrale II, 152. 

Energie eines Gases II, 288. 
Entropie eines Gases il, 289. 
Entwickelte Funktion I, 31. 
Enveloppe I, 360. 

Epizykloide 1,276. 
Epizykloidenbewegung I, 383. 
Erzwungene Schwingung II, 332, 335. 
Eulersche Formeln II, 394. 
Eulerscher Multiplikator II, 281. 
Eulersches Integral 2. Art II, 136. 
Evolvente I, 309. 

Evolute 1,311. 

Explizite Funktion ], 31. 
Exponentialfunktion I, 42. 


— impliziter Funktionen I, 159. 

— zusammengesetzter Funktionen 1, 128, 
158. 

Differenz höherer Ordnung I, 144. 

Differenzenquotient I, 98. 

— höherer Ordnung I, 147. 

Dirichlets Konvergenzsatz der Fourier- 
schen Reihen II, 245. 

Divergente Reihe I, 205. 

Divergenz des Vektorfeldes 11, 222. - 

Doppelintegral II, 97. 

Doppelpunkt einer ebenen Kurve I, 316. 

Drahtseil einer Hängebrücke II, 304. 

Drehachse eines starren Körpers I, 391. 

Drehpol bei ebener Bewegung T, 374. 

Drehung eines starren Körpers I, 388. 

Drei-acht-Regel II, 71. 

Dreifaches Integral II, 115. 


Ebene Bewegung ], 372. 
Echt gebrochene Funktion I, 81. 


Exponentialreihe 1, 230. 

Extremwerte bei Nebenbedingungen 
T, 265. 

| Extremwert einer Funktion f(x) I, 240. 

— — — mehrerer Variablen I, 255. 

Exzentrizität, lineare II, 152. 

—, numerische I, 279. 


Facettenfläche II, 107. 
Faktorenzerlegung ganzer Funktionen 
1,79. 
Feste Achsenfläche I, 398. 
Feste Polkurve 1,374. 
Fester Polkegel I, 391. 
Flächendichte II, 199. 
Flächendifferential II, 120. 
Flächeninhalt I, 23. 
Flächenintegral, allgemeines II, 113. 
Flächenintegral in der Ebene H, 94. 
| Flächensatz bei einer Zentralbewegung 
| 1,370; II, 310. 


‘ 


Register 


Fläche, Parameterdarstellung I, 323. 
von konstantem Krümmunssmaß 

I, 356. 

Flexion einer Raumkurve I, 338. 

Flexionsradius I, 341, 

Fouriersche Reihe II, 238. 

Frenetsche Formeln I, 843. 

Freie Schwingungen II, 331, 333. 

Fundamentalsatz der Algebra I, 76. 

Funktion J, 15. 

Funktionaldeterminante II, 102, 116. 

Funktion mehrerer Variablen I, 93. 


Gammafunktion II, 136. 

Ganze rationale Funktion I, 76. 

Gaußsche Differentialgleichung II, 340. 

— Näherungsberechnung bestimmter In- 
tegrale 11, 81. 

Gaußscher Integralsatz II, 140, 142. 

Gaußsches Fehlerintegral II, 128. 

— Krümmungsmaß 1, 353. 

Gedämpfte Schwingungen IJ, 331, 333. 

Geometrische Deutung der Ableitung 
I, 102, 155. 

— — einer Funktion I, 22. 

Geometrische Reihe I, 207. 

Gerade Funktion I, 27. 

Geradenschar des Hyperboloids I, 324. 

Geschwindigkeit I, 364. 

Geschwindigkeitsachse I, 391. 

Geschwindigkeitsvektor I, 364. 

Gezupfte Saite II, 347. 

Gleichmäßige Konvergenz I, 219. 

Gleichmäßig stetige Funktion I, 17. 

Gradmaß der Winkel I, 53. 

Graphische Integration Il, 41. 

Gravitationsfeld II, 226. 

Gravitationsgesetz Il, 312. 

Greensche Sätze II, 231. 

Grenze einer Zahlenreihe I, 14. 

Grundintegral TI, 3. 

Grundton einer Saite II, 345. 

Guldinscher Satz II, 202. 


Halbparameter eines Kegelschnitts I, 279. 
Harmonische Analyse II, 249. 
Hauptkrümmungsradien I, 352. 
Hauptnormale einer Raumkurve I, 334. 
Hauptsätze der Wärmetheorie II, 2863 
Hauptschnitte einer Fläche I, 352. 
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Hauptwert der Funktion Inz II, 397. 


| Hauptwerte der zyklemetrischen Funk- 


tionen T, 63. 

Häufungsstelle eines Punktsystems I, 5. 

Herzkurve I, 283, 

Höhenkurven I, 358. 

Höhere transzendente Funktionen I, 27, 
39, 

Hüllkurve T, 360. 

Hyperbelfunktionen I, 74. 


| Hyperbolische Flächenkrümmung I, 349 


— Funktionen TI, 80, 
— Spirale I, 280. 
Hypozykloide 1, 278. 


| Implizite Funktion I, 31. 


Inneres Produkt zweier Vektoren II, 219. 
Indikatrix eines Flächenpunktes I, 353. 
Instantane Drehachse I, 391, 


|! Integral, bestimmtes II, 50. 


Integraleosinus II, 40. 

Integrale mit Parametern II, 132. 

— im komplexen Gebiete II, 406. 
Integralkurve einer Differentialgl. II, 259: 
Integrallogarithmus II, 40. 

Integralsatz von Gauß II, 140, 142. 

— — Stokes II, 146. 


; ıntegralsätze der Kugelfunktionen II, 373 


Integralsinus II, 132. 

Integral, unbestimmtes II, 2, 4. 

Integrationsbereich II, 94. 

Integrationsgrenzen I, 51. 

Integrationsintervall II, 51. 

Integrationskonstante II, 4. 

Integration vollständiger 
II, 146. 

Integraph von Abdank II, 44. 

Integratoren II, 212. 

Integrator von Hele-Shaw II, 217. 

Integrierender Faktor II, 281, 

Interpolation durch ganze Funktionen 
1,170, 

Interpolationsformel I, 170. 

Intervall I, 14. 

Inverse Funktion I, 29. 

Inversion einer Funktion 1,29. 

Irrationale Punkte der Zahlenlinie 1,3. 

— Zahlen 1,3. 


Differentiale 


| Isogonale Trajektorien IT, 295. 
| Isolierte Punkte ebener Kurven 1,317. 
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Isothermen H, 355. 
Isotrope Körper I, 356. 


Kardioide I, 283. 

Katakaustik I, 363. 

Keplersche Gesetze II, 313. 
Kettenlinie I, 313. 

—, Differentialgleichung II, 306. 
Kettenregel 1, 128. 

Klangfiguren I, 353. 
Knotenlinie I, 388. 


Knotenlinie bei Membranschwingungen 


IL, 353. 


Komplanation krummer Flächen I, 178. 


Komplexe Funktionen Il, 392. 

— Potenzreihen II, 391. 

-- Reihen II, 388. 

— Zahlen U, 382. 

Konchoide 1, 381. 
Konchoidenbewegung I, 380. 
Konfokale Kegelschnitte 1], 296. 
Konforme Abbildung II, 102, 406. 
Konische Sehraubenlinie I, 330. 
Konjugierte Kreisscharen II, 296. 
Konjugiert komplexe Zahlen II, 383. 
Konkavität ebener Kurven I, 296. 
Konstante 1,13. 

Konvergente Reihen I, 205. 
Konvergenzgrenzen 1, 221. 
Konvergenzintervall 1, 221. 
Konvergenzkennzeichen I, 216. 
Konvergenzkreis II, 392. 

Konvexität ebener Kurven I, 296. 
Koppel beim Gelenkviereck I, 386. 
Kraftlinien I, 230. 

Kreisfunktionen I, 54. 

Kreisscharen II, 296. 

Kreisschnitte des Ellipsoids I, 272, 359. 
Krümmung einer ebenen Kurve I, 302. 
— — Fläche 1, 353. 

— — Raumkurve 1, 337. 


Krümmungskreis einer ebenen Kurve 


I, 303. 
— — Raumkurve I, 342. 
Krümmungsmittelpunktskurve J, 309. 
Krümmungsmittelpunkt I, 303. 


Register 


Kugelfunktion, allgemeine II, 370. 
—, Entwicklung nach — n H, 376. 
Kugelfunktion zweiter Art II, 339. 
Kurbelmechanismus I, 386. 
Kurbelwinkel I, 386. 

Kurve als Bild einer Funktion I, 22. 
Kurvenintegrai 11, 91. 


Lagrangesche Interpolatioasformel I, 170. 

Laplacesche Gleichung I, 229, 365. 

— — in Polarkoordinaten II, 366. 

— — — Zylinderkoordinaten II, 366. 

Laplace-Poissonsche Gleichung II, 234. 

Legendresche Differentialgleichung 
IE SEI 

— Kugelfunktionen II, 339. 

Lemniskate I, 295. 

Lineare Differentialgleichungen I, 277 

— — höherer Ordnung 1,319 

— —, nicht homogene II, 326. 

— Funktionen I, 76. 

— Unabhängigkeit II, 320. 

Lineares Moment II, 207. 

Liniendichte II, 199. 

Linienintegral H, 91. 

Logarithmen, Berechnung I, 180. 

Logarithmische Differentiation I, 129 

— Skala 1,45. 

— Spirale ], 281. 

Logarithmisches Dekrement II, 334. 

Logarithmus I, 42. 

Logarithmusintegral H, 3. 

Logarithmusreihe I, 231. 

Loxodrome II, 157. 


| Mac Laurinsche Reihe I, 229. 
! Mac Laurinscher Lehrsatz I, 174. 


Masse II, 197. 

Massenmittelpunkt II, 199. 
Materieller Punkt H, 199. 

Maximum einer Funktion f(x) I, 240. 
— — — mehrerer Variablen I, 255. 
Maxwellsche Gleichungen II, 225. 


| Mechanische Auswertung bestimmter In- 


| 
| 


Krümmungsradius einer ebenen Kurve | 


I, 303. 
— — Raumkurve I, 341. 
Kubatur räumlicher Bereiche II, 188. 


tegrale II, 76. 
— Integration I, 44. 
— Wärmetheorie II, 286. 
Mehrdeutige Funktionen I, 30. 
Mehrfach zusammenhängende Bereiche 
I, 149. 


Register 


Membranschwingungen II, 349. 
Meusnierscher Satz I, 347. 

Minimum einer Funktion f(x) I, 240. 
— — — mehrerer Variablen I, 255. 
Mittelwertsatz I, 133. 

—, besonderer I, 134. 

— der Integralrechnung II, 57. 

Mittlere Krümmung einer Fläche I, 353. 
Modul der konformen Abbildung II, 401. 
— eines Logarithmensystems I, 42. 
Moivrescher Lehrsatz II, 386. 

Moment II, 207. 

Momentenplanimeter II, 212. 

Monotone Funktion I, 16. 

— Variable I, 15. 

— Zahlenreihe 1,7, 

Monotonie der Funktionen I, 136. 
Multiplikation der Vektoren II, 219. 

— unendlicher Reihen I, 214. ' 
Muschellinie 1, 381. 


Nabelpunkt einer Fläche I, 348. 

Natürliche Exponentialfunktion 1, 40 

— Logarithmen I, 40. 

— Schwingungen II, 331, 333. 

Näherungsfunktion I, 169. 

Näherungsrechnungen bei bestimmten 
Integralen II, 69. 

Newtonsche Näherungsformel I, 187. 

Nichtabgeschlossener Bereich I, 94. 

Nichtabgeschlossenes Intervall I, 14. 

Nichtelementare Integrale II, 39. 

Niveauflächen II, 229. 

Niveaukurven IH, 358. 

Normalebene einer Raumkurve I, 327. 

Normale einer ebenen Kurve I, 284, 287, 
291. 

— — Fläche I, 327. 

Normalschnitt einer Fläche I, 347. 

Nullpunkt einer ganzen Funktion 1,80. 

— — Funktion 1,191. . 


Öbertöne einer Saite II, 345. 
Orthogonale T'rajektorien II, 295. 
Östliche Länge II, 155. 
Öszillierende Reihen I, 206. 


Parabolische Flächenkrümmung 1, 350 
Parallelkurve I, 311. 
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Parameterdarstellung der Flächen I, 323. 
Partialbruchzerlegung I, 82. 

Partielle Ableitung I, 150. 

— — höherer Ordnung I, 161. 

— Differentialgleichungen II, 341 ff. 


‘ — Differentialgleichung des integrieren- 


len Faktors II, 284. 
— Differenz höherer Ordnung I, 162. 
— Integration II, 13. 
Partieller Differentialquotient I, 150. 
— — höherer Ordnung 1, 161. 
Partielles Differential I, 151. 
— — höherer Ordnung I, 164. 
Partikuläres Integral II, 270, 299. 
Pascalsche Kurven I, 283. 
Pendelbewegung IL, 307. 
Perizykloide 1, 283. 
Physikalische Deutung der Ableitung 
I, 104. 
— — einer Funktion I, 22. 
Planares Moment II, 207. 
Planetenbewegung II, 312. 
Polardarstellung der komplexen Zahlen 
II, 382, 385. 
Polargleichung der Kegelschnitte I, 279. 
Polares Moment II, 207. 
Polarkoordinaten in der Ebene I, 279. 
— im Raume II, 155. 
Polarplanimeter II, 169. 
Poldistanz II, 155. 
Polkegel I, 391. 
Polkurve 1, 374. 
Potential II, 224. - 
Potentialniveaufläche II, 229 
Potenz x* 1,27. 
Potenzintegral II, 3. 
Potenzregel I, 99. 
Potenzreihe I, 221. 
—, komplexe II, 391. 
Präzession I, 393. 
Produktregel 1, 121, 130. 
Pseudosphäre I, 356. 


Quadratisches Moment II, 207. 

Quadratur ebener Kurven II, 162. 

Quadraturen, Lösung von Differential- 
gleichungen durch — II, 271. 

Quellenfeld II, 222. 

Quelle im Vektorfelde II, 221. 

Quotientenregel I, 122 
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Radiusvektor I, 279. 
Rationale Differentiale, Integration I, 19. | 
— Funktion 1, 80. 
— Punkte ],3. 
— Rechnungen 1,1. | 
— Zahlen 1,1. | 
Raumdifferential II, 124. 
Raumintegral II, 114. 
Raumkurven, Darstellung 1,321. 
Rechenschieber I, 47. 
Rechtsschraube I, 336. 

Reelle Zahlen 1,3. 

Reguläre Präzession I, 393. 
Rektifikation der Evoluten 1, 310. 
— des Kreises I, 49. 

— ebener Kurven II, 152. 
Rektifizierende Ebene I], 334. 
Resonanz II, 336. 

Rollescher Satz I, 132. 

Rotation im Vektorfelde II, 223. 
Rückkehrpunkt I, 317. 
Rückkehrtangente I, 317. 


| 
Saitenschwingungen II, 341. | 
Scheitelkrümmungskreise | 
I, 305. 
Schmiegungsebene I, 334. 
Schraubenachse I, 397. 
Schraubenbewegung 1, 397. 
Schraubenfläche I, 323. 
Schraubenlinie I, 321. 
Schubkurbelmechanismus I, 371. 
Scehwerkraftfeld II, 226. 
Schwerpunkt IF, 199. 
Schwingende Saite, Differentialgleichung 
II, 343. 
Schwingungsbewegung, Differentialglei- | 
chung II, 332. i 
Schwingungsdauer des Pendels II, 309. 
Schwingungsvorgänge II, 331. | 
Seilkurve II, 305. 
Selbstinduktion 
TEATS 
Semipolarkoordinaten II, 181. 
Senke im Vektorfelde II, 221. 
Simpsonsche Regel H, 71. 
Singuläre Lösung II, 291. 
— Punkte ebener Kurven I, 317. 
Sinuskurve I, 56, 89. 
Sinusreihe I, 230. 


der Ellipse 


elektrischer Ströme 


Register 


| Skalar II, 219. 


Skalares Produkt zweier Vektoren II, 219. 


! Skalarfeld II, 222. 


Spezifische Wärme II, 286. 
Sphärische Kurven II, 157. 
— Zykloide 1, 330. 

Spiralen I, 229. 

Spitzen ebener Kurven 1; 317. 


 Sternkurve I, 283. 


Stetige Funktion I, 17, 19 f. 

— Variable I, 14. 

— Vieldeutigkeit I, 96. 

Stetigkeitssätze I, 20 f. 
Stetigkeitsunterbrechungen I, 91. 
Stokesscher Satz II, 146. 

Störende Kraft bei Schwingungen H, 332. 
Störungsfunktion II, 332. 

Subnormale I, 287, 291. 


| Subtangente I, 287, 291. 
| Subtraktion unendlicher Reihen I, 213. 


Substitution einer neuen Integrations- 
variablen II, 7. 


Tangente einer ebenen Kurve I, 284, 287, 
291. 

— — Raumkurve I, 325. 

Tangentialbeschleunigung I, 368. 

Tangentialebene einer Fläche I, 325. 

Taylorsche Reihe I, 229. 

Taylorscher Lehrsatz I, 174. 

— — für Funktionen mehrerer Variablen 
I, 204. 


, Temperaturgefälle II, 356. 
| Temperaturgradient II, 356. 


Torsion I, 338. 


|! Torsionsradius I, 341. 


Totale Krümmung einer Fläche 1,353. 
— — — Raumkurve I, 345. 

Totales Differential I, 151 ff. 

— — höherer Ordnung I, 167. 


| Trajektorien ‘einer Kurvenschar II, 295 
| Traktrix’ I, 314. 


Transzendente Funktion 1, 37. 
Trapezregel II, 71. 
Trügheitsmoment Il, 208. 


| Trennung der Variablen bei Differential- 


gleichungen II, 270. 


| Trigonometrische Funktion 1, 54. 


— —, Berechnung I, 178. 
— Reihen Il, 236. 


‚.rcin.org.pl 


Register 


Umdrehungsfläche, Inhalt I], 181. 
Umdrehungskörper, Inhalt II, 193. 
Umgekehrte Funktion I, 29. 
Umkehrregel Í, 113. 
Umkehrung einer Funktion I, 29. 
Umordnung der Integrationsfolge II, 100. 
Unbedingt konvergente Reihe I, 210. 
Unbeschränkte Variable I, 13. 
Unbeschränkt konvergente Reihe J, 221. 
Unbestimmte Gestalten von Funktionen 
I, 196. 
Unbestimmte Multiplikatoren bei Berech- 
nung von Extremwerten I, 267. 
Unecht gebrochene Funktion I, 81. 
Uneigentliche Flächenintegrale II, 126. 
— Integrale II, 61 ff. 
Unendliche Reihe I, 205. 
— — mit komplexen Gliedern II, 388. 
Unendlichkeitspunkt I, 31, 193. 
Unentwickelte Funktion I, 31. 
Ungerade Funktion I, 27. 


Variable I, 13. 

Variation der Konstanten II, 277, 326. 

Vektor I, 365. 

Vektorenaddition I, 366. 

Vektorfeld II, 220. 

Vektorielles Produkt zweier Vektoren 
IL, 219. 

Veränderliche I, 13. 

Vergrößerungsverhältnis der konformen 
Abbildung II, 401. 

Vivianische Fläche Il, 179. 
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Vollständige Induktion I, 9. 
Vollständiges Differential I, 151 ff. 
— — höherer Ordnung I, 167. 


Wärmeleitfähigkeit IT, 356, 
Wärmeleitung, Differentialgl. II, 358. 
Wärmewelle II, 360. 

Wechselkreis I, 377. 

Wendekreis ], 377. 

Wendepol 1,379. 

Wendepunkt I, 297. 

Wendetangente I, 297. 

Winkeltreue Abbildung II, 102, 406. 
Wirbelfeld II, 224. 

Wirbelfreies Feld II, 224. 

Wirbel im Vektorfelde II, 223. 
Wurzel einer komplexen Zahl II, 388. 
— — Gleichung 1, 77. 


Zahlenebene I, 93. 

Zahlenlinie 1,3. 

Zahlenraum I, 97. 

Zentralbewegungen I, 369; II, 309. 

Zentripetalbeschleunigung I, 368. 

Zusammengesetzte transzendente Funk- 
tionen I, 88. 

Zustandsgleichung II, 286. 

Zykloide I, 275. 

Zykloidenbewegung I, 383, 393. 

7yklometrische Funktionen I, 54, 60. 

Aylinderfunktionen II, 340. 

Zylinderkoordinaten II, 181. 

Zylindrische Schraubenlinie I, 321. 
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Von demselben Verfasser sind ferner erschienen: 


Lehrbuch der Differential- und Integralrechnung und ihre Anwen- 
dungen. Bd.I. Differentialrechnung. Mit 129 Figuren, einer Sammlung von 
253 Aufgaben und einer Formeltafel. [XII u. 399 S.] gr. 8. 1918. Geh. 
M. 14.—, geb. M. 15.— 

Kurzgefaßte Vorlesungen über verschiedene Gebiete der höheren 


Mathematik mit Berücksichtigung der Anwendungen. 2 Teile. 
I. Teil: Analytisch-funktionentheoretischer Teil. Mit 102 in den Text ge- 
druckten Figuren. [IX u. 520 S.] gr.8. 1900. Geb.M. 14.— Il. Teil: Algebra 
und Geometrie. [In Vorb.] 


Die elliptischen Funktionen und ihre Anwendungen. In 3 Teilen. 
I. Teil: Die funktionentheoretischen und analytischen Grundlagen. Geh. 
M. 22.—, geb. M. 24.— 

Vorlesungen über die Theorie der automorphen Funktionen. 
Von R. Fricke und F. Klein. In 2 Bänden. Mit vielen Figuren. gr.8. Geh. 
I. Band: Die gruppentheoretischen Grundlagen. [XIV u. 634 S.] 1897. 
M. 22.— U. Band: Die funktionentheoretischen Ausführungen und die An- 
wendungen. [XIV u. 668 S.] ıgı2. M. 28.— Auch in 3 Lieferungen: 
I. Engere Theorie der automorphen Funktionen. [282 S.] 1901. M. 10.— 
II. Kontinuitätsbetrachtungen im Gebiete der Hauptkreisgruppen. [155 S.] 
1911. M. 7.— Ul. Direkte Beweismethoden der Fundamentaltheoreme und 
Anhang. [229 S.) 1912. M. 11.— 


Analytische Geometrie. Mit 96 Figuren im Text. [VI u. 135 S.] 8. 
1915. Geb. M. 2.80. 


Höhere Analysis für Ingenieure. Von Dr. /. Perry F.R.S., Prof. am 
RoyalCollege of Science zu London. Autorisierte deutsche Bearbeitung von 
R. Fricke u. F. Süchting, Prof. an der Bergakademie in Klausthal im Harz. 
2. Aufl. Mit 106 Figuren. [X u. 464 S.] gr. 8. ıgı0. Geb. M. 13.— 


Über angewandte Mathematik und Physik in ihrer Bedeutung 
für den Unterricht an den höheren Schulen. Nebst Erläuterung 
der bezüglichen Göttinger Universitätseinrichtungen. Vorträge, gehalten 
in Göttingen Ostern 1900 bei Gelegenheit des Ferienkurses für Oberlehrer 
der Mathematik und Physik. Gesammelt von Geh. Regierungsrat Dr. 
F. Klein, Prof. an der Universität Göttingen, und Geh. Regierungsrat Dr. 
E. Riecke, Prof. an der Universität Göttingen. Mit einem Wiederabdruck 
verschiedener einschlägiger Aufsätze von F. Klein. Mit 84 Textfiguren. 
[VI u. 252 S.] gr. 8. 1900. Geb. M. 6.— 

Die mathematische Ausbildung der Architekten, Chemiker und 
Ingenieure an den deutschen Technischen Hochschulen. Von 
Geh.-Rat Dr. P. Stäckel, Professor an der Univ. Heidelberg. [XI u. 198 S.] 
gr.8. 1915. (IMUK B. IV. Band. Heft 9.) Steif geh. M. 6.80. 
Taschenbuch für Mathematiker und Physiker. Unter Mitwirkung 
namhafter Fachgenossen herausg. von Hofrat Dr. F. Auerbach, Prof. in Jena, 
und Dr. R. Rothe, Prof. in Berlin, I. Jahrg. 1909. Mit Bildnis Lord Kelvins. 
[XLIV u. 450 S., unbedruckt 12 S.] 8. Geb. M. 6.— II. Jahrg. 1911. Mit Bildnis 
H. Minkowskis. [IX u. 567 S.} 8. Geb. M.7.— IN. Jahrg. 1913. Mit Bildnis 
Fr. Kohlrauschs. [X u. 463 S.} 8. Geb. M. 6.— IV. Jahrg. [In Vorb.] 
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Vorlesungen über numerisches Rechnen. Von Geh. Reg.-Rat Dr. 
J. Lüroth, weil. Prof. a. d. Univ. Freiburg i. B. Mit 14 Fig. [VIu. 194 S.} gr. 8. 
1900. Geh, M. 8.— 

Lehrbuch der Differenzenrechnung. Von Dr. D. Seliwanof, Prof. a. d. 
Univ. St. Petersburg. [VI u. 92 S.] gr. 8. 1904. (TS 13.) Geb. M. 4.— 


Lehrbuch der Differential- und Integralrechnung. Ursprünglich 
Übersetzung des Lehrbuches von /. A. Serret, seit der 3. Aufl. gänzlich 
neu bearbeitet von Geh. Reg.-Rat Dr. G. Schefers, Prof. an der Techn. 
Hochschule zu Berlin. gr. 8. I. Band: Differentialrechnung. Mit 70 Fig. 
[XVI u. 6708.) 1915. Geh. M. 13.—, geb. M. 14.— II. Band: Integralrechnung. 
4.u.5.Aufl. Mit 108 Fig. [XIV u.639 S.] ıgıı. Geb.M. ı3.— II. Band: 
Differentialgleichungen und Variationsrechnungen. 4.u. 5. Aufl. Mit 64 Fig. 
[XIV u. 735 S.] 1914. Geh. M. 13.—, geb. M. 14.-— 

Vorlesungen über Differential- u. Integralrechnung. Von Hofrat Dr. 
E. Czuber, Prof. a. d. Techn. Hochsch. Wien. gr. 8. I. Bd. 3., sorgfältig 
durchges. Aufl. Mit 125 Fig. [XIV u. 605 S.] 1912. II. Band. 3., sorgfältig 
durchges. Aufl. Mit 103 Fig. [X u. 590 S.] 1912. Geb. je M. 12.— 
Sammlung von Aufgaben zur Anwendung der Differential- und 
Integralrechnung. Von Geh. Hofrat Dr. F. Dingeldey, Prof. a. d. Techn. 
Hochsch. Darmstadt. I. Teil: Aufgaben zur Anwendung der Differential- 
rechnung. Mit 99 Fig. [V u. 202S.] gr. 8. 1910o. Geh. M. 6.—, geb. M. 7.— 
Il. Teil: Aufgaben zur Anwend. der Integralrechnung. Mit 96 Fig. [IV u. 382S.] 
gr. 8. 1913. Geh. M. 12.—, geb. M. 13.— 

Theorie der elliptischen Funktionen. Von Geh.-Rat Dr. M. Krause, 
Prof. an der Techn. Hochsch. Dresden. Mit 25 Figuren. [VI u. 186 S] 8. 
1912. (SMPL 13.) Geh. M. 3.60, geb. M. 4.— 


Die Theorie der Besselschen Funktionen. Von Realgymn.-Prof. Dr. 
P. Schafheitlin in Berlin. Mit ı Figurentafel. [V u. 128 S.] 8. 1908. (SMPL 4.) 
Kart. M. 2.80, geb. M. 3.20. 

Konforme Abbildung. Von Z. Lewent, weil. Oberl. in Berlin. Mit 40 Fig. 
[VIu. 118 S.] 8. 1912. (SMPL 14.) Geh. M. 2.80, geb. M. 3.20. 


Vorlesungen über die Vektorenrechnung. Mit Anwendung. auf Geo- 
metrie, Mechanik u. math. Physik. Von Geh. Bergrat Dr. Æ. Jahnke, Prof. a. d. 
Techn. Hochsch. Berlin. Mit 32 Fig. [XII u. 235 S.] gr.8. 1905. Geb. M. 5.60. 
Einführung in die Vektoranalysis. Von Prof. Dr. R. Gans, Direktor 
der Physik. Hochschule La Plata. 3. Aufl. Mit 36 Fig. [VIII u. 131 S] 
gr. 8. 1913. Geh. M. 3.40, geb. M.4.— 

Die Vektoranalysis u. ihre Anwendung. i. d. theoretischen Physik- 
Von Dr. W. v. Jgnatowsky in Paris. I. Die Vektoranalysis. Mit 27 Fig. 
[VIII u. 112 5.] 8. 1909. Geh. M. 2.60, geb. M. 3.— II. Anwendung der 
Vektoranalysis in der theoretischen Physik. Mit 14 Fig. [IV u. 123 §.] 8. 
1910. (SMPL 6.) Geh. M. 2.60, geb. M. 3.— 


Funktionentafeln mit Formeln und Kurven. Von Geh. Bergrat Dr. 
E. Jahnke, Prof. a. d. Techn. Hochsch. Berlin, u. Dr. F. Ende, Prof. a.d. Techn. 
Hochsch. Stuttgart. Mit 53Fig. [XIIu. 1768.) gr.8. 1909. (SMPL5.) Geb.M.6.— 


Analytische Geometrie der Ebene. Von Geh. Reg.-Rat Dr. C. Runge, 
Prof. an der Univ. Göttingen. Mit75 Fig. [IV u. 1985.] gr.8. 1908. Geb.M.6.— 
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Allgemeine Theorie der Kurven doppelter Krümmung in rein 
geometrischer Darstellung. Von Dr. W. Schell, weil. Prof. am Polytechn. 
Karlsruhe. 3. Aufl. von Dr. Æ. Salkowski, Prof. a. d. Techn. Hochsch. Berlin. 
Mit 66 Fig. [XIu. 196 S.] gr. 8. 1914. Geh. M. 8.— 

Lehrbuch der darstellenden Geometrie für Technische Hochschulen. 
Von Hofrat Dr. Æ. Müller, Prof. a. d. k. k. Techn. Hochsch. Wien. I Bd. 
2. Aufl. Mit Fig. u. Tafeln. gr.8. 1918. Geh. ca. M. 15.—, geb. ca. M. 16.— 
H. Bd. Mit 328 Fig. [X u. 361 S.] 1916. Geh. M. 12.80, geb. M. 14.— II. Band 
auch in 2 Heften erhältlich: 1. Heft. Mit 140 Fig. [VII u. 128 S.] 1912. Geh. 
M. 4.40. 2. Heft. Mit 188 Fig. [VII u. 232 S.] 1916. Geh. M. 8.40. 


Über die Anwendungen der darstellenden Geometrie, insbes. üb. 
die Photogrammetrie. Von Geh. Reg.-Rat Dr. F. Schilling, Prof. a. d. Techn. 
Hochsch. Danzig. Mit 151 Fig.u. 5 Doppeltaf.[VIu. 1968.]gr. 8. 1904.Geb.M. 5.— 


Darstellende Geometrie des Geländes. Von Dr. R. Rothe, Prof. a.d. 
Techn.Hochsch. Berlin. Mit82 Fig.[IV u. 678.]8. 1914.(MPB 14.)Steifgeh.M.ı.— 


Das militärische Aufnehmen. Von 2. Schulze, Generalmajor u. Chef 
der Topogr. Abtlg. der Landesaufnahme, Gr.-Lichterfelde Mit 129 Abb. 
[XIII u. 305 S.] gr. 8. 1903. Geb. M. 8.— 


Lehrbuch der Vermessungskunde. Von Geh. Reg.-Rat Dr. A. Baule, 


Prof. an der Kgl. Forstakademie Hann.-Münden. 2., erw. u. umg. Aufl. Mit 
280 Fig. [VIII u. 471 S.] gr. 8. 1901. Geb. M. 8.80. 


Geodäsie. Eine Anleitung zu geodätischen Messungen für Anfänger mit 
Grundzügen der direkten Zeit- und Ortsbestimmung. Von Dr. H. Hohenner, 
Prof. an der Techn. Hochschule Darmstadt. Mit 216 Abb. [XII u. 347 S.] 
gr. 8. ıgıo. Geb. M. 12.— 

Grundzüge der Geodäsie mit Einschluß der Ausgleichungsrechnung. 
Von Dr. M. Näbauer, Prof. a. d. Techn. Hochsch. Braunschweig. Mit 277 Fig. 
[X VIu.420S.] 8. 1915. (Handb.d.ang.Math. Bd.3.) Geh.M.9.—, geb. M.9.60. 


Leitfaden zum graphischen Rechnen. Von Dr. R.Mehmke. Prof.a.d. 
Techn. Hochsch. Stuttgart. Mit 121 Fig. und ı Additions- und Subtraktions- 
kurve als Beilage. [VII u. 152S.] 8. 1917. (SMPL 19.) Geh. M. 4.80, geb. M. 5.40. 
Graphische Methoden. Von Geh. Reg.-Rat Dr. C. Runge, Prof. a.d., Univ. 
Göttingen. Mitg4Fig. [IV u. 142S.]8. 1915. (SMPL 18.) Geh. M.4.40, geb. M.5.— 


Die graphische Darstellung. Von Hofrat Dr. F, Auerbach, Prof. a. d. 
Univ. Jena. Mit 100Fig. [VIu.97 S.] 8. 19144(ANUG437.) Geh.M.ı.20, geb. M.1.50. 
Praktische Analysis. Von Dr. H.v. Sanden, Priv.-Doz.a.d. Univ. Göttingen. 
Mit 30 Fig. [XIX u.185 S.] 8. 1914. (Handb. d. ang. Math., Bd. 1) Geh.M. 3.60, 
geb. M. 4.20. 

Die mathematischen Instrumente. Von Geh. Reg.-Rat Dr. A. Galle, 
Prof. am Kgl. Geodät. Inst. in Potsdam. Mit 86 Abb. u. Fig. [VI u. 187 S.] 
8. 1912. (SMPL 15.) Steif geh. M. 4.40, geb. M. 4.80. 

Lehrbuch d. elementaren prakt. Geometrie (Vermessungskunde). 
Bd. I: Feldmessen und Nivellieren. Von Dr. Æ. Hammer, Prof. a. d. Kgl. 


Techn. Hochsch. Stuttgart. Mit 500 Fig. [XX u. 766 S.] gr. 8. ıgı1. Geh. 
M. 22.—, geb. M. 24.— [Band Il in Vorb.] 


Hierzu Teuerungszuschläge des Verlages und der Buchhandlungen, 


Verlag von B.G. Teubner in Leipzig und Berlin 


GABINETMAFEMATYCZNY 
Tawarzystwa Sstwresia. oc kearsizawsklago 


> 

Jnzae- oss, 
: 

ferzar= sus, 


je x dx = Co z, 


J0 zaz= Sin z, 


 Sunia 


—— —=In|x æx?— a’, 
", Yer— a! A 


dx 1 ia 
eJ aè — x? 2a 


l "vo (x) de 
va) 


nel 


\dA— X 


EN 


= In |px), 


f. iz = lu |x — a!l, 


| J-> dg Ja 
e (@+ 1) yx? —1 x+1' 
Star deine kei" 


ee, ising., 


«/ 


dx 


Ss ee 


Sart-% Bosz, 


ee 
a 


(a+ a) ya F r? 


dx x 


T z’ 


Fricke, Differential- u. Integralrechnung. II. 
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